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Resumen

En este trabajo, abordamos el problema de existencia y unicidad de medida de maxima
entropia para los difeomorfismos hiperbélicos (o de Anosov) definidos en T?, siguiendo la bi-
bliografia (Barreira, 2012) y (Bowen, 2008) y otros. Estudiamos las particiones de Markov para
los automorfismos hiperbélicos en T?, siguiendo la bibliografia de (Barreira, 2012) y (Adler,
1970); y usamos dichas particiones como herramientas fundamentales para construir medidas

de maxima entropia.

Palabras claves: medidas de maxima entropia, entropia topolégica, entropia métrica,
difeomorfismos de Anosov, particiones de Markov, automorfismos hiperbélicos en T?,

dindmica simbdlica



Abstract

In this thesis, we approach the problem of existence and uniqueness of measure of maximal
entropy for hyperbolic (or Anosov) diffeomorphisms defined on T?. For this purpose, I used as
reference (Barreira, 2012), (Bowen, 2008) and others. Further; we study the Markov partitions
for the hyperbolic automorphisms on T?, for that, this thesis uses (Barreira, 2012) and (Ad-
ler, 1970). Finally, we use these partitions as fundamental tools to construct the measures of

maximal entropy for hyperbolic automorphisms on T2.

KeyWOI‘dS: measure of maximal entropy, topological entropy, metric entropy, Anosov

diffeomorphisms, Markov partitions, hyperbolic automorphisms on T?, symbolic dynamics
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Introduccion

Introduccion

El término entropia fue acunado en 1865 por el fisico aleman Rudolf Clausius, uno de los
primeros fundadores de la termodindmica, el cual en un inicio le dio este nombre a la pérdida
de calor irreversible. En los primeros anos, este término fue bastante enigmatico, pues parecia
desconcertante lo que este término indicaba en la realidad. En palabras sencillas, este término
parecia indicar que los sistemas tendian siempre a un grado de mayor desorden.

Como es habitual en la ciencia, la necesidad de comprender mejor este término hizo que en
el ano 1948 surgiera la nocién matematica de entropia en el trabajo ”A Mathematical Theory
of Communication” de Claude Shannon, donde la entropia aparece como el principal concepto
de la teoria de la informacién y en el cual el autor dedicé una seccién a lo que él denomina
Eleccion, incertidumbre y entropia. Es en este trabajo donde por primera vez vemos la notacion

H para la entropia, siendo esta una funcién dada de la siguiente forma:

k
H(p) = — sz‘ log ps,
i=1

n

donde p = (p1,- -+ ,pn) €s un vector con entradas no negativas tal que Z p; = 1; dicha funcion,
=1

en teoria de la informacion, mide la cantidad de informacion transzmitida por un canal de

comunicacion.

Andrei Kolmogorov y Yakov Sinai motivados por el trabajo de C. Shannon proponen una
definicion de entropia para un sistema dinamico asociado a una medida invariante por dicho
sistema, y es denominado entropfa métrica! y que de cierto modo cuantifica el caos del sistema
dindmico respecto a dicha medida invariante.

El concepto de entropia topolégica para un sistema dinamico fue introducido en los anos 90

por R.Adler, Konheim, McAndrew, R.Bowen y Dinaburg, el cual mide el caos total del sistema

dindmico. La medida invariante por un sistema dinamico para el cual se cumple que la entropia

!También conocida como entropia de Kolmogorov-Sinai

II



Introduccion

métrica y la entropia topoldgica son iguales es denominada medida de maxima entropia. Esta
medida permite cualificar el caos total del sistema dinamico, es por ello que resulta natural
preguntarse sobre la existencia y unicidad de dichas medidas?.

En la presente tesis, abordamos el problema anteriormente planteado para los sistemas
dindmicos denominados difeomorfismos hiperbdlicos® en T?, méas especificamente, abordaremos
las siguientes preguntas: ;Existe alguna medida de méxima entropia para sistemas dindmicos
hiperbélicos en T??, en caso de la existencia de dichas medidas ;Es tinica?

Para responder las preguntas planteadas, usaremos las particiones de Markov de los auto-
morfismos hiperbélicos en T2, desarrollados en el capitulo 3 diddcticamente con ejemplos que
facilitan la lectura. Dichos automorfismos hiperbélicos en T? son inducidos por matrices hi-
perbdlicas de dimensiones 2 x 2, la hiperbolicidad de dichas matrices es importante pues es
una caracteristica que dota de estabilidad al automorfismo. Dicha estabilidad implica que la
caoticidad no crece de manera desproporcionada ante pequenas perturbaciones del sistema.

El presente trabajo consta de 4 capitulos:

* El Capitulo 1 estd dedicado a hacer un breve repaso sobre los principales conceptos y
resultados fundamentales de la teoria ergddica, entropia métrica y entropia topoldgica
que seran necesarios para el desarrollo del capitulo 3 y 4. Al final de dicho capitulo
encontramos un resultado de notable relevancia para nuestro objetivo, nos referimos al
principio variacional, con el cual establecemos la relacién que existe entre la entropia
métrica y la entropia topoldgica. Para finalizar, enunciamos resultados sobre la dindmica

simbdlica.

En el Capitulo 2 presentamos los sistemas dinamicos denominados automorfismos hi-
perbdlicos definidos en T?. Demostraremos que el conjunto de los puntos periédicos de
los automorfismos hiperbdlicos es denso en T2, que los automorfismos hiperbélicos son
topolégicamente mixing y que los automorfismos hiperbdlicos preservan la medida de

Lebesgue en T2. También presentamos los difeomorfismos hiperbélicos en T2.

En el Capitulo 3 desarrollamos la construccién de las particiones de Markov para automor-
fismos en T?. Esta particién permite establecer una relacién del automorfismo hiperbélico

en T? con la dindmica simbdlica. Para finalizar, inducimos una medida de Markov en T?,

2Dichas medidas son denominadas medidas de méxima entropia.
3También conocidos como difeomorfismos de Anosov.
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la cual serd de importancia en el tltimo capitulo pues se vera que también es una medida

de maxima entropia.

En el Capitulo 4 aplicamos todas las herramientas matemaéticas desarrolladas en los
capitulos anteriores para demostrar el Teorema de Bowen para difeomorfismos hiperbéli-
cos (o de Anosov) en T?, més especificamente demostraremos que dichos sistemas dindmi-
cos poseen una unica medida de maxima entropia. Para dicho fin, usaremos las particiones
de Markov de los automorfismos hipebdlicos en T? para demostrar que los automorfismos
hiperbdlicos en T? tienen una tinica medida de méxima entropia. Luego, usamos el famoso
resultado de J. Franks que muestra que todo difeomorfismo hiperbélico (o de Anosov) en
T? es conjugado topoldgicamente a un automorfismo hiperbélico, y esto permite concluir
la existencia y unicidad de la medida de maxima entropia para los difeomorfismos de
Anosov en T2. Para finalizar, construimos explicitamente la medida de maxima entropia

para los automorfismos hiperbélicos en T?2.

v



Preliminares

Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciamos algunas definiciones y resultados de la teoria ergddica, entropia
métrica y entropia topoldgica los cuales seran de mucha importancia para entender, deducir y
probar resultados posteriores en este, que basicamente sera usado en el capitulo 3 y 4. Para
un estudio méas detallado de estos tépicos invitamos al lector a revisar los libros de (Barreira,

2012) y (Viana and Oliveira, 2016).

1.1. Conceptos de la teoria ergédica

En esta seccion veremos algunas definiciones y resultados sobre la teoria ergddica

Medida Invariante

Definicién 1.1.1. Sea (M, B, u) un espacio de medida y f : M — M una transformacién

medible. Decimos que p es una medida invariante bajo f si
w(E) = p(f 1 (E)) para todo conjunto medible E C M

Observaciéon 1.1.1. También se dice que p es f-invariante, o que f preserva pu, para referirnos

a lo mismo de la definicién anterior.
Ejemplo 1.1.1. Sea f : M — M tal que f(p) = p. Consideremos la medida de Dirac d, donde

1 si pekF

5p(E):
0 si p¢FkE
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Ahora, demostremos que 9, es medida invariante bajo f. En efecto, sea 2 € B entonces

UE)) = 1 S? pEf:l(E) _ 1 S? flp) e E _ 1 s? peEL (B
0 si pgfH(E) 0 si flp)¢E 0 si pgFE

de donde se concluye que f preserva o,,.

Ejemplo 1.1.2. Sea M = [0,1] y B la o-algebra de Borel en [0, 1]. Consideremos la aplicacién
f:10,1] — [0, 1] definida por

2x si 0<x<1/2
flz) =
—2r+2 st 1/2<z<1

Consideremos la medida de Lebesgue m en [0, 1]. Demostremos que m es una medida invariante

por f. En efecto, sabemos que la coleccién A, dada por

donde los I,’s son intervalos en [0, 1] dos a dos disjuntos, es una algebra en [0, 1] que genera la

o-élgebra de Borel de [0, 1]. Sea I un intervalo [0, 1] luego
() =LUl
de la regla de correspondencia de f y desde que m es la medida de Lebesgue se tiene que
1

m(l) = m(ly) = im(f).

Lo que implica que

m(f~1 (1)) = m(I, U L) = m(I).

Asi, dado cualquier elemento E € A se tiene que
m(f(E)) = m(E).

Y desde que A genera la o-dlgebra de Borel en [0, 1], podemos concluir que
m(f~H(E)) = m(E)

para todo E € By .
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Medida Ergdédica

Definicién 1.1.2. Sea (M, B, ;1) un espacio de medida de probabilidad y sea f: M — M una
transformacion medible que preserva la medida p. Decimos que u es ergédica (con respecto a

f) si para cualquier conjunto medible £ € B con f~!(E) = F se tiene que
p(E) =006 pu(E) =1.
En este caso decimos que f es ergddico con respecto a la medida pu.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos (M, B) un espacio medible y f : M — M una aplicacién
medible. Supongamos que f(p) = p para algin p € M. Es claro que la medida u = 0, es

ergodica desde que la medida de un conjunto medible puede solo ser 0 o 1.

Ejemplo 1.1.4. La rotacién racional Ry : S' — S dada por Ry(z) = €™z, donde S! es el
circulo unitario y 0 = %, no es ergodico con respecto a la medida de Lebesgue i en el circulo

S*. En efecto, considere un conjunto medible A en S* tal que 0 < p(A) < 5. Tomemos
E=AUR,' (A)UR,*A).

Es inmediato verificar que R,'(E) = E (desde que Ry es periédico se cumple R,*(E) = E).
Ademds, desde que Ry preserva la medida de Lebesgue i en el circulo S', se tiene p(A) =
u(B3 (A) = p(B;(A)), lnego

0<u(E)=3u(A) <1.

De aqui, podemos ver que existe un conjunto medible E € St con R, '(E) = E tal que su
medida p(E) no puede ser ni 1 ni 0. Por lo tanto, Ry no es ergddico con respecto a la medida

de Lebesgue pu.

Ejemplo 1.1.5. El sistema dindmico del ejemplo 1.1.2 es ergddico con respecto a la medida

de Lebesgue m en [0, 1].

1.2. Entropia métrica

Sea (M, B, 1) un espacio de probabilidad. En este capitulo, por particién siempre entende-
remos una familia finita o numerable P de conjuntos medibles disjuntos dos a dos cuya unién

tiene medida total. La suma PV Q de las dos particiones P y Q es la particién cuyos elementos
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son las intersecciones PN Q) con P € Py ) € Q. Mas generalmente, dada cualquier familia

numerable de particiones P,,, definimos

\/Pn = {ﬂ P, : P, € P, para cada n}

Definicién 1.2.1. Sea P una particién finita del espacio de probabilidad (M, B, u). Sea ¢(x) =
zlogrsi0 <z <1y ¢(0)=0.

Definimos la entropia de P como

H(P) == é(u(P))

pPeP

Sea f : M — M una transformaciéon que preserva la medida p y sea P una particién de M,

entonces [P = {f7/(P): P € P} es también una particién de M.
Definicién 1.2.2. Supongamos que f : M — M es una transformacién que preserva la medida
iy sea P una particién de M, definimos la entropia h(f,P) de f con respecto a P como

h(f,P) = lim lH (n f‘j(P)>

n—o00 N .
]:

Observacion 1.2.1. Dada una particién P de M con entropia finita, denotemos por

n—1

P = \/ fY(P) para cada n > 1.

i=0
Con la observacién 1.2.1 podemos reescribir la definicién 1.2.2, entonces la entropia del

sistema dindamico f con respecto a la particion P se define como

h(f,P) = lim ~H (P")

n—o0 M,

Definicién 1.2.3. La entropia métrica de una transformacion f : (M, B, u) — (M, B, 1) que

preserva medida se define como
h,(f) = sup{h(f,P) : P es particién finita}

Definicién 1.2.4. Sean p y v medidas de probabilidad invariantes por las aplicaciones medibles
f:M — Myg: N — N, respectivamente. Decimos que los sistemas (f,u) v (g,v) son
ergodicamente equivalentes si podemos escoger conjuntos medibles X € M y Y C N con
uw(X) =1y v(Y) =1,y una biyecciéon medible ¢ : X — Y con inversa medible, de tal forma
que

pp=po¢ ' =v y pof=godp.
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Observacion 1.2.2. Los conjuntos X y Y en la definicién pueden ser elegidos invariantes bajo
[y g, respectivamente. En efecto, consideremos Xo = [ —, f~"(X), el cual es un conjunto

medible desde que f es una aplicacién medible. Notemos que Xy C X y

o0

F(Xo) = () f7(X),

n=0
de donde se puede ver que f(Xy) C Xo. Ademds p(Xy) = 1, para ver esto, consideremos el

siguiente calculo

7 (M\ f f‘”(X)> =p (U f‘”(M\X)> <D u(fH M\ X))

Puesto que p es invariante por f entonces pu(f~"(M \ X)) = u(M \ X) = 0 para todo n € N.

Y recordando la no negatividad de la medida, de la desigualdad anterior se sigue que

" (M\ N f‘”(X)> —0.

De donde, a su vez, se sigue que p((),—, f™(X)) = 1; es decir, u(Xp) = 1. Andlogamente,
podemos considerar Yy = (", g "(Y) el cual es un subconjunto medible de Y tal que v(Yy) = 1
y 9(Yo) C Yo.

Ademas, por construccion, se cumple ¢(Xg) = Y. En efecto, desde que g™ o ¢p = ¢ o f~™ para

todo n € N se sigue

$(Xo) = ¢ (ﬂ f‘"(X)> = (o (/X))

Por lo tanto, la restriccién de ¢ a X es una biyeccion sobre Y. De esta manera, para la definicién
de sistemas ergdédicamente equivalentes siempre podemos considerar conjuntos invariantes bajo

su respectiva aplicacion.

Proposicién 1.2.1. Sean f: M — M y g: N — N transformaciones que preservan medidas

de probabilidad p en M y v en N, respectivamente. Si (f, 1) es ergddicamente equivalente a

(g,v), entonces h,(f) = h,(g).
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Demostracion. Como f y g son ergédicamente equivalentes entonces existen conjuntos medibles,
sin pérdida de generalidad vamos a suponer que X = M y Y = N, y una biyecciéon medible

¢ : M — N con inversa medible, de tal forma que

pod Tt =v y pof=goo.
Ademas, por la observacién 1.2.2 sabemos que podemos considerar a los conjuntos M y N como
invariantes por f y g respectivamente. Dada una particiéon P de M con entropia finita para p,
sea Q = ¢(P) la imagen de P bajo ¢. Entonces Q es una particiéon de N, luego

H,(Q) = —v(Q)logr(Q)

QeQ
Recordando las propiedades de ¢ tenemos que para todo @) € Q existe P € P tal que Q = ¢(P)

y notando que 4 = v o ¢ entonces

> —v(@)logr(Q) =Y —v(¢(P)logv(¢(P)) = > —pu(P)log u(P)

QeQ PeP PeP

De todo esto se puede ver que H,(Q) = H,(P). Por otro lado, por la observacién 1.2.1 tenemos
n—1 n—1 n—1 n—1
"=\ g7(Q =\ g7sP) =\ 6(f7(P) = ¢ (\/ f‘j(P)> = 6(P"),
=0 j=0 j=0 =0

para todo n € N. De esto ultimo y por argumentos andlogos a los previos se puede probar, por
induccién, que H,(Q") = H,(P") para todo n € N. Asi, de la definicién de entropia para un

sistema dinamico, se sigue
1 1

Sabemos, por la definicién 1.2.3, que h,(f) = supp h,(f,P). Dado € > 0 existe P particién
finita tal que

() = hu(f, P <€

Podemos usar lo hallado en la expresiéon 1.1, puesto que para obtener dicha expresién se consi-

der6 P de forma arbitraria. Asi, existe Q particion finita de N tal que

|hu(f) = hu(g, Q)| <,

de esto se puede deducir facilmente que h,(f) < h,(g). De forma analoga, se puede deducir

que h,(g) < h,(f), obteniendo finalmente la igualdad

la cual queriamos demostrar. O
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Ahora, veamos una version topologica del calculo de la entropia métrica.

Definicién 1.2.5. Sea f : M — M una aplicaciéon continua en un espacio métrico compacto.
Dado x € M, n > 1y e > 0, nos referiremos como bola dinamica de z de longitud n y radio €

al conjunto
B(z,n,e) ={y € M : d(f’(x), f’(y)) < € para todo j = 0,1,--- ,n — 1}.
Con este conjunto definimos

1
h:(fv €, ZL’) = Hmnsup _5 lOg [L(B(QZ', n, 6))

_ . 1
h,(fex)= hmnlnf - log u(B(z,n,€))
Teorema 1.2.1 (Brin-Katok). Sea p una medida de probabilidad invariante bajo f. Los limites

im h,(f,e,x) vy limh (f € )

€E—00 €E—00

existen y son iguales, para -casi todo punto. Denotando por h,(f, z) su valor comin, la funcién

hu(f,-) es integrable y
) = [ hulF. )t

Demostracion. La prueba de este resultado puede ser hallado en el paper original de Brin y

Katok (Brin and Katok, 1983). O

1.3. Entropia topoldgica

Presentamos la definicion de entropia topoldgica, la cual es debida a R.Adler, Konheim y
McAndrew. Sea M un espacio topologico compacto. Llamamos cobertura abierta de M a cual-
quier familia o de conjuntos abiertos cuya union es todo M. Por la compacidad, toda cobertura
abierta admite una subcobertura (que es, una subfamilia que también es una cobertura abierta)

con elementos finitos.
Definicién 1.3.1. Denominamos entropia de la cobertura abierta a al niimero
H(a) = log N(a),

donde N(a) es el menor nimero tal que o admite alguna subcobertura finita con ese nimero

de elementos.
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Dadas las coberturas abiertas o, - - - o, de M denotamos por oy V- - -V «,, a su suma, esto
es, la cobertura abierta cuyos elementos son las intersecciones A; N ---N A, con A; € o para
cada j.

Sea f : M — M una transformacion continua. Si « es una cobertura abierta de M, entonces

[ (a) ={f77(A) : A € a} también es una cobertura. Para cada n > 1, denotamos
a"=aVfHa)V--V ()

Definicién 1.3.2. Sea M un espacio topoldgico compacto. Sea o una cobertura abierta de M,

y f: M — M una transformacién continua. Definimos la entropia de f con respecto a o

h(f,a) = lim ~H(a")

n—oo 1

Observacion 1.3.1. La definiciéon anterior puede ser simplificada notando que

1 1
lfim —H(a™) = {nf —H(a™
Jim (a™) fnf ~ (™),

esto se sigue desde que (H (a™))nen es una sucesion subaditiva (Vea (Viana and Oliveira, 2016)).

Definicién 1.3.3. Sea M un espacio topologico compacto. Sea o una cobertura abierta de M

y f: M — M una transformacién continua, definimos la entropia topolégica de f como
hiop(f) = {h(f, ) : @ es una cobertura abierta de M}

Definicién 1.3.4. Sean f : M — M y g : N — N transformaciones continuas en espacios
topoldgicos compactos M y N. Si existe una aplicaciéon sobreyectiva continua h : M — N
tal que ho f = go h se dice que f y g son topolégicamente semiconjugados o simplemente

semiconjugados.

Proposiciéon 1.3.1. Si f : M — M y g : N — N son transformaciones continuas semiconju-

gadas (como en la definicién 1.3.4) se cumple que

htOP(g) < htfm(f)-

Demostracion. Dado un cubrimiento abierto o de N, sabemos que
ht(a) ={h"Y(A): Aca}

es una cobertura abierta de M. Recordemos que, por definicién, la suma iterada o™ es la co-

bertura abierta formada por los conjuntos ﬂ?:_ol g~ (A;) con Ag, Ay, A, € a.
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Anélogamente, podemos considerar la suma iterada A~ (a)" el cual estd formada por los con-
juntos ﬂ;:& f79(h™(A;)), como ho f = goh se tiene
n—1 n—1 n—1
(V720N A) = (g7 (A)) = k7! (ﬂ ng’)) : (1.2)
j=0 j=0 j=0

De esta 1ltima igualdad podemos ver que ﬂ;:& f7(h71(A;)) € b1 (a™), entonces

h™Ha)” C b (a™) (1.3)

n—1 _j

De forma andloga, sea h™* (ﬂj:() g ](Aj>> € h™'(a"), por la igualdad 1.2 se puede ver facil-
mente que h~* (ﬂ;:& g’j(Aj)> € h™(a)™, entonces

hH(a™) C b a)" (1.4)

De (1.3) y (1.4) se sigue h™'(a") = h™*(a)™. Desde que h es sobreyectiva, una familia v C
a" cubre N siy sélo si h™1(y) cubre M. Luego, si N(a") es el menor nimero tal que o
admite alguna subcobertura finita con ese nimero de elementos entonces h~*(a™) admite una
subcobertura finita con N(a™) elementos (siendo este el menor ntimero), es decir N (h~!(a™)) =

N(a™). De todo esto se deduce la siguiente identidad,

Luego,
“H(a") = H(h(0)")
—H(a")=— !
n n ’
aplicando limite cuando n — co y recordando la definiciéon 1.3.2 tenemos

limlH(a”) = limlH(h_l(a)”)

n n n n

h(g,a) = h(f h™"(a)).

A continuacién, tomando el supremo sobre todas las coberturas abiertas o de IV se sigue

huop(g) = sup h(g, @) = sup h(f, (). (1.5)

Por otro lado, es claro que el supremo sobre todas las coberturas finitas de M cumple la siguiente

desigualdad
sup h(f, k(@) < Sp h(f,B) = hiop(f)- (1.6)
De (1.5) v (1.6) se concluye
h(t0p9) < Teop(f)-
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Ahora, presentamos la definicion de entropia topoldgica dada por Bowen y Dinaburg.

Definicién 1.3.5. Sea f: M — M una transformacién continua en un espacio métrico M, no
necesariamente compacto, y sea K C M un subconjunto compacto. Cuando M es compacto,
es suficiente considerar K = M.

Dado € > 0 y n € N, decimos que un conjunto £ C M(n,€)-genera K si para todo z € K
existe a € F tal que d(f%(z), f'(a)) < € para todo i € {0,--- ,n — 1}. En otras palabras,

K C U B(a,n,e),

a€E
donde B(a,n,e) = {z € M : d(f'(z), f*(a)) < € para todo i = 0,--- ,n—1} es la bola dindmica
de centro a, longitud n y radio €. Notemos que {B(z,n,€) : z € K} es una cobertura abierta
de K. Por lo tanto, por compacidad, existen (n, €)-conjuntos generadores finitos.
Denotemos por g,(f, €, K) la menor cardinalidad de un (n, €)-conjunto generador de K. Defi-

nimos

) 1 )
9(f 6, K) =limsup ~log g,(f,&, K) 'y g(f, K) =lmg(f,e K).

n—oo T

Proposicion 1.3.2. Si M es un espacio métrico compacto entonces
hiop(f) = sup{g(f, K) : K C M compacto}

Demostracion. La demostracion de esta proposicién puede ser encontrada en (Viana and Oli-

veira, 2016). O

El siguiente teorema establece la relacion que existe entre la entropia topoldgica y la entropia

métrica.

Teorema 1.3.1 (Principio Variacional). Si f : M — M es una transformacién continua de un

espacio métrico compacto M, entonces

hiop(f) = sup{hy,(f) : p € Myp(M)}.
donde M (M) denota el conjunto de las medidas invariantes por f.

Demostracion. La demostracion de dicho teorema puede ser consultada en (Barreira, 2012). [

10
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1.4. Dinamica Simbodlica

Sea k € N con k > 1, consideremos el conjunto 3,7 = {1, -+, k}" de sucesiones w = (wy, )nen,

donde w,, € {1,--- ,k} para cada n € N,

Definicién 1.4.1. Definamos en X} los siguientes conjuntos

) _ + . _ _
(M Gy Gn) = {(@p)nen € X 1 Ty = Gy -+, Ty = G}
los cuales conoceremos como cilindros.

Observacién 1.4.1. X es un espacio topolégico. En efecto, como 3 es el producto cartesiano
de {1,--- ,k}, consideremos en {1,---,k} la topologia inducida por la métrica discretal d,

donde
0, si u=w

, Sl u#wv

De esta manera, la topologfa producto en ¥} coincide con la topologia generada por los cilindros
en ;" definidos en 1.4.1. En ese sentido, se puede notar que los elementos bdsicos de la topologfa
¥ son los cilindros

C=[m:am, -, a,

es decir, los cilindros forman una base para la topologia en 3. La o-dlgebra de Borel By+

generada por la topologia anterior coincide con la o-dlgebra o(.A), donde
A={AU--- A}
donde Ay, -, Ay son cilindros dos a dos disjuntos.
Definicién 1.4.2. La aplicacién o : 3 — 3 definida por
((wn)nen) = (2n)nen donde z, = w41, para todon € N
se denomina shift de Bernoull:.

Definicién 1.4.3. Consideremos ¥ = {1,--- ,k}" y una matriz A = (a;;) de orden k x k, con

a;; € {0,1}. Defina el conjunto

¥h={w e} ayuw,,, =1 para todo n € N}.

LA esta topologia se le conoce como topologia discreta, con dicha topologia todos los subconjuntos de

{1,--- ,k} son conjuntos abiertos.

11
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Se verifica que si o : 37 — X, es el shift de Bernoulli, entonces
o(Xh) c 2.
La restriccién de o : 7 — X al conjunto X7, esto es,
J\EX Yk — 2

se denomina shift de tipo finito con matriz transicién A.

1.5. Matriz estocastica

Definicién 1.5.1. Sea una matriz P = (P;;) una matriz no negativa de orden k X k, esto

significa que P;; > 0 para todo 4,7 = 1,2,--- , k. Decimos que P es una matriz estocdstica si:
a) Z?=1 P;jj =1, paratodoi=1,--- k.

b) Existen ndmeros py,---,p, € (0,1) tal que

k k
Y =1y > piPyj=p;
i=1

=1

Entonces decimos que p = (p1, -+ ,px) es un vector de probabilidad asociado a P,y que (P, p)

es un par estocastico.
Continuamos enunciando un teorema muy conocido de la teoria de matrices.

Teorema 1.5.1 (Perron-Frobenius). Sea A una matriz k& x k con coeficientes no negativos.
Entonces, existe A > 0 y algin vector v no nulo con coeficientes no negativos tal que Av = \v

y A > |y| para todo autovalor v de A.

Demostracion. Una prueba del teorema de Perron-Frobenius puede ser consultada en el trabajo

de Meyers. (Ver (Meyer, 2000)) O

Ejemplo 1.5.1. Sea P matriz estocastica como en la definicién 1.5.1. Aplicando el teorema de
Perron-Frobenius a la matriz A = P! obtenemos que existe A > 0 y un vector p no nulo con

p; > 0 para todo 1 < i < k, tal que Ap = Ap, es decir

k
Zpipij = \p;, para todo 1 <i < k.
i—1

12
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Sumando para j = 1,--- , k conseguimos que

k k

Z : pibij = )\ij-

7j=1 =1 7j=1

Usando la propiedad (b) de la definicién 1.5.1 al lado izquierdo de la igualdad se sigue

k k k k
Yop=Y_piY Pi=X)_p
j=1 =1 =1 j=1

Comparando las expresiones de los extremos y recordando que la suma de los coeficientes de p

es un numero positivo se obtiene que A = 1.
Ahora, podemos definir una medida en el espacio ;" haciendo uso de un par estocéstico.

Definicién 1.5.2. Dado un par estocdstico (P, p). Definamos una medida x en 3 por

p(fm s a5 a,]) = Pam Parmamys P _1an-
Esta medida se denomina medida de Markov asociado a (P, p)

Observacion 1.5.1. En la definicion anterior; u solo esta explicito en los cilindros, pero desde

que los cilindros generan la o-4lgebra de Borel en ¥} es una medida bien definida.

Observacién 1.5.2. La medida de la definicion 3.32 es invariante por el shift de Bernoulli

L+ +
o:X; — X

Ademas, consideremos un nuevo tipo de matriz estocastica la cual sera de utilidad en la

demostracion del siguiente teorema.

Definicién 1.5.3. Decimos que una matriz estocastica P es aperiddica si existe n > 1 tal que
P/} > 0 para todo 1 <4,j < d. Esto significa que, P es aperiodica si alguna potencia P" tiene

solo coeficientes positivos.

Teorema 1.5.2. El subshift de tipo finito (o, 1) es topolégicamente mixing si y s6lo si la matriz

P es aperiodica.
Demostracion. Consultar la demostracién en (Viana and Oliveira, 2016, pag. 197). O

Teorema 1.5.3 (Parry). Si o : ¥4 — X4 es topoldgicamente mixing y A es el autovalor
dominante de A, entonces

h, (o) <logA.

13
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para todo v € M,(X4). Ademds, existe una tinica medida pu € M,(X4) tal que
h,(o) =log A
esta medida p es una medida de Markov positiva sobre abiertos de X 4.

Demostracion. Puede consultar la demostracion de este teorema en (Mané, 2012, pag. 231)

]

14
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Capitulo 2

Automorfismos Hiperbdlicos en T2

Para la primera seccién se ha consultado los libros (Barreira, 2012) y (Viana and Olivei-
ra, 2016). La segunda seccién ha sido desarrollada siguiendo los libros (Sambarino, 2009) y
(Sambarino, 2005). Para un mayor entendimiento de la seccién de propiedades dindmicas de
los automorfismos hiperbélicos en T?, se recomienda leer el libro (Barreira and Valls, 2012) en

el cual nos basamos para la seccién 3.

2.1. El espacio T?

Consideremos la relacién de equivalencia en R? que identifica cualquiera dos vectores cuya

diferencia es un vector en Z?:
(21, 22) ~ (y1,42) & (¥1 — Y1, 22 — 4) € L
Denotamos por [z] o [(z1,%2)] a la clase de equivalencia de cualquier z = (1, 7s) € R2.
Definicién 2.1.1. Llamamos el toro 2-dimensional (6 simplemente el toro) al espacio
T? = R?*/Z* = (R/Z)?
formado por las clases de equivalencia dada por la relacion ~.

Podemos dotar al espacio T? de una estructura de espacio métrico definiendo una distancia

la cual es inducida por R2.

Proposicién 2.1.1. Denotando por |- | la métrica usual en R?. La aplicacién d : T? x T? — R
definida por
d([z], [y]) = mf{la" — /| : 2",y € R 2" ~ 2,y ~ y}

15
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es una distancia en T?.
Demostracién. Dados [z],[y], [z] € T? arbitrarios, se cumple:
dy) De la definicién de d tenemos
d([z], [z]) = inf{|z’ — 2| 1 2/, 2 € R} 2/ ~ 2,2 ~ 2}
Sea 2’ € R?
tal que o’ ~ = entonces |z’ — 2’| = 0, luego
imf{|z’ — 2| : 2/, € R* 2’ ~ 2,2/ ~ 2} = 0.
Asi pues, d([z], [z]) = 0.
dy) Si [z] # [y] entonces si 2’ ~ x y 3y ~ y se cumple que =’ # /. Luego |2' —¢/| > 0, como 2’ y ¢/
fueron elegidos arbitrariamente se tiene
d([z], [y]) = mf{|2" — /| 1 2,y €R*, 2" ~ 2,9/ ~y} > 0
d3) De las propiedades de la norma |- | en R? se tiene

d([z],ly]) = mf{|’ —y/|: 2"y €R% 2"~ 2.y ~y}
= Wf{ly —2| ¢/, 7 €eR® Y ~y, 2’ ~ 2}
= d([y], [=])
d;) Usando las propiedades de la norma | - | en R? y del {nfimo se tiene
d([z],[2]) = Wf{|ls’ — 2|27 €eR* 2’ ~u 7 ~ 2}
< Wmf{la’ —y |+ |2y, R ~a,y ~y, 2 ~ 2}
= Wf{|x' —¢/|: 2",y €eR* 2 ~ 2,9 ~y} +
f{ly’ — 2| : o',y € R*, 2/ ~z,y/ ~y}

= d([=],[y]) + d([y], [2])-

De estos cuatro items se concluye que d es una distancia en T?. O]

A diferencia de muchos espacios que se pueden estudiar en matemdticas, el espacio T? tiene

una representacién geométrica la cual se puede construir utilizando técnicas de cortar y pegar.

16



Automorfismos Hiperbolicos en T?

Figura 2.1: Construccién del toro T?

A
A2

1A

e
e
3

A
A

Geométricamente, el toro se ve como la superficie de una doughnut y lo podemos construir
tomando el cuadrado unitario en el primer cuadrante con vértice O = (0,0) en R?. A continua-
cion, debemos pegar sus bordes de forma adecuada, como se observa en la figura 2.1.

Formalicemos esta construccién geométrica haciendo uso de conceptos mateméaticos. Conside-

rando la definicién 2.1.1 podemos definir la aplicacién proyeccién candnica
7:[0,1]* — T?
r =[]
Hacemos uso de esta aplicacién y definamos la siguiente colecciéon
T ={W C T?: 7 (W) es abierto en [0, 1]*}. (2.1)
Proposicién 2.1.2. La coleccién 7 definida en (2.1) es una topologia en T? relativa a 7.
Demostracion.
1) @ € Z desde que 77() = & es abierto en [0, 1]°.
2) T? € 7 desde que 7 (T?) = [0, 1] es abierto en [0, 1]%.

3) Sea (W,)aes una coleccién arbitraria de conjuntos en 7 entonces 7 !(W,) es abierto en

R? para todo a € J. Luego,

a ! (U Wa> = U 71 (W,) es abierto R?.

acJ aeJ

17
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De donde se tiene que |, Wa € 7.

acJ

4) Sea (U;)™_, una coleccion finita de conjuntos en 7 entonces 7~ (U;) es abierto en [0, 1]2

para todo 1 < ¢ < n. Luego,

n! (ﬂ Ui> = ﬂ 7 1(U;) es abierto [0, 1]2,
i=1 i=1

De donde se tiene que (), U; € 7.

De estos cuatro items podemos concluir que .7 es una topologia en T? relativa a 7. O

En virtud de la proposicién anterior se concluye que T? estd dotada de una estructura
topoldgica la cual es dada por 7. Con dicha estructura topoldgica podemos hablar de conjuntos
abiertos en T?. Observemos como se ven algunos conjuntos abiertos en T2. Para dicho propésito

recordemos la siguiente definicion

Definicién 2.1.2. Decimos que un subconjunto C' de X es saturado (con respecto a una
aplicacién sobreyectiva p : X — V) si C' contiene todo conjunto p~'({y}) que este intersecta.

Asi, C' es saturado si es igual a la imagen inversa completa de un subconjunto de Y.

Sea X el rectdngulo unitario [0,1] x [0,1] en R?. La relacién de equivalencia ~ define una

particion X en X, dicha particién consta de todos los conjuntos unitarios
{(z,y)} donde 0 < z,y < 1,
los siguientes conjuntos de dos elementos
{(z,0),(x,1)} donde 0 <z <1,

{(0,),(1,y)} donde 0 <y <1,

y el conjunto de cuatro elementos

{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}.

Algunos conjuntos abiertos saturados en X son representados por regiones sombreadas en la
figura 2.2 ; cada uno de estos es un conjunto abierto de X, la cual a su vez es igual a la union de
elementos de la particion X'. La imagen de cada uno de estos conjuntos bajo 7 es un conjunto
abierto de T?, como se puede ver en la figura 2.3. Esta descripcién es la forma matemética de
decir lo que expresamos en imagenes cuando pegamos los bordes del cuadrado unitario para
formar el toro. Por otro lado, aprovecharemos la estructura topolégica de T? para definir una

o-algebra de Borel sobre T2

18
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Figura 2.2: Conjuntos abiertos en X = [0,1] x [0, 1]

(x,1)

N/ -
\ (x,y)
Y P

0= (0,0) (x,0)

Figura 2.3: Imagen de conjuntos abiertos en T?

< >

Definicién 2.1.3. Denotaremos por B al o-algebra de Borel sobre T? generada por sus con-

juntos abiertos.

En virtud de esta definicién, obtenemos que (T2, B) es un espacio medible. En ese sentido,

podemos definir una medida en este espacio.

Definicién 2.1.4. Sea m la medida de Lebesgue en R2. Definimos la medida de Lebesgue p
en T? por

w(G) =m(rH(G) N [0,1]%)
donde m es la medida de Lebesgue en R? v G € B el o-dlgebra de Borel en T?.

Proposicién 2.1.3. T? es una variedad compacta diferenciable de dimensién 2
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Demostracion. Desde que el producto cartesiano de variedades diferenciables es variedad di-
ferencial tenemos T? = S! x S! es variedad diferenciable de dimensién 2 pues S es variedad

diferenciable de dimensién 1. Ademds como S! es compacto, se tiene que T? es compacto. []

2.2. Automorfismos hiperbdlicos en T?
Definicién 2.2.1. Sea A € R?*? tal que

1. Todas las entradas de A son enteros,

2. det(A) = +£1,

3. A es matriz hiperbdlica, esto es, todos sus valores propios tienen moédulo diferente de 1.
La aplicaciéon f4 : T? — T2 definido por

faom=moA (2.2)

donde 7 : [0,1]*> — T? es la proyeccién canénica, es llamado automor fismo hiperbélico en T?.
Observaciéon 2.2.1.

a) Si una matriz A € R**? cumple con los incisos 1) y 2) de la definicién 2.2.1 entonces

escribiremos A € SL(2,Z).

b) Podemos describir la aplicacién f4 como una aplicacién en R? de la siguiente manera:
fa: R? — R? dada por fa(x) = Az con la propiedad fa(z,y) — fa(x +m,y +n) € Z?
para todo (m,n) € Z?

Notemos que, de la observacién 2.2.1 inciso b), tenemos que f4 es diferenciable desde que la
matriz Jacobiana de la aplicacion f4 (derivada de fa) es igual a A. Ademads, como det A = +1,
se tiene que la inversa de A es también una matriz con entradas enteras la cual es hiperbdlica.
De esto tenemos que A~!' también induce un automorfismo hiperbdlico en T2, el cual es la

inversa de f4. Asi tenemos que f4 es un difeomorfismo de T2.

Proposicion 2.2.1. Sea A una matriz que cumple las condiciones dadas en la definicién (2.2.1).

Entonces los autovalores de A son irracionales.
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a
Demostracion. Sin pérdida de generaliadad, consideremos A = entonces

Luego, tenemos

det(A — AI) = \* — MNa +d) + ad — be (2.3)

Notemos que tr(A) = a + d y det(A) = ad — bc entonces
det(A — M) = \? — Mr(A) + det(A)

Luego, sus autovalores vendrian dados por

tr(A) — /tr(A)? — 4det(A)
a 2

_ tr(A) + /tr(A)? — 4 det(A)

As 5

Y Au

De las condiciones de A sabemos que det(A) = +1, de esto se sigue

\ tr(A) — \/tr(A)? + 4 ) tr(A) + /tr(A4)2 £ 4
s = Y Au = :
2 2

Consideremos |tr(A)| > 2, en caso contrario la matriz A serfa no hiperbdlica lo cual difiere de
la condicién de hiperbolicidad dada para A. Notemos que A; y Ay son racionales si y sélo si

tr(A)? + 4 = k? para algtin k € N. Esto es equivalente a
(tr(A) — k)(tr(A) + k) = +4

Como tr(A) — k < tr(A) + k entonces

tr(A)+k=4 | tr(A)+k=-1 | tr(A)+k=4 | tr(4)+k
6 6 6
tr(A) — k=1 tr(A) —k=—4 tr(A) — k= —1 tr(A) —k=—4

Desde que tr(A), k € Z y los sistemas no admiten soluciones enteras tenemos que A; y Ag son

irracionales. [

Observacion 2.2.2. De la demostracién de la proposicion anterior se puede ver que si A; y
A, son autovalores de A entonces || = |\,|7!. Luego, como los autovalores de A no tienen

moédulo igual a uno entonces |As| < 1y [Ay] > 1.
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2.3. Propiedades dinamicas de los automorfismos hiperbdli-
cos en T?

Teorema 2.3.1. Si f4 es el automorfismo hiperbdlico definido en (2.2), entonces el conjunto

de puntos periédicos Per(f4) es denso en T2.

a
Demostracion. Sea A = € SL(2,Z) la matriz hiperbdlica que induce el automorfismo

c d
hiperbdlico f4 tal como fue definido en (2.2). Dado ¢ € N y consideremos el conjunto

Cy={(m/q,n/q) : m,n € Z}. (2.4)

Recordando que f4 es inducido por una matriz hiperbdlica A € SL(2,7Z) entonces A(C,) = Cy;

en efecto, sea u = (m/q,n/q) € C, entonces tenemos

a b m/q (am +bn)/q
Au = =

c d n/q (em +dn)/q

Sabemos que las entradas de A son enteras al igual que m y n. Luego, como Z es cerrado bajo
las operaciones de adiciéon y multiplicacion tenemos que am + bn,cm +dn € Z. De esto se tiene

que Au € C,, més aun, dada la arbitrariedad de u € C; se tiene
A(C,) C €. (2.5)
Ahora, consideremos u = (m/q,n/q) € C, y busquemos =,y € Z tal que

m/q _ (e b x/q | (2.6)
n/q c d) \y/q

realizando las operaciones elementales de matrices se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
m = ax -+ by
n = cr+dy

Como det(A) = £1 entonces el sistema tiene solucién tnica, luego por regla de Cramer podemos

hallar los valores de x e y de la siguiente manera

m b a m
r=4 e y==+
n d c n

Desarrollando estos determinantes obtenemos z = £(md — nb) y y = +(an — ¢m), nuevamente

usando el hecho que Z es cerrado bajo la adiciéon y multiplicaciéon podemos ver facilmente que
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x,y € Z. Mas atn, podemos notar que v = (z/q,y/q) € C,. Luego, de (2.6) se observa que
u = Av teniendo asi

C, C A(C,). (2.7)
De (2.5) y (2.7) obtenemos la igualdad que queriamos probar.
Regresando a la demostracién de la proposicién, notemos que 7(C,) es un conjunto finito.
Més precisamente, 7(C,) tiene ¢ puntos. En efecto, sea v = (m/q,n/q) € C, con m,n € Z
entonces 7(v) = [(m/q,n/q)]. Vamos a considerar m,n como enteros positivos, para justificar
esto hagamos los siguientes cdlculos: consideremos x € Z* con x > ¢ entonces existen ki, r; €
Z* tal que

x = qki + 11,

luego x/q = k1 + r1/q. De esto, |z/q| = k; entonces

{z/a} =x/q—|z/q) =k +11/qg— Kk =1/q (2.8)

Ademds —x/q = —ky — r1/q. De esto, |—x/q| = —k; — 1 entonces

{—z/¢} = —x/q— |—x/q| = ki —r1/q— (ki — 1) =1—11/q.

Denotando por s; = ¢ — r; obtenemos {—z/q} = s1/q con 0 < s7 < g. Si somos observadores
podemos construir un ntimero entero positivo y = qky + s, con ky € N. Reemplazando k; y

por ky y $1 en (2.8) podemos encontrar que

{v/a} = s1/q.

Recordando que [(z,w)] = [({z},w)] para todo z,w € R. Por el andlisis hecho en las recientes

lineas anteriores tenemos las igualdades

[(=z/q,w)] = [({=2/q}, w)] = [(s1/q,w)] = [({y/q}, w)] = [(y/ ¢, w)]

Es por esto que al analizar los elementos de 7(C;) consideraremos la clase de los puntos con
coordenadas cuyo numerador es positivo. Si m > ¢ existen k,r € Z* con 0 < r < ¢ tal que

m = gk + r . Notemos que en este caso [(m/q,n/q)] = [({m/q},n/q)] = [(r/q,n/q))] con

0 < r < ¢. Un hecho similar se cumpliria si n > ¢g. De todo esto se tiene

(Cy) = {Kg,g)} :0<r,s<qdonde T,SEZ}.

Luego, tenemos ¢ posibles valores para r y s. Se puede ver facilmente que la cantidad de puntos

de (C,) es ¢*.
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Ahora, pasamos a analizar la érbita de cada uno de los puntos de 7(C,). Para esto, recordemos

que A(C,) = C, de donde se obtiene w(A(C,)) = 7(C,). Luego por la definicién (2.2) obtenemos

lo cual significa que C, es un conjunto f4-invariante.

Como C, es finito y fs-invariante, entonces dado p € C, existen enteros 0 < 4,5 < ¢* tales
que fi(p) = fﬁl(p). Sin pérdida de generalidad; asumamos que i < j, luego apliquemos f" y
obtenemos p = fifi(p). Asi pues, los puntos de w(C,) son puntos periédicos para f4.

Por otro lado, veamos que J ez C, = Q. En efecto, de la forma de los conjuntos C, se observa
facilmente que C, C Q? para todo ¢ € Z. Reciprocamente, sea (z/y, z/w) € Q?, notemos que
(z/y, z/w) = (zw/yw,yz/yw) € Cyy C U,ez C4 Aprovechamos esta igualdad recordando que
Q? es denso en R?, de aqui se puede concluir ficilmente que [ 7 C, es denso en R,

Dado U abierto en T? entonces 71 (U) es abierto en R? luego en virtud de la densidad de

U,ez Cq obtenemos

~U)nlJo, #o

q€Z

entonces

vnlJn(C,) # @,

q€Z
lo cual significa que J e, 7(Cy) es denso en T?, més precisamente (J o, 7(Cy) = T?,
Recordando que los puntos de 7(C,) son puntos periddicos para f4 para todo g € Z, se tiene
Ugez m(Cp) C Per(fa) C T? entonces

T = | J#(C,) C Per(fa) C T*

qEZ

Asi obtenemos Per(f4) = T?. Es decir, Per(f4) es denso en T?. O

Observacién 2.3.1. En la demostracion de la proposicién anterior se consideraron los conjun-
tos Cy los cuales estaban formados por pares ordenados con coordenadas racionales. Esto se
debe a que si [(z,y)] € T? es un punto periddico entonces existe un n € N y un (m,n) € Z? tal
que

A'(z,y) = (z,y) + (m,n).
Esta igualdad se puede reescribir de la siguiente manera
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Como A es una matriz hiperbdlica, entonces ninguno de sus autovalores tiene modulo igual a
1, esto implica que la matriz A™ — I es invertible. Sabiendo esto, podemos escribir la igualdad

anterior de la siguiente manera
(:L‘7 y) - (An - I)_l(ma TL)

Adem3ds. como A™ — I tiene entradas enteras entonces su determinante también serd un nimero

entero. Recordando que (A" — I)™! = adj(A™ — I)/ det(A™ — I) entonces

(@) = o=y iA” = D).

De aqui se puede ver facilmente que (x,y) es un punto con coordenadas racionales. Siendo esta

la razén por la que consideramos los conjuntos C, en la demostracion anterior.

Proposiciéon 2.3.1. Sea A una matriz como fue considerada en la proposicion 2.2.1. Los au-
toespacios E* y E" generados por los autovalores A\, y A, de A, respectivamente, son rectas de

pendiente irracional en R2.

Demostracion. De la proposicién 2.2.1 sabemos que Ay y A, son numeros irracionales. Sea

v = (z,y) € E* entonces se cumple (A — \;I)v = 0, es decir

a— Mg b x 0
c d— A Y 0
De donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

(a—=X)z+by = 0
cr + (d— Ay

I
o

Analizamos el determinante
A= =\ — (a+d)\s + ad — be,

el cual es cero desde que A es raiz de (2.3); asi tenemos que A = 0.

Ademas, es claro que los determinantes
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son iguales a cero. Entonces, por la regla de Cramer, sabemos que el sistema de ecuaciones es
compatible indeterminado. Lo cual significa que una de las ecuaciones es equivalente a la otra.

Sin pérdida de generalidad, consideraremos solo la ecuacion
(@ —Xs)x+by=0

De donde se obtiene que

Se sigue de esto que £ es una recta de pendiente irracional en R2. Andlogamente se demuestra

que E" también es una recta de pendiente irracional en R2. O

Proposicién 2.3.2. Si £ es una recta de pendiente irracional en R? entonces 7(¢)(su proyeccién

sobre T?) es densa en T2

Demostracién. Sea (z,y) € R? un punto por donde pasa £ y denotemos por «a su pendiente
irracional. Sea ¢(z,y) = (z,y) + t(1,) y notemos que ¢ = {¢(z,y) : t € R}. Denotemos
por p,([(z,y)]) = 7(ps(z,y)). Como ¢ tiene pendiente irracional, existe (0,2) € R? tal que
0 ={¢:(0,2) : t € R}. Ademés, [(0,2)] € [0] x R/Z y ©,[(0, 2)] = [(0, 2) +t(1, )] = [(¢, z + ta)].
Para t = N donde N € N, se tiene

Zwl(0,2)] = [(0,2) + (N, Na)] = [(N, z + Na)| = [N] x [z + Na.

Asi tenemos que la segunda componente de $1[(0, z)] es R,[z] (La rotacién de dngulo « de [2]).
Sabemos que la drbita Og_ ([z]) es densa, de la misma forma serd la drbita de ¢,([0, z]). Mas
precisamente, Og([(0, 2)]) = {@(¢,[0,2]) : t € R} es densa en T2 El resultado se sigue desde
que m(£) = Op([(0,2)]) = {@(t, [0, 2]) - t € R}. O

Teorema 2.3.2. Todo automorfismo hiperbélico f4 : T? — T? es topolégicamente mixing, esto
es, dados cualesquiera par de abiertos U,V C T? existe ng € N tal que f4(U) NV # & para

todo n > nyg.

Demostracion. Sean U,V C T? conjuntos abiertos no vacios; entonces, existen U’, V' C R?
tal que w(U') = U y w(V') = V. Ahora, sea I C U’ un segmento de linea paralelo a la
autodirecciéon de A correspondiente al autovalor A, . Entonces A~™(I) C R? es un segmento de
linea de longitud |\,|™|I|, donde |I| es la longitud de I. Mencionamos este hecho aqui porque
serd de importancia mas adelante en la demostracion.

Por otro lado, de la proposicién 2.3.2 sabemos que la proyeccion de una recta con cualquiera de
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las autodirecciones es densa en T2. De esto, tenemos que si J es una recta en la autodireccién

de A correspondiente al autovalor A, se cumple que
para todo € > 0 y x € T? se tiene que B(xz,€) N7w(J) # 2.

Esto implica que, dado € > 0, existe L > 0 tal que para cada segmento de linea J' C R? de

longitud L con esa direccién, su proyeccién sobre T? es e-denso en T2. Es decir,
Ve >0,3L > 0/|J'| = L = B(x,e)N7(J') # @,Vx € T (2.9)
Sea x € V', como V es abierto entonces existe § > 0 tal que B(z,d) C V. De (2.9) tenemos
existe L > 0 tal que si |J'| = L entonces B(z,d) Nw(J') # @. (2.10)

Por otro lado, como |\, | > 1 existe ng = ng(€) € N tal que |A\,|™|I| > L. Luego, es facil ver que
|[Au|"|I| > L para n > ng y recordando que esta es la longitud del segmento de recta A="([),
podemos aplicar (2.10) (se cumple para un segmento de longitud L entonces con mds razén se

cumple para un segmento de longitud mayor a L) y obtenemos
B(z,0)Nm(A™"(])) # @.
En virtud de (2.2) podemos reescribir esto iltimo de la siguiente manera
B(z,0) N f3"(x(1)) # 2.
Recordando que B(z,d) C V y w(l) C w(U’) = U se implica
Vin £y (U) o Blz,0) N fi"(x(1)) # 2,

para n > ng. Esto muestra que f4 es topolégicamente mixing. O]

2.4. Difeomorfismos de Anosov en T2

En esta seccion demostraremos que el automorfismo hiperbdlico f4 inducido por una matriz
A € R**2 con las hip6tesis de la definicién 2.2.1 es un difeomorfismo de Anosov.

Recordemos que 7 : [0, 1] — T? es la proyeccién candnica. Luego, su derivada viene dada por
dry : T,R? = Ty T? (2.11)

la cual es un isomorfismo lineal. Recordando que la imagen de x por 7 es la clase de x (denotada
por [z]), escribiremos més brevemente T}, T? en lugar de Tr(,)T?. Ademds denotaremos por ©

al elemento neutro de 7}, T?
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Proposicién 2.4.1. Para cada z € R?, existe una norma en T},;T? inducida por el isomorfismo

lineal dm, : T,R? — Tz T?.

Demostracion. En efecto, sea v € T[Z]']IQ, entonces existe un tinico u € T,R? tal que dm,(u) = v.
Definimos la aplicacién || - || © TiyT? — R dada por |[v]|; = |u| donde | - | es la norma
euclideana en R?. Demostramos que || - [|j] es una norma.

Sean v, vy, vy € Tp,T? entonces existen u,uy, us € T,R? tal que dm,(u) = v, drg(u) = vy y

dﬂ'm <UQ) = VU9

Ni. o =0 u/=05u=00v=0

Ny [Jor + ol = |ur + ua| < |ua] + [us| = [Jor]lp) + [Jv2lf@)-
Ns. [|avli = |oul = |aflu] = |af[[v]-
Con esto hemos verificado que || - ||z es una norma. O

Haciendo uso de esta norma podemos demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.2. Para cada [r] € T? existen conjuntos E[sm] y Ef;] y constantes ¢ > 0,

0 < X< 1 tal que:

1. Ty T2 = E;

) @ L

[]

2. fa(BRy) = B,y

fa(Efy) = By, )

3. IIde[x](v)llf;n([x]) < C’)\"HUHM, veE* neN
ldf 4" w1 ()l oy < CA*[0ll@) v € B, m €N

Demostracion. Dado x € R?, por identificacién canénica podemos escribir 7, R? = R?. Ademés,
como A es matriz hiperbdlica se tiene R? = E* @ E* donde E° es el autoespacio asociado al

autovalor Ay y E* es el autoespacio asociado con el autovalor \,. De esto, tenemos
T,R* = E*® E". (2.12)
Si definimos los conjuntos

Epy = dm,(E®) y By = dm,(E") (2.13)
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entonces

T T = E},) & Efy). (2.14)

Para verificar (2.14) consideremos w € Ty T2, como dr, es isomorfismo existe un tnico v € T,R?
tal que dm,(v) = w. Por (2.12) tenemos que existen tnicos vy € E*y v, € E" tal que v = vg+v,.

Luego, de la linealidad de dm, se obtiene
w = dm,(v) = drg(vs) + dmz(vy,)
donde dm,(vs) € Ef,) v dma(va) € Ejy). Asi, tenemos
T T* = Efy + Efy.

v

Ahora, sea v € E[S NnE!

. o] entonces v € F)

RS E[T;]. Luego, existen vs € £ y v, € E* tal
que

v =dm,(vs) = dme(vy,).

Como dm, es inyectiva, se tiene que vy, = v, y de esta manera v,, v, € E* N E". Por las
propiedades de suma directa se cumple E* N E* = {0}, de esto se sigue que vs = v, = 0. Como
drm, es lineal, entonces drm, lleva el cero de T,R? en el cero de T[x]TZ. Luego v = dm,.(0) = ©
obteniendo asi £ N Ej;) = {O}. De esta manera hemos verificado (2.14).

Ahora, aplicando la regla de la cadena a (2.2) obtenemos
d(fa)r(z) © ATy = dma(y) 0 dA,
Notemos que dA, = A entonces la igualdad anterior es equivalente a
d(fa)r(z) 0 dmy = dma) 0 A
Como A es matriz hiperbdlica, se cumple A(E®) = E* entonces
d(fa)n(@)(dT2(E®)) = dma@) (A(E®)) = dmag) (E)
Luego, por (2.13) tenemos dma)(E*) = Efy,y v dm.(E*) = E},; entonces
A(fa)r(@) (El) = Elaw
Recordando que m(z) = [z] y fa([z]) = [A(z)] obtenemos

d(fa)w (ELy) = Ef, () (2.15)
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Analogamente, se demuestra que
d(fa)w(Bly) = B, (@) (2.16)
Por tltimo, dado n > 0. De (2.2) tenemos
fiom=mo A"
Luego, dado v € Ef’x] existe un unico vy € E* tal que dm,(vs) = v. Por la regla de la cadena
A(f4)r(z) © ATy = AT an(y) 0 A7
Notemos que dA? = A" y evaluamos en vy entonces
A(f3)r(w) © dme(vs) = dT an(z) © A™(vs)

Aplicamos la norma definida en (2.4.1), recordando que d(f%)(z] : T2 T* = Ty () T?

1A 3) @ ()|l () = |dman @) (A" ()] 2 () = [A"(vs)| = Aglvs] = AS[|v ]|

Analogamente, sea v € E[ffv] y n > 0, entonces existe un tnico v, € E* con dm,(v,) = v tal que

1AC A™ )1 ()] gy = Nldma—n (@) (A (W) pymap) = 1A ()] = A [ou] = A" 0]y

Tomando A = A\, = A\, !, se tiene

df Az (U)Hf;“([x]) = N"||v[|z, para todo v € Ef; (2.17)
df " ) (0| 27 gy = A" [V[l1a), Para todo v € Ef (2.18)
De (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) y (2.18) tenemos lo que queriamos demostrar. O

Definicién 2.4.1. Sea f : T? — T2 un difeomorfismo. Decimos que f es un difeomorfismo

hiperbdlico o de Anosov, si satisface las condiciones de la proposicion 2.4.2.

Observacion 2.4.1. De la definicién anterior tenemos que todo automorfismo hiperbdlico es

un difeomorfismo de Anosov.

2.5. Expansividad

Definicién 2.5.1. Un difeomorfismo f : T? — T? es expansivo si existe una constante p > 0,

llamada constante de expansividad, tal que
d(f"(z), f"(y)) < p, Vn € Zsiysolosiz =y
donde d es la distancia en T? definida en (2.1.1).
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Proposicién 2.5.1. Todo automorfismo hiperbélico en T? es expansivo.

Demostracion. Consideremos el automorfismo hiperbélico f4 : T? — T? inducido por la matriz

A. Recordemos que A : R? — R? es continua, para § > 0 existe § > 0 tal que

. (2.19)

A~ =

para todo z,y € R? con |z — y| < § se cumple |Az — Ay| <

Probaremos que  es una constante de expansividad de f4. Para dicho propdsito, consideremos

dos puntos arbitrarios [z], [w] € T? tal que
d(filz], falw]) < § para todo n € Z. (2.20)

Ahora, fijemos x € 77![2] y para cada n € Z tomemos y, € 7 (f%[w]) tal que

yo — A'z| <0 (2.21)

La eleccién de los y, que cumplen con la condicién (2.21) es posible por la definicién de la
distancia d en T? y por la desigualdad de (2.20).

Afirmamos que y,11 = Ay,,n € Z. En efecto, dado n € Z recordemos que |y, — A"z| < ¢
entonces por (2.19) tenemos |Ay,, — A" z| < 1Y como hay un tnico elemento de 7~ (/47" [w])
a una distancia 1/4 de A"z entonces Ay, = A""'x. De aqui podemos ver que y, = A"x, de
donde se sigue Ay, = ypi1-

Aplicando esta tultima identidad para n = 0 obtenemos que yo = . Finalmente, notemos que

Yo € 7 !([w]) entonces
[2] = 7(z) = 7(yo) = [w]
y de aqui se tiene la igualdad [z] = [w]. Lo cual prueba que f4 es expansiva con constante de

expansividad ¢. ]

Proposicién 2.5.2. Sea f4 : T? — T? un automorfismo hiperbélico en T? inducido por la

matriz A. Se cumple que
cardf, 'z = |det A| = 1 para todo z € T

Demostracion. Desde que Z es un dominio ideal principal, usando la forma normal de Smith
podemos tener la siguiente igualdad A = PDQ, donde P, D y () son matrices enteras tal que
|det P| = |det Q| = 1y D es diagonal. Notemos que fa = fpfpfqo entonces f;' = félfglfgl,
de donde se se obtiene

card(f'w) = card(félfglfglx) (2.22)
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Por otro lado, como fg es automorfismos entonces card(fél(ff,lf;lx)) = card(fp' fp'7) para

todo = € T2. Por lo tanto, es suficiente mostrar que
cardf;'z = | det D| para todo z € T>.

Sea D = diaglky, ko] donde ki, ky € Z y x € T2, tomemos [y] € fp'x entonces x = fp[y].

Considerando x = [z'] con 2’ € [0,1]?, se sigue
Dy = ' + p con p = (p1,p2) € Z°.
Como D es invertible entonces D! = diag[kil, é], luego

y=D"'+ D} prpa) = DM’ + (Zﬂ p2) ,

ki ke
= |D 1 P P2
[y] |: oy + (k,l’ kQ

con p; = 1,---, |k;| para i = 1,2. Por lo tanto, card ;' = |k1||ks| = | det D|. De aqui se puede

obteniendo asi

ver

cardf;' fp'x = | det D| para todo x € T?, (2.23)
luego, de (2.22) y de (2.23) se tiene que
card(f;'z) = |det D| = 1,
para todo x € T?. O

Proposicién 2.5.3. Todo automorfismo hiperbélico en f4 : T? — T? preserva la medida de

Lebesgue en T2

Demostracion. De la proposicién 2.5.2 sabemos que cada punto x € T? tiene exactamente
una preimagen bajo el automorfismo hiperbdlico f4. Ademas, para cada r > 0 suficientemente
pequefio y cada x € T2, la preimagen f,' B(z,7) de la bola abierta B(x,r) de radio r centrada

en r consta de una componente conexa B. Consideremos la correspondiente inversa local de f4
G: B(z,r) — B.
Entonces f40G =id, y asi, d,G = A™! para cada y € B(z,r). Por lo tanto,

I3 B ) = p(B) = p(GB.e) = [ e, Glan(o) = [ Jaer A7ty
Como |det A| = 1 entonces |det A7 = 1, luego

ui B = [ = (B )
De aqui tenemos que el automorfismo hiperbélic;) fa preserva la medida de Lebesgue. O
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Capitulo 3

Particiones de Markov en T2

En este capitulo presentamos uno de los resultados importantes del presente trabajo, més
especificamente mostraremos que a todo automorfismo hiperbdlico en se le puede asociar una
coleccién de conjuntos de T?, denominado particién de Markov. Esta nos ayudara a definir una
matriz de transicién, la cual a su vez sevird para el estudio de los automorfismos hiperbdlicos
en T? desde un punto de vista diferente: la dindmica simbdlica. Esto significa que estudiare-
mos sucesiones y en virtud de este estudio lograremos deducir propiedades del automorfismo
hiperbdlico en T? que hubieran sido dificiles de conocer sin recurrir a la dindmica simbdlica.
Finalizamos el capitulo induciendo una medida de Markov la cual sera de importancia en el
proximo capitulo.

La secciéon 3.2 de este capitulo es una adaptacién de la construccion realizada por Roy Adler en
su trabajo Similarity of authomorphism of the torus (Adler, 1970), lo que se ha hecho aqui es
explicitar los cdlculos, mejorar los graficos y dar una interpretacion propia de la construccién,
siguiendo siempre el trabajo original de R. Adler. La tercera seccion es una adaptacion del libro
(Catsigeras, 2004); pues en dicho trabajo se desarrolla la teorfa, de forma més general, para
variedades diferenciables. Para terminar, la 1iltima seccién del capitulo esta basada en el libro

(Barreira, 2012).

3.1. Particiones de Markov de T?

Sea f4 el automorfismo hiperbélico en T? inducido por A. Sean E® y E* los autoespacios

asociados a los autovalores A y A, respectivamente. Sean /s y ¢, rectas paralelas a E*y E*
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que pasan por el punto (z,y). Definimos los siguientes conjuntos

We(x,y)] = 7(ls) y W*[(2,y)] = 7(Ly).

De las proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se deduce que estos conjuntos son densos en T2.
La siguiente proposicién muestra una de las propiedades interesantes de los conjuntos W#[(x, y)]

y W*[(x,y)] que serd usado al momento de definir particiones de Markov.
Proposiciéon 3.1.1. Se cumple que:

1. Para cada [(2,y')] € W*[(x,y)] se tiene que

d(f3l(x, y)], f4l(',y)]) = 0 cuando n — oo.

2. Para cada [(2/,y')] € W"[(z,y)] se tiene que

d(f3"(z, )], f1"1(«",y")]) = 0 cuando n — oo.

donde d es la distancia de la proposicion 2.1.1.

Demostracion. (1) Sea (2',y) € W?|[(x,y)], entonces (2’,y’) se halla en la recta ¢; paralela a

E* que pasa por (2, y). Luego, dado n € N se tiene

|A™(z,y) — A", y)| = |A" (@ — 2,y — )| = [N (z — 2",y — )| = [A]"|(2 — 2,y — ¢)].
De aqui tenemos que |A"(z,y) — A(2’, /)| = 0 cuando n — oo. Por otro lado, notemos

d(fAl(z, 9)), fAl(@', y)]) = d([A"(z, y)], [A" (2", y)])

Entonces

d(f2l(@,y)], f2l(@" y)]) = mf{] (u, v) — (W', 0)] : (u,v) € [A™(2,y)], (v, ) € [A" (2", )]}
Como A™(z,y) € [A(z,y)] y A™(a',y') € [A"(«,y)] entonces

d(fil(z, )], £All' y)]) < |A™(z,y) — A" (2, o)

Ahora, hacemos n — oo entonces d(f%[(z,v)], fi[(z',y')]) — 0. De forma andloga se demuestra

el inciso 2. 0

Observacién 3.1.1. Los conjuntos W?*[(x,y)] y W*[(z, y)] son denomidados conjunto estable

e inestable de [(x,y)] asociado a f4, respectivamente.
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Proposiciéon 3.1.2. Sea (x,y) € R? entonces:
L faW2 (2, y)]) € W2(fal(z, y)])

2. fa (W@, )]) € WH(f5 (@, )])

Demostracion. (1). Sea [(2/,y")] € W*[(z,y)], por definicién de conjunto estable tenemos
(i@, )], fat (z,y)]) — 0 cuando n — oo. Luego, reescribiendo, podemos conseguir
d(fa(fal@’, v']), fa(fal(z,y)])) — 0 cuando n — oo. Nuevamente, por definicién de conjunto
estable, tenemos f4[(z',y")] € W*(fal(x,y)]).

(2). Sea z € f ' (W¥[(x,y)]) entonces existe [z',y'] € W¥[(z,y)] tal que f;'[(2'.y)] = z.
Ademéas, d(f3 (2", y)], f4 (=, y)]) — 0 cuando n — —oc. Esto tltimo es equivalente a

d(fi(2), fﬁ(fgl[(x, y)]) = 0 cuando n — —oo. Asi, tenemos que z € W“(f;l[(x, y)]). O

Observacién 3.1.2. Para simplificar notacion, simplemente escribiremos W#*(x) y W*(z) para

referirnos a los conjuntos estables e inestable de x asociado a f4, respectivamente.
Definicién 3.1.1. Se denomina e-conjunto de f4 en x € T? al conjunto

W (z) = {y € T* : d(f}(z), f1(y)) <€, para todon >0} .
Ademads denominaremos e-conjunto inestable de f4 en x € T? al conjunto

W(z) = {y € T* : d(f}(z), f4(y)) <, para todon <0} .

Proposicién 3.1.3. Sea p > 0 la constante de expansividad de f4 y 0 < € < p/2 entonces
existe & > 0 tal que para todos x,y € T? con d(z,y) < & se cumple que W?(z) NW¥(y) consiste

de un tunico punto.

Demostracion. Sean 6 = € y consideremos z,w € W?(x) N W¥(y), entonces
d(fi(x), fi(2)) <e v d(fi(z), fi(w)) < € para todo n > 0, (3.1)

d(fi(y), fi(z)) <e 'y d(fi(y), fi(w)) < e para todo n < 0. (3.2)

Sumando las dos desigualdades de (3.1) y aplicando la desigualdad triangular se obtiene

d(f4(2), fi(w)) < d(fi(x), fi(z)) + d(fi(z), fi(w)) < 2¢ para todo n > 0.
Recordando que 0 < € < p/2 se sigue

d(fi(z), fi(w)) < p para todo n > 0. (3.3)
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Anélogamente, sumando las dos desigualdades en (3.2) y aplicando la desigualdad triangular

se obtiene

d(fi(2), fi(w)) < d(fi(y), Fi(2)) + d(fi(y), fi(w)) < 2€ para todo n < 0.

Recordando que 0 < € < p/2 se sigue

d(fi(2), fa(w)) < p para todo n < 0. (3.4)
De las ecuaciones (3.3) y (3.4) obtenemos

d(fi(2), fi(w)) < p para todo n € Z,

desde que p es la constante de expansividad de f,4 se sigue que z = w. De esta manera hemos

demostrado que W*(z) N W*(y) consiste de un tinico punto. O

En virtud de la proposicién anterior, dada la unicidad del punto interseccién entre W2 (z)

y W(y) podemos definir una funcién.

Definicién 3.1.2. La funcion
] {(z,y) € T x T : d(z,y) < 6} — T?

definida por
[z, y] = We(z) "W (y)

serd conocida como funcion corchete.

Pasamos ahora a definir unos conjuntos especiales que nos ayudaran a construir una parti-
cién de especial importancia en T?. Para esto, sea ¢ > 0 tal que 0 < € < p/4 (donde p denota

la constante de expansividad de f4 y sea 6 como fue elegido en la Proposicion 3.1.3.

Definicién 3.1.3. Un subconjunto R no vacio de T? se denomina rectdngulo para f4 si tiene

didmetro menor que 0 y ademés [z,y] € R para todo z,y € R.

Observacién 3.1.3. Si R es un rectangulo para f4 como en la definicién anterior, denotamos

por OR al borde topolégico de R.

Observacion 3.1.4. La definicion anterior nos dice que si x,y € R entonces existe un unico

z € Wiz) N WX(y) = [z,y] y ademds z € R.
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Definicién 3.1.4. Sea R un rectangulo y x € R. Por e-conjunto estable de x en R mnos

referiremos al conjunto

Wé(x, R) = W?(z) N R.
Analogamente, por e-conjunto inestable de x en R nos referiremos al conjunto
Wz, R) =W!(x)NR.

Definicién 3.1.5. Una particion de Markov de T? con respecto a f4 es una cobertura finita

R ={R,---,R,} de T? por rectdngulos propios cerrados tales que:
i) intR; NintR; = &, para i # j.
ii) Si z €intR; N f;'(intR;) entonces
a) fa(W*(z, R;)) C W*(fa(x), R;),
b) fa(W*(z, R;) D> W"(fa(z), ;).
Pasamos ahora a definir el borde topoldgico de una particién de Markov.

Definicién 3.1.6. Sea R = {Ry,---, R, } una particion de Markov. Se denomina borde

topolégico de R al conjunto
oR = JOR;,
j=1
donde OR; es el borde topoldgico del rectangulo R;.
Proposicién 3.1.4. Sea R = {Ry,--- , R,,} una particién por cerrados de T?. Entonces:
1. OR tiene interior vacio y es cerrado.
2. U;n:l intR; es abierto y denso en T?.

3. M =T?*\U,ez f2"(OR) es denso en T2

Demostracion. 1. OR; es cerrado con interior vacio. La unién finita de conjuntos cerrados

con interior vacio es cerrado con interior vacio entonces OR es cerrado con interior vacio.

2. Del inciso anterior tenemos que el complemento (OR)¢ es abierto y denso en T?. Si y €

(OR)* entonces y € (72, (OR;)°. Como R cubre a T? existe j tal que y € intR;. Entonces

(OR)* | intR;,

Jj=1
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luego, aplicando cerradura y de la densidad de (OR)¢ en T? se sigue
T® = (OR)° C | JintR; C T
=1

De aqui tenemos que UT=1 intR; = T2, lo que significa que U;”zl intR; es denso en T2

Desde que intR; es abierto para 1 < j < m entonces U;"Zl intR; es abierto en T2.

3. Notemos que
= <U fA"8R> =Ry ="
nezZ nel nez

desde que (OR)¢ es abierto y denso en T? y f4 es un difeomorfismo de Anosov entonces
se cumple que f,;"(OR)¢ es abierto y denso en T?. Luego, M es la interseccién numerable

de conjuntos abiertos y densos, por lo tanto M es denso en T2

]

Proposicién 3.1.5. Sea R = {Ry, -+, Ry} una particién de Markov de T2 Si intR; N
f1'(intR;) # @, entonces para todo y € R; N f;'(R;) se tiene:

i) faWe(z, R;)) C W?(fa(x), R;),
i) fa(W"(z, Ri)) > W*(fa(z), R;).
Proposicién 3.1.6. Sea R = {Ry, - , R,,} una particién de Markov de T? entonces
fa(O°R) C Ry fa(0"R) D 0“R?

Demostracion. Probamos la primera inclusiéon. Sea y € f4(0°R) entonces existe z € 0°R tal
que fa(z) = y. Recordando la definicién de 0°R se puede ver que = € |J;-, O°R;, de donde
se tiene que existe 1 < i < m tal que x € 9°R;. En la proposicién 3.1.4 hemos probado que

U;nzl intR; es denso en T?. Entonces también lo es su preimagen por el difeomorfismo f4. Luego
fit (U intRj> NintR;
j=1

es denso en R;. Consideremos la sucesion (z,,)nen en fi' (U;n:l intRj) NintR; tal que z, — x.

De esto tenemos que fa(z,) € UT=1 intR; para n € N, de donde se deduce que existe una

LosR = Ujz, 9°R; donde 0°R; = {z € R;j : v ¢ intW*"(x, R;) en W (2)}
2uR = Ujz, 9“R; donde 0"R; = {z € R; : x ¢ intW*(z, R;) en W ()}
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subsucesion (z,, )reny y un indice j tal que fa(z,,) € intR; para todo k € N. De aqui se tiene
que
1. .
T, € (f2'intR;) NintR;,
lo cual significa que

(fi'intR;) NintR; # @. (3.5)

Por otro lado, como el rectangulo R; es cerrado, entonces fa(x) = lim fa(x,,) € R; entonces

z € fi'(R;) y como z € O°R; entonces x € R;. De esto se sigue que
z € fi'(Rj)NR;. (3.6)

Considerando (3.5), (3.6) y aplicando la proposicién 3.1.5 hallamos
fa(W?(z, R;)) D W¥(fa(x), R;). (3.7)

Supongamos que y ¢ 0°R;, entonces y € intW*(y, R;) en W!(y); es decir, existe V' vecindad
abierta de y tal que y € V.C W*(y, R;). Luego, recordando que y = fa(x) se sigue

v € f4 (V) C fi (W (fa(z), Ry)). (3.8)
De las expresiones (3.7) y (3.8) se sigue
z € fi'(V)CWo(x, Ry),

desde que f4 es un continua y V abierto entonces f;'(V) es un conjunto abierto. De esta
ultima inclusién se puede ver que = € intW*(z, R;) en W*(z), osea ¢ OR;, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto se debe cumplir que y € 9°R;, con lo cual se verifica la inclusién
fa(0°R) C O°R.

De forma anéloga se prueba la segunda inclusion. O]

3.2. Construccién de una particién de Markov en T?

Comenzamos demostrando que todo automorfismo hiperbélico de T? induce una particién

por rectangulos en T2.

Proposicién 3.2.1. Sea f4 un automorfismo hiperbélico de T2. Entonces existe una particién
de T? conformada por dos conjuntos S; y Ss los cuales son proyecciones de dos paralelogramos

en el plano.
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Figura 3.1

Demostracion. Sea A la matriz que induce el automorfismo hiperbdlico f4. Sin pérdida de
generalidad, asumamos que los subespacios estables e inestables pasan a través del primer

cuadrante. Si no fuera el caso, entonces trabajamos con B = ©AO~! donde © es la matriz

dada por

y tomamos n suficientemente grande para dar lugar a subespacios estables e inestables que
cumplen la condiciéon. Sabemos por la proposicién 2.3.1 que E® y E" son dos rectas de pendiente
irracional entonces estas no pasan a través de puntos con coordenadas enteras. Denotemos por
{1 y £y dichas rectas en orden creciente con respecto a su pendiente. Ahora, de todos los puntos
con coordenadas enteras contenidas en la regién del primer cuadrante entre estas rectas, existe
un unico punto (a,b) més cerca del origen. Para considerar la unicidad, consideremos otro
punto con las mismas caracteristicas (a’,b’), entonces dichos puntos se hallan sobre una misma

circunferencia tal como se muestra en la figura 3.1, entonces tenemos la siguiente identidad
a2+b2 :a,Q—{—b/Q.

Se sigue que
(a—d)(a+a)= @ -0)(b+V).
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De esto se tiene,
sgn(a —a') = sgn(b — V') (3.9)

Ademas, como (a,b) # (a’,b") tenemos
la—d|>1 6 |b—V|>1. (3.10)

Por lo tanto, el paralelogramo (0,0), (a,b), (a’,b), (a+a’,b+V'), el cual se halla entre las rectas
U1y Uy, tiene area

lab’ — a'b] = |a(b' — b) + b(a — a')|

Recordando que (a,b) y (a/,0') pertenecen al primer cuadrante y recordando también (3.9)

podemos notar que se cumple
la(b' — b) + b(a — a’)| = al) — b| + bla — d'|.
Haciendo uso de las desigualdades en (3.10) se sigue que
alt) — b] +bla —a'| > 1,

y de esto se tiene que

lab’ — a'b| > 1,

lo cual significa que el drea del paralelogramo es mayor que uno.
De esto y por consideraciones geométricas, tenemos que este paralelogramo debe contener otro
punto con coordenadas enteras ademas de los vértices, y por simetria también debe contener
otro punto el tridngulo de vértices (0,0), (a,b), (a’,V'). Esto contradice la minimalidad de a®+?,
que es la distancia de (a,b) al origen O.(En la figura (3.2) el paralelogramo con drea igual a
1 no contiene otro punto con coordenadas enteras diferente de sus vértices, al contrario del
paralelogramo de drea mayor que 1.)
Sin pérdida de generalidad, consideremos que (a,b) = (1, 1) es el punto de coordenadas enteras
dentro del paralelogramo a una minima distancia de O. Si no, entonces hacemos otro cambio
de variables reemplazando A por B = ©A0~! donde O es la matriz construida de la siguiente
manera;

Sean los puntos (0,0), (m,n), (a,b), (p,q) los cuales son los vértices de un paralelogramo
el cual no contiene un punto con coordenadas enteras diferente de estos.(Ver figura (3.3)).

Counsideremos la matriz

m
o p

n o q
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; (2,3) o
3
(1,2) B

2
; (1,1) :

A
0‘, 1 2 0

(0,0)
(a) Paralelogramo de area 1 (b) Paralelogramo de drea mayor que 1

Figura 3.2: Paralelogramos de vértices con coordenadas enteras

el cual pertenece a GL(2,Z) con su determinante igual a 1 puesto que no contiene otro punto
con coordenadas enteras ademas de los vértices, y el cual transforma el cuadrado unitario
sobre el paralelogramo de arriba. Las rectas ¢; y ¢ intersectan el paralelogramo en los lados

(m,n), (a,b) y (p,q), (a,b), respectivamente. Luego, la matriz que buscabamos es
e=0c"

Ahora, en la figura 3.4, sean ¢| y /¢, las lineas a través de O" = (1, 1) paralelas a las rectas
{1 y {5 respectivamente. Sea Py @' los puntos donde las lineas a través de (1,0) paralela a
{5 intersecta ¢, y ¢, respectivamente; y similarmente @), P’, los puntos de interseccién de la
linea a través de (0,1) paralela a ¢; con ¢y y ¢,. Notemos que los tridngulos S’P'O" y OPS
son congruentes y que O = (0,0) difiere de S” = (0, 1) por enteros en su segunda componente;
es decir, O difiere de S’ en su segunda componente por un entero (a saber 1). Andlogamente
podemos ver que S = (1,0) y O’ = (1,1) difieren por enteros en su segunda componente por
1. De la congruencia se sigue que P difiere de P’ por enteros en su segunda componente por
1; a saber, si P = (a,b) entonces P’ = (a,b+ 1). Ademads, notemos que los tridngulos OS’Q
y SO'Q’ son congruentes, como O = (0,0) difiere de S = (1,0) por enteros en su primera
componente. Luego, de la congruencia tenemos que si @) = (¢, d) entonces ' = (¢ + 1,d). Por

ultimo notemos que M = (a + ¢,b + d). Asi tenemos que las coordenadas de O, P, @ difieren
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Figura 3.3

de O, P, ()’ respectivamente por enteros; y desde las consideraciones geométricas elementales,

traslatadamos vertical y horizontalmente la figura OPQ'O’'P'Q) por cantidades enteras en el

plano; es decir, la unién de estos traslados cubre el plano sin dos superposiciones excepto en las

fronteras (Ver figura 3.5). Regresando a la figura (3.4), se puede ver facilmente que la pendiente

de OP y QP es

b d—1-b

a c—a

por propiedades de las proporciones se sigue que
d—1

a C

Ademas la pendiente de OQ y PQ’ es

d b—d

c a—1-c
nuevamente por propiedades de las proporciones se sigue que

d b
c a—1

De (3.11) y (3.12) se sigue que
ad—bc=a=d

(3.11)

(3.12)
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M= (a+b,c+d)

/"I
. ’
- ’

4
P =(a,b+1) [~ )
g? III
Q= (c,d) LN
Py Q = (c+1,d)
§=(0.1) = 0'=(1,1) 0
P//
/. P=(a,b)
Q" ,'l
0= (0,0) S=(1,0)
Figura 3.4
Por lo tanto,
drea(OPQ'O'P'Q) = érea(OPMQ) — drea(O'Q'MP’)

a b c d—1
— det
c d a—1 b

= 2(ad—bc) —a—d+1

= det

= 1.

Recordando que el area del cuadrado unitario también es 1 se puede deducir que esta figura

cubre dicho cuadrado de forma ”perfecta”. Esto significa que OPQ'O’P'Q) se proyecta sobre el

toro de forma uno a uno, excepto en las fronteras. Sea P” la interseccién de /5 con la extension

del segmento O'Q’. Denotando por S; y S, las proyecciones sobre T? de los paralelogramos

OPQ'P" y O'P'QP" (vea figura 3.4) respectivamente, se concluye que S; y Sy forman una

particién de T? desde que los paralelogramos forman una particién de R?. (vea figura 3.5). [
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RQ

Figura 3.5: R? cubierto por la figura OPQ'O'P'Q por medio de traslaciones verticales y hori-

zontales enteras.

3.3. Automorfismo hiperbdlico vs Dinamica simbdlica

En esta parte del trabajo asumiremos que /; es la recta asociada a la direccién inestable y
¢5 con la direccién de estable. Si este no fuera el caso, reemplazamos A por B = ©A©~! donde

© es la matriz dada por

0=
1 0

Con estas consideraciones tenemos lo siguiente
A(0OQ) C OQ (3.13)

Definicién 3.3.1. Consideremos los conjuntos S7 y So dados por la proposicién anterior. Por
una ;- fibra en la x;-direccion, o mas simplemente una S;- fibra, nos referiremos a la proyeccién
de un segmento paralelo a /1 que se extiende desde P"Q) a O'P’,si i =1, y desde OP” a PQ)’,
si i = 2. (Ver la figura 3.4). El conjunto S; es una familia de tales fibras, todas teniendo la
misma longitud, digamos /; con 1 < ¢ < 2. La imagen bajo f} de una S;-fibra es un conjunto

que llamaremos f7(S;)- fibra. La longitud de las f7(S;)-fibra es |A,|"l;.

Observacién 3.3.1. De la relacién (3.13) tenemos que los puntos finales de una f7%(.S;)-fibra
para n > 0, siempre se halla en la proyeccién del segmento O(Q). En efecto, sean L y L' fibras de
Siy fi(S;) donde n > 0, respectivamente. Se cumple LNL' = L o LNL' = @. Esto significa, en
particular que toda f4(S;)-fibra se enrolla alrededor de T? e intersecta S; en un nimero finito
de S;-fibras. Este nimero depende solo de i y j en lugar de la fibra particular f4(S;). Ahora el

conjunto f4(S;) se enrolla alrededor del toro, y si este intersecta S; en un conjunto de medida
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positiva, entonces f4(5;) N.S; es una familia de S;-fibras la cual es la proyecciéon de uno o més

paralelogramos en el plano.

Sean Ry, ---, Ry, N = p+ q+ r + s las proyecciones de los diferentes paralelogramos para

los cuales se cumple

RiU---UR, = 51N fa(Sh)
R, tU---UR = 51N S,
p+1 Ptq 1 fA( 2) (3'14)
RpigriU---URpigir = SN fa(S1)
. Rp+q+r+1 Uu.---u Rp+q+r+s = SN fA(SQ)
Si S;N fa(S;) # @ entonces cada fibra en la x;j-direccion de f4(S;) intersecta Ry C S; N fa(S;)

en una fibra en la x;-direccion de S;.

Proposicién 3.3.1 (Propiedad de Markov). Sea intR; C S;, N fa(S;,) # @ y intR; C Sj, N
fa(S;,) # @. Entonces fa(intR;) NintR; # & siy sélo si ja = i5.

Demostracion. Sean iy j tal que fa(intR;) NintR; # @. Notemos que f4(intR;) C fa(S;,) N

ff!(Sm% luego
fa(intR;) NintR; C fa(Si,) N f3(Si,) 0 S;, N fa(Ssy)-

De donde se tiene,

(%) 7& fA(intRi) N intRj C fA(S“) N fA(SjQ). (315)

De aqui tenemos que f4(S;,) N fa(S;,) # @ entonces, como f4 es un automorfismo, se cumple
que S;, NS, # . Recordando que, cuando i; # ja, Si, ¥ S}, solo se intersectan en sus fronteras;
podemos deducir que p(S;; NSj,) = 0, siendo p la medida definida en 2.1.4. Desde que f4 es
un homeomorfismo, entonces fa(intR;) es abierto en T?. Luego, se deduce que pu(fa(intR;) N
intR;) > 0. De todo esto y de (3.15) se sigue que se debe cumplir necesariamente que i; = j.
Reciprocamente, toda fa(S;,)-fibra intersecta R; en exactamente una S;,-fibra, pues intR; C
SiNfa(Sj,). Ademds, f4(R;) es una familia de f4(S;, )-fibras pues fa(intR;) C fa(Si,)Nf3(S:, ).
Si iy = jo, toda f3(S;,)-fibra de fa(R;) la cual no es estd en la frontera de f4(R;) intersecta R;

en exactamente una Sj -fibra. Por lo tanto, f4(intR;) NintR; # @. O

Proposicién 3.3.2. La colecciéon R = {Ry, -+, Ry} donde N = p+q+r+ s es una particién

de Markov para T? asociado al automorfismo hiperbélico f4.

Demostracién. Ry es un rectangulo en T2 En efecto, sean z,y € R; desde que W*(z) tiene la

misma direccién que P’Q y W*(y) tiene la misma direcciéon que P"O’ se sigue que W#(x) N
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Wu(y) € Ry. Anédlogamente se puede probar que R; es un rectangulo en T? para i = 2,--- , N.
Pasamos a probar que R es una particién de Markov. De la definicién de los R se tiene que
intR; NintR; # & para todo 1 <4,5 < N con i # j.

Sea x € intR; N f;* (intR;),

a) Siy € fa(W?(z, R;)) entonces existe z € W*(z, R;) tal que y = fa(z). Por definicién;
A WS(ZE, Rl) = WES N Ri,
es decir, z € R; y
d(fi(z), f1(2)) < € para todo n > 0.

Esta ultima desigualdad se cumple para todo n > 0, en particular se cumple para n > 1,

entonces

A(F3 (Fa(@)), F37(£4(2)) < € para todo n > L.

Sea m =n — 1 es claro que m > 0 y recordando que y = fa(z) se tiene

d(fi'(fa(x)), f3'(y)) < € para todo m = 0, (3.16)

entonces y € W2(fa(x)). Para m = 0, la expresion (3.16) queda de la siguiente manera

d(fA(x)a y) < e

Sabemos que f4(z) € intR;, como diamR; = € entonces y € R;. Luego fa(W?*(x, R;)) C
WS(fA('T)a R])

O

Ahora, definamos la matriz de transicion T =T, ,, s, asociada a la particién de Markov R
dada por
T =1,

DTS (tij)

donde
1 si fA(lntRz) N iIltRj 7é J

ti‘ -
’ 0 si fa(intR,) NintR, = @

Por la proposicion 3.3.1, vemos que T depende de cuatro parametros no negativos p,q,r y s, y

tiene una forma especial. En efecto:
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t11) De (3.14) se sabe que intR; C S; N fa(S1), de la proposicién 3.3.1 se sigue fa(intR;) N
int Ry # @ entonces t;; = 1.

t1,) De (3.14) se sabe que intRy C S; N fa(S1) y intR, C S1 N fa(S1), de la proposicién 3.3.1
se sigue que fa(intR;) NintR, # & entonces ty, = 1.

typ) De (3.14) se sabe que intR, C Sy N fa(S1) y intR, C S1 N fa(S1), de la proposicién 3.3.1
se sigue que fa(intR,) NintR, # & entonces t,, = 1.

tiprqp) De (3.14) se sabe que intR, ., C S1 N fa(S2) vy intR, C 51 N fa(S1), de la proposicién
3.3.1 se sigue que f4(intRy.q) NintR, # @ entonces tg,yq), = 1.

tip+1)) De (3.14) se sabe que intR; C S1 N fa(Sh) y intRy11 C S1N fa(S2), de la proposicion

3.3.1 se sigue que fa(intR;) NintR,,; = & entonces t(p11) = 0.

tip+q)) De (3.14) se sabe que intR; C Sy N fa(S1) y intR,,q C S1N fa(S2), de la proposicién

3.3.1 se sigue que fa(intR;) NintR,,, = & entonces ty(piq = 0.

top+q)) De (3.14) se sabe que intR, C Sy N fa(S1) y intR,4q C SN fa(S2), de la proposicion

3.3.1 se sigue que fa(intR,) NintR,,, = & entonces tppiq) = 0.

tp+q)(p+q)) De (3.14) se sabe que intR,;, C Si N fa(S2), de la proposicion 3.3.1 se sigue que

fa(intR,4q) NintR,,, = @ entonces tppiq) = 0.

Siguiendo de forma andloga para las demas entradas de T conseguimos una matriz N x N con

bloques de ceros y unos como se muestra en la siguiente figura:

p qg T S

IIO|1|O|r+qa

Tp’q’T"s -

O TIO/1I })r+s

Figura 3.6: Matriz transicion
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e
|

Re
\

Figura 3.7
Ejemplo 3.3.1. Sea
3 —1
A—
1 0

Su ecuacion caracteristica es

22 —3x+1=0

asi, sus autovalores son

345 3-V6

A, A, =
2 7 2

y sus subespacios estables e inestables, respectivamente, son

W = {(x,y) ER?:y= 3_2\/51'} y We = {(m,y) ER?:y= 3+2\/5x}

Realizamos la construcciéon de la particién por dos rectangulos igual a como lo hicimos en la
demostracién de la proposicién 3.2.1 (Ver figura 3.7). Sea 8 = {Si, S2} la particién de T?. La
figura 3.7 ilustra la particion f4(5) la cual consiste de las proyecciones de dos paralelogramos.

La figura 3.8 ilustra la particién de T? por los conjuntos { Ry, Ry, R3, Ry, R5} donde
Ry = S1N fa(Sh)

Ry = 51N fa(S2)
R3 = S50 fa(S1)
R4 U R5 - SQ N fA(SQ)

Por la proposicién 3.3.2 sabemos que la particion R = { Ry, Rs, R3, Ry, Rs} es una particién
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,"/ C‘V

CA

Ca

Co /

Figura 3.8

de Markov. La matriz de transicién asociada a R es

10100
10100
T=Ti112=]101011
01011
01011

Ahora, mostramos como introducir un coding map para un automorfismo hiperbélico en
T2. Para esto, regresemos a trabajar con nuestra particién de Markov R = {Ry, -, Ry}

Consideremos Yy = {1,2,--- , N}2 y definamos el conjunto
Y1 ={w € Xy : ty,w,,, = 1 para todo n € Z}.
Para cada w € Y definamos un conjunto H(w) € T? por

H(w) = () f3" (Ru,).
nez
Desde que los lados de los rectangulos son paralelos a las direcciones estables e inestables, existe
una constante ¢ > 0 tal que para cada n € N, el conjunto cerrado
—k
Qu(w) = [ fa*(Ruy)
k=—n
tiene didmetro de al menos cA”. Esto nos asegura que card(H (w)) < 1. Usamos la propiedad

de Markov 3.3.1 para mostrar que, en efecto, card(H(w)) = 1. Sea R;, R; y Ry rectangulos tal
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que

intR; Nintf4(R;) # @ y intRy, Nintf4(R;) # @

Por la propiedad de Markov, intf3(R;) intersecta intf4(R;) a lo largo de toda la direccién

inestable de Rj. Esto implica que
int f3(R;) Nint fa(R;) NintRy # @
Por induccion se muestra que si

intfs(R;,) NintR;, , # & para k= —n,--- ,n— 1.

Tk41
entonces
intf3"(R; ) Nintf3" " (R;_,.,) - NintR;, # &

Por lo tanto, el conjunto cerrado @Q,(w) es no vacio para cada n € N. Esto implica que
card(H(w)) = 1 para todo w € X,y por lo tanto, podemos definir la aplicacién de codi ficacién

h : Y1 — T? donde
h(w) = () f27 (Ru,)

JEL
Proposicién 3.3.3. Sea R = {Ry,- - , R,,} una particién de Markov de T? con respecto a f4.

Entonces para todo w € ¥, el conjunto

() f4'(Ru,)

JET

contiene un nico punto de T? y la aplicacién h : Yp — T? definida como

h(w) =) f4’ (Ru,)

jET

satisface:

1. h es una semiconjugacion de o y f4; es decir,

a) h es continua y sobreyectiva,

b) faoch=hoo.
2. hes inyectiva en h™'(T?\ |, L OR),

3. Para toda medida pu € M,(Xt) ergddica y positiva sobre abiertos, tenemos

(o)
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4. Si f4 es topolégicamente mixing, entonces o es topoldgicamente mixing.
Antes de hacer la prueba de la proposicion, mostraremos el siguiente lema

Lema 3.3.1. Dado N € N, entonces el conjunto

N
En(w)= (] fi'(Ru,)
j=—N
es un rectangulo cerrado, para todo w € .

Demostracion. Comenzamos demostrando que Ky (w) # &, como

KN<w) = fﬁ(waN) N f,{lVil(waNH) MN---N fXN+1(RwN71) N fZN<RwN)
KN(w) = ijﬁlv (Rw—N n fgl(Rw—N-H) n---N f22N+1(RwN—1>Zapr2N(RwN))

para demostrar que Ky (w) # @& es suficiente demostrar que para todo o € X y todo n > 0 se

cumple
Rao N fA_l(Roq) n---N f;n(Ran) 7& .

Demostraremos esto por induccién; para n = 0 se tiene R,, # &, pues pertenece a R el cual es
particién de Markov. Supongamos que se cumple para n, Ray N f1 (Ray) NN f1" (Ra,) # 9,
de aqui tenemos que R,, N---N f;"“(Ran) #+ &. Ahora probamos que se cumple para n + 1,
sea y € Ry, N---N f1"(R,,). Como a € Y entonces intR,, N f'(intR,,) # & entonces
existe z € intR,, tal que f;(z) € Ray N f1' (Ra,)-

Como y € R,,, consideremos z = [y, z] entonces z € R,, v z € W?*(y, R,,). Por otro lado,

como y € Ry, N f1'(Ra,) se sigue de la proposicién 3.1.5 que
faW?(y, Ray)) € W2(fa(y), Ras),
de esto se tiene que fa(z) € W*(fa(y), Ra,). Andlogamente se prueba que
fa(z) e W (fA(Y) Raa) -+, f271(2) € WA (f47 (), Ra,)
de esto podemos concluir que
2 € Roy N 1 (Ray) NN f1" T (Ra,).
De esto ultimo se obtiene

fat(z) € fa (Ray) N[22 (Ray) N0 " (Ra,,). (3.17)
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Ademss, desde que f;*(z) € Ry N f1'(Ra,), se sigue de la proposicién 3.1.5 que
Fa(WH(f7(2), Rag)) D W"(w, Ra,)
de esto se tiene que f;'(2) € W(f' (1), Ra,) pues z € W¥(x, R,,). Entonces
f1'(2) € Rq, (3.18)
Finalmente, de (3.17) y (3.18) se deduce

fa'(2) € Rag N [ (Ray) N f12(Ray) NN 1" (Ra,)

y con esto concluimos que Ry, N fi'(Ra,) N -+ N f1"(Ra,) 5 @ para todo a € Yp y todo
n > 0.

Ahora demostramos que Ky (w) es un rectdngulo. Sean x,y € Ky (w), entonces f4(z), f4(y) €
R, para todo |j| < N donde j € Z. Para j = 0 tenemos z,y € R,, entonces se cumple

z = [z,y] € Ruy, 2z € Wi (x, Ryy) y 2 € W*(y, Ry, ), de la proposicién 3.1.5 se sigue que

fa(z) € W(fa(2), Ruy) vy f3'(2) € W(f3 (y), Ruy)

pues ¥ € Ry N fi' (Ruy) ¥ fa' () € Ry, N f1 (Ruy,)- Asi, de forma general tenemos que

Fa(z) € W(F4(2), Ru,) ¥ £47(2) € WH(f47(y), Ru,) para todo 0 < j < N,
esto implica que

z € f1’(Ry,) para todo |j| < N

lo cual es equivalente a z € Ky(w). Por lo tanto, Ky(w) es un rectangulo. O
Demostracion de la proposicion 3.3.3. Paracada N € N consideremos el conjunto Ky (w) =
ﬂ;V:_N f;j(ij), por el lema 3.3.1 sabemos que Ky (w) es cerrado y no vacio en T?. Como T?
es compacto, entonces Ky(w) es compacto. De la definicién de los conjuntos Kn(w) es claro

que

Ki(w) D Ka(w) D -+ D Kn(w) D -+ |

entonces

() f2/(Bu) = ) En(w) # 2.

j=—o00
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De esto tenemos que existe v € (2__ £’ (Rw,) el cual es tinico. De otra manera, existirfa
Y €N w fa’(Ry,) con y # x entonces f4(x), f4(y) € Ry, para todo j € Z. Pero R, tiene

didmetro menor que la constante de expansividad de f, digamos p > 0, asi pues

d(f4 (), Fi(y)) < p para todo j € Z.

De esto tenemos que x = y, la cual es una contradiccion, la cual viene de suponer que x no es

unico. Pasamos a demostrar los siguientes items

1. Probaremos que h es una semiconjugacion de o y f4. Realizamos el siguiente calculo

h(a<w)) = ﬂ f;j(ijH) = fa (m fAjl(ijﬂ)) )

JEZ. JEZ.

sea ¢ = j + 1, como j € Z entonces i € Z. Luego,

h(a(w)) = fA (ﬂ f;j—l(ijH)) - fA <ﬂ f,gl(sz)) = fA(h(w))a

JEZ 1€Z
entonces

hoo(w) = faoh(w) para todo w € L

h es continua. En efecto, sea (w™),en una sucesion de sucesiones en Y tal que w" — w

cuando n — oo, denotemos por z,, € T? a h(w™) para todo n € N, es decir,

hw") = () fa? (Run) = zn. (3.19)

J
JET
Como T? es compacto, (,)neny admite una subsucesién convergente, consideremos la

subsucesion (z,, )ren tal que z,, — x € T? cuando k — oo. Y por (3.19) tenemos
Ty = m ff(ijk)
N/
Es claro que w™ — w cuando k — oo, asi pues dado p > 0 con p € Z existe K > 0 tal

que wi* = w; para todo k > K y todo |j| < p. Luego, para todo k > K se tiene
p .
oy = [ F27(Ru)):
Jj=-p
Como (]__, f1’(Ry,) es cerrado y ,, — . Entonces
p .
S ﬂ f2? (Ry,) para todo p > 0
Jj=-p

o4



Particiones de Markov en T?

lo cual implica que

xEﬂfA w;)

JEZ

y por definicién de h se tendria x = h(w), de donde se concluye que h es continua.

h es sobreyectiva. Para comenzar, consideremos = € T*\|J, f1 (OR) cuya érbita por f4
no corta al borde OR. Recordando que los rectangulos son disjuntos dos a dos, denotemos
por w;(z) el dnico subindice tal que fA( ) € intRy,(,) para cada j € Z. De esta manera

se tiene que
fﬁx(x) € intRw].(x) N f;lint(Rle(x))

luego, de la definiciéon de matriz de transicién
T, @wmi@) =1 (3.20)

Denotando por w(z) a la sucesién bilateral (w;(z));jez, por (3.20) tenemos w(z) € Y.

Esto tltimo implica

(q.fA wjx) x,

JEZL
de esta manera hemos probado que T?\ (), 17 (OR) € h(%r). Por otro lado, de la
proposicién 3.1.4 tenemos que T2\ [ iz f;j (OR) es denso, ademés, como Yr es compacto

entonces h(Xt) es cerrado. De esto, se sigue que

h(Zr) = h(St) D T2\ () f4’(OR) =

JEZ

lo que significa que h es sobreyectiva.

2. Consideremos w,v € h~H(T? \ 17 (0R)) tal que h(w) = h(v); denotando por z a la
imagen de w y v por h, entonces
v =) fa’ (Ru,) = [V fa/(Ry,) y w € T\ [ £4°(OR)
JEL JEZ JEZ

entonces fi(:v) € intR,, NintR,, para todo j € Z, como R es particion de Markov
entonces se debe cumplir w; = v; para todo j € Z. Con esto concluimos que w = v y por

lo tanto h es inyectiva en h™'(T?\ [, I (0R)).

3. Dado p € M,(31) ergddica y positiva sobre abiertos. En virtud del inciso 1) observemos

! (UfAj(aR> Urtori/(0rR) =Jo7 ok (OR),

JEZ JEZ JEZ
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aplicando p con su propiedad de subaditividad y su invarianza por o, obtenemos

[ (h—l (U f;jan>) <> (b (R)). (3.21)

jez jEZ
Para probar el inciso 3) es suficiente probar que p(h™'(0R)) = 0. Como IR = F*RUI*R
entonces

R OR) = h Y (*R)Uh 1 (0"R) (3.22)

Afirmamos que pu(h ' (9*R)) = 0y u(h~'(0“R)) = 0. En efecto, desde p es invariante

por o por el item 1) tenemos

u(h™ (9R)) = pulo o b~ (9R)) = u(h ™ © fa(9"R)). (3.23)
Por otro lado, por la proposicién 3.1.6 y nuevamente por el item 1) se tiene

o(h ' (f4(O'R))) = B~ fa(fa(O'R)) C B f4(O'R), (3.24)
ademds h oo = faoh entonces o' o h™t = h™t o f;! entonces

o (W (fa(O'R))) = h™(O"R) C ™ (fa(O"R)),
entonces
h= (fa(0°R)) C o(h™ (fa(0"R))) (3.25)

De (3.24) y (3.25) se tiene que 0L (W™ f4(O*R)) = h™  fa(0*R), luego como p es ergddica,
se tiene que

ph™ fa(O°R)) =0 6 u(h™' fa(O*R)) = 1.

Supongamos que u(h™!f4(0°R)) = 1, de aqui se tiene que
WS \ B (fA(°R))) = 0 (3.26)

Por otro lado, como fa(9*R) es cerrado entonces A~ f4(9*R) es cerrado, se sigue que
Y \ h7H(fa(0°R)) es abierto. Sabemos, por hipétesis, que u es positiva sobre abiertos

entonces
1S\ h 1 (fa(0°R))) > 0 (3.27)

de (3.26) y (3.27) tenemos una contradiccién, entonces p(h™ f4(9°R)) = 0. Con esto, de la
igualdad (3.23) obtenemos que p(h ' (9*R)) = 0. Andlogamente se prueba pu(h™1(9“R)) =

0. Aplicando p a (3.22) y reemplazando lo encontrado tenemos
p(hH(OR)) < p(h™H(0"R)) + u(h™(9"R)) = 0,
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entonces p(h~'(OR)) = 0. Con esto, notemos que el lado derecho de la desigualdad en

(3.21) es igual a cero desde que cada sumando es gual a cero. Concluyendo asi que

(o)

4. Sean W,V C Y abiertos no vacios, entonces tomando w € W y v € V existe N € N tal

que el cilindro
Wl = [_N:way"' , Wo, - ,U)N] cwW
y el cilindro
‘/1 — [_N:U—N7”' , Vo, aUN] C V
Sean W, = ﬂ;v:_ N (intRy,) y Vo = ﬂjV:_ N (intR,,), los cuales son conjuntos abier-
tos en T2. Desde que f4 es homeomorfismo se tiene, f,” (intRe;) = int £’ (Rq;) para todo

|7] < N. Entonces

N
ﬂ fal(intRy,) = (1) intfy”(Ruy,) = int ﬂ fil(Ry,) = intKy(w). (3.28)
Jj=—N j=—N
ﬂ fi’ (intR,,;) = m intf,” (R v;) = int m (R ) = intKy(v).  (3.29)
j=—N j=—N

Ahora, probemos que intKy(w) # @. De lo contrario se tendria que Ky(w) = 0Ky (w),
entonces int K y(w) = intdK y(w) = &, teniendo asi Ky(w) = intKy(w) = &, lo cual es
una contradiccién pues Ky (w) # &. Andlogamente se prueba que Ky (v) = @. De esto y
por (3.28) v (3.29) tenemos que Wy £ &y V, #+ @.

Ahora, afirmamos que se cumple
R Wy) c Wiy bt (Ve) €Wy (3.30)

En efecto, sea a € h™'(W,) entonces = = h(a) € Wa entonces f4(x) € R,y fi(z) €
int R, para todo |j| < N. De esto tenemos que R, N R, # @ para todo [j| < N, como R
es particion de Markov entonces a; = w; para todo |j| < N. De esto se tiene que a € Wh,
y asi hemos probado que h~1(Wy) C W;. Andlogamente se prueba que h™1(V5) C V;.

Por otro lado, como f4 es topologicamente mixing existe my € N tal que

fi(Wy) NV, +#+ @ para todo m > my (3.31)
Considerando (3.30), (3.31) y la inyectividad de h™! se sigue que, para todo m > mq
o™ (W)NV 2 o™= (Wa) NhTH(Ve) = B (Wa) NATH(Va) = W™ (f1(Wa) N Va) # 2.
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De donde se concluye que o es topolégicamente mixing.
O

Acabamos de construir la aplicacién de codificacién la cual nos permitira analizar las pro-
piedades de nuestro automorfismo hiperbédlico en T? con mayor facilidad. Esto debido a que
dichas propiedades se reducen a estudiar propiedades de sucesiones; las cuales, generalmente,
son mas sencillas de abordar que su correspondiente traduccién al espacio T2.

Es por esto, que vamos a dedicar lo que queda de la presente seccion al estudio del subshift de
tipo finito 0. Mas precisamente, se probard que una condicién necesaria y suficiente para que

o sea topoldgicamente mixing es que la matriz estocastica sea aperiddica.

3.4. Induccion de una medida de Markov

Mostramos en esta seccién que cualquier particion de Markov de un automorfismo hiperbéli-
co de T? permite definir una medida de Markov.

Sea f4 : T?> — T? un automorfismo hiperbélico de T2 Consideramos una particién de
Markov R = {Ry,- - , Ry} de T? con respecto a fa y el subshift de tipo finito o : ¥ — X con
matriz de transicién T de orden k x k. Y consideramos la aplicacién de codificacién h : ¥p — T?
dada por h(w) = ;< f;j(ij).

Denotemos por ¥, = {1,--- ,k}% y definamos v en ¥, por
V(h1(C)) = u(C) (3.32)
para cada conjunto medible C' C T?, donde p es la medida de Lebesgue en T?.
Proposicion 3.4.1. v es una medida en Y.

Demostracion. Dado E € Ay una coleccion numerable (Ej)7; de subconjuntos disjuntos dos
a dos en A. Como h es biyeccién entonces existen C' € T? y una coleccién numerable (Cy)52,
de subconjuntos disjuntos dos a dos en B tal que h™'(C) = E'y h™'(C}) = Ej, para todo k € N,
entonces

No negatividad: v(E) = v(h=1(C)) = u(C) >0

Conjunto vacio tiene medida nula: v(@) = v(h (@) = n(@) =0

Aditividad contable:

(U)oU) o[ (9e)) o (Uer) - S
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entonces
T(VENES oLCTRD SIRIEURD SIS
k=1 k=1 =1
De donde se concluye que v es una medida en Ek O]

Proposiciéon 3.4.2. La medida v es una medida de Markov o-invariante en X

Demostracion. Comenazamos mostrando que v es o-invariante, primero notemos que desde que

faoh = hoo tenemos
H(TIO) = hTHfLO)
para cualquier conjunto medible C' C T?, y asi,

v(e '(h1C)) = w(h(f1'0))
= u(f1'0)
= () =(h0),

usando la fa-invarianza de la medida pu.

Ahora demostramos que v es una medida de Markov. Para esto, probaremos que

( ﬂ faR(Ry, ) =[N i n,-- ,in] (3.33)

En efecto, sea (w;)jeny = w € ™! ( ﬂ (R, ) entonces

m fA lk

Por definicion de h esto significa
JEZ
Observemos que f"(R,, )N f1*(Ri,) # @ y de aqui obtenemos que R,, N R;, # @ para todo

—N <k < N. Como R es particion de Markov se debe cumplir R,, = R;, entonces se tiene

wy = iy para todo —N < k < N. De aqui concluimos que w € [N :i_n, - ,in].
Reciprocamente, sea (w;)jez = w € [N :i_y,--- ,iy]| entonces wy = iy para todo |k| < N,
luego h(w ﬂfA w;) ﬂ f1F(Rs,). Por lo tanto w € h™* < ﬂ fak( Zk)

JEZ k=—N
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Por otro lado, aplicando v a (3.33) tenemos

V([=N iy, in]) = v (hl ( N fAk(Rz'k))> :

recordando la definicién (3.32) de medida de Markov podemos escribir
N
V([_N:i*Na"' 7iN]) = M ﬂ fAk(R’Lk)>
k=—N
2N
—(k—N
= M ﬂfA( )(leN)>
k=0

2N
= W mfinAk(RZkN))
k=0

2N
k=0
usando la fj-invarianza de la medida p se obtiene
2N
V(=N tiin, e in]) = o (ﬂ f;'f<Rz-kN>) . (3.34)
k=0
Denotemos por

w(Ri N f1'Ry)
p(R;)

para todo 1 <14, j < k. Observemos que, p; > 0 para cada 1 < i < k, desde que cada rectangulo

pi=mRi) y py= (3.35)

de la particion de Markov tiene medida no nula. Por otro lado, recordemos

k k k
R; = intR;UOR; paratodo 1 <i <k y T =R, =|JintR, U JOR
=1 =1

i=1

como intR; NintR; # & para todo i # j, u(OR;) = 0 para todo 1 < i < k y u(T?) = 1 entonces

0<u (U a&) <> uOR) =0 (3.36)

pu(R;) = p(intR;) para todo 1 <i <k (3.37)

D (R =) p(intR;) = p (U int(Ri)> +u <U 8Ri) = u(T?) =1 (3.38)

i=1 i=1 i=1 i=1
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recordando la definicién de los p; de la linea anterior tenemos Zle p; = 1. Ademas, se tiene

k
Z DiDij
i=1

w(R: O f1 ' (Ry)) Z p((intR; N fi'(R;) U (OR; N f1'(R))))

k

>
_ Zklu(intRmfAl( D))+ w(OR; N 1 (Ry)) =) plintR; 0 ' (R))
(
(

=1

UintRZ- N f;l(Rj)> — 1 (U intR; N fgl(Rj)> +u (U OR; N f;l(Rj)>

i=1 =1

k k
(U intR; U UaRz) N fZl(Rj)> = u(T? N f1H(R))
= w(fi'(Ry) = w(R;) = p;

de esta manera hemos probado que Zle pipi; = p;j para todo 1 < j < k.
Por 1ltimo, notemos que 0 < p(R; N f1'(0R;)) < u(f1'(OR;)) = n(OR;) = 0 entonces

(RN f1'(OR;)) = 0 para todo 1 < j < k. (3.39)

De aqui, se sigue que Z?Zl (RN 11 (OR;)) = 0. Usando (3.39) podemos deducir

k
0<M<UR Nfyt 6R) Z (RN f1Y(ORy)) =

j=1

entonces [ <R,~ Nfi (U?Zl (’9Rj>> = 0. Hacemos uso de esta igualdad en los siguientes calculos

ipij:;’“;miz(gmj)) _ M( 5 ;MR A f7i(intR; UOR,))
_ M(; ;M (R0 f! (it Ry)) U (R; 0 f3' (OR,))
- ;:MR N il neR,)) + (RO S5 OR)
- L ]zk;uRﬁfA (intR).
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Como R es particiéon de Markov se cumple que intR, NintRz # @ para todo o # 3, luego

k 1 k
S = s (U sitnny )
=1 '

J=1

k k
= M(;{i)u RN fy (HmtR)) R)IM<R Nfat (Q@ﬁ?))

k
- M(i{)“ RN fy! (Umm UU&R))

j=1

1 —1 /2y __
~ O 5 =

de donde se sigue que 2521 pi; = 1 para todo 1 <17 < k.

u(R; N'T?) =

u(R) =1

Sea P la matriz de entradas p;; con 1 < ¢,5 < k, desde que p;; > 0 para todo 1 <14,7 < k se
sigue que P es una matriz no negativa de orden k x k. La matriz P es estocéstica desde que
Zlepij = lparatodol <i <k, Zle pi=1y Zle pipij = pj para todo 1 < j < k. Entonces
(P,p) es un par estocéstico, siendo p = (p1,---,px) el vector de probabilidad asociado a P.
Ahora mostraremos que la medida de Markov asociada a este par estocastico es, en efecto, v.

Para esto, de (3.34) se tiene

v([=1:i1,d0,0]) = (R, O f3 (Riy) N f2(R:,))
— (R ) p(Ri, N it (Riy) p(Ris, 0 f10 (Riy) N f17(Rsy))
- p(R;_,) p(Ri , N f3 (Riy))
p(Ri, 0 fy'(Riy) N0 f2%(Ry))
p(Ri_, 0 f1 ' (Riy)) .

= DPi_1DPi_qip *

También tenemos

p(Biy O fa ' (Rir)) _ p(fa (Big) 0 47 (Ra))
M(Rio) :u(fgl(Rio»
Por la propiedad de Markov de la particion de Markov R, si

Digin =

intR; , Nintf; " (Ri,) N f17(Ry,) # 2,

entonces el rectdngulo R; | intersecta fi'(Ri) v f1>(Ri) a lo largo de toda la direccién

inestable. Por lo tanto,
b = B O f3 () 0S4 (Ry))
o w(Ri_, 0 f1 (Riy))

De forma anéloga podemos probar que

y V([—l : i—l,io,iﬂ) = P-1Di_1ioPigi1 -

V([=N iy, - in]) = Pi_NPi_niny1 " Pin_vin-

Con lo cual queda demostrado que v es medida de Markov en . O
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Capitulo 4

Medidas de maxima entropia para

difeomorfismos hiperbélicos en T?

En este capitulo presentamos el segundo resultado importante de la tesis, mas especifica-
mente, mostraremos que todo difeomorfismo hiperbélico (o de Anosov) en T? admite un tinica
medida de méxima entropia, estas medidas son de utilidad al momento de cuantificar el caos de
un sistema dindmico. Este capitulo estd basado en las bibliografias (Bowen, 2008), (Barreira,
2012) y (Bowen, 1970). Una de las partes escenciales del presente capitulo es la seccién 4.2, en
donde usamos las particiones de Markov de los automorfismos hiperbélicos en T? admiten una
unica medida de méaxima entropia, y verificamos que dicha medida es la medida de Lebesgue

en T2,

4.1. Medidas de maxima entropia

Definicién 4.1.1. Dado f : M — M y pu medida invariante por f. Decimos que p es una

medida de maxima entropia para f si

hu(f) = sup{hy (f) - v € My(M)}
donde M (M) es el espacio de las medidas de probabilidad f-invariantes.

Observacion 4.1.1. De la definicién 4.1.1 y el principio variacional tenemos que si p es medida
de maxima entropia de una transformacion f : M — M continua definida en el espacio métrico

compacto M, entonces

htop(f) = h‘u(f)
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Luego, cabe preguntarse de manera natural:

1 ;Todo sistema dindmico continuo f : M — M definido en un espacio métrico compacto

admite una medida de maxima entropia?
2 jSi dicha medida existe, es Unica?

Con respecto a la existencia de dichas medidas, por el trabajo (Misiurewicz, 1973), podemos
afirmar que existen sistemas dindmicos de clase C" definidas en variedades diferenciables com-
pactas, que no admiten medidas de méxima entropia. Por otro lado, por el trabajo (Newhouse,
1989) sabemos que todo difeomorfismo C* admite medidas de méaxima entropia. Un trabajo
trabajo importante en esta area fue desarrollado por (Bowen, 1974) que muestra que un ho-
meomorfismo con la propiedad de especificacién admite una tinica medida de maxima entropia.
Por todo lo antes expuesto, tenemos que el estudio de la existencia y unicidad de medidas de
maxima entropia no depende tinicamente de la regularidad del sistema dinamico, si no que, de-
pende més de las propiedades dinamicas del sistema, es por ello que en esta tesis estudiamos la
existencia y unicidad de una medida de maxima entropia para los difeomorfismos de Anosov en
T?2. Para dicho propésito primero probamos la existencia y unicidad de una medida de méxima

entropfa para los automorfismos hiperbélicos en T? y encontramos cual es dicha medida.

4.2. Medida de maxima entropia para automorfismos hi-
perbdlicos en T?

Teorema 4.2.1 (R.Bowen). Si f4 : T? — T? es un automorfismo hiperbélico en T? entonces

existe una tnica medida de maxima entropia para f4.

Demostracion. De la proposicién 3.2.1 sabemos que T? posee una particién de Markov con
respecto a fa, digamos R = {Ry,--- , R, }. Denotemos por T € R™*™ a la matriz de transicién
de la particiéon de Markov R. Por lo visto en la proposicion 3.3.3 sabemos que existe una

aplicacién de codificacién h : X — T2 tal que
faoh=hoo

donde o : ¥ — Yt es el shift de tipo finito. De la proposicién 3.3.3 también se sabe que o

es topoldgicamente mixing, en virtud del teorema 1.5.2 se tiene que T es aperiddica (i.e, existe
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n € N tal que T}; > 0 para todo 1 <4, j < m donde T" = (T};)). Luego, por el teorema de
Perron-Frobenius existe A > 0 autovalor dominante de T, asi por el teorema de Parry, existe

v € M, (3 4) una tnica medida de Markov que es ergddica y positiva en abiertos de X tal que

h,(c) = log A, (4.1)
y para todo nn € M, (3 4) se tiene

hy (o) < log A. (4.2)
De (4.1) y (4.2) y la definicién de entropia topoldgica se sigue

hiop(0) = log A, (4.3)
obteniendo asi

hy (o) =log A = hiop(0). (4.4)

De los items 1) y 3) de la proposicién 3.3.3 tenemos que h es biyectiva en un conjunto de medida
total, a saber, h™'(T?\ |J; ¢y, f1’(OR)). Denotemos por j = v o h™', como v es invariante por
o entonces p es invariante por f,, por lo tanto los sistemas (o,v) y (fa, pt) son ergédicamente

equivalentes y se sigue de la proposicion 1.2.1 que
hu(0) = hu(fa). (45)
Por otro lado, desde que o y fa son semiconjugados se sigue de la proposicion 1.3.1 que
hiop(0) 2 hiop(fa) (4.6)

por el Principio Variacional (teorema 1.3.1), podemos notar que se cumple

hiop(fa) 2 hy(fa) (4.7)
de (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7) tenemos
log A = huop(0) 2 heop(fa) = hyu(fa) = hu(o) = log A
de donde se concluye que

hiop(fa) = hu(fA) = log A.

Ahora probamos la unicidad de la medida, sea p; € M ;(T?) tal que hy, (f) > h,(fa). Entonces
existe v; € M,(X4) tal que vy (h™1(C)) = 1 (C) para todo conjunto Borel C' € B, siendo B el o-
dlgebra de borel en T?. Luego, podemos ver que los sistemas (f4, it1) y (o, 1) son ergddicamente

equivalentes y podemos hacer uso de la proposicién 1.2.1 obteniendo

hm(a) = hm(fA)‘ (4-8)
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De (4.5) y (4.8) tenemos
hun(0) = Ty (f4) 2 hy(fa) = hu(0), (4.9)

recordando v es la tinica medida de méaxima entropia para o se sigue que vy, = v y por lo tanto

p = f. L

El teorema anterior nos asegura la existencia y unicidad de la medida de maxima entropia
para automorfismos hiperbélicos en T2, pero no nos construye explicitamente la medida que
maximiza la entropia, en las siguientes proposiciones nos proponemos encontrar dicha medida.

Comenzamos calculando la entropia métrica de un automorfismo hiperbélico en T2.

Proposicién 4.2.1. Sea f4 : T2 — T? automorfismo hiperbélico en T? inducido por la matriz

A. Sea p la medida de Lebesgue en T?. Entonces,
hu(fA) = lOg |)‘u|
donde A, es el autovalor de A tal que |A\,| > 1.

Demostracion. Sean vy, v, € R? los autovectores correspondientes, respectivamente, a los au-
tovalores Ag, A, de A tal que [Jvg|| > 1.

Dado [z] € T?, todo punto [y] € T? en una vecindad de [z] puede ser escrita en la forma
ly] = [z] + t1[vs] + tafva] (4.10)

con ty,ts suficientemente cercanos a cero. Dado € > 0, denotemos por D([z],€) el conjunto de
puntos [y] de esta forma con [t;| < €y |t2] < e. Ademds, para cada n > 1, consideremos el

conjunto
D([z],n,e) = {[y] € T*: Filyl € D(f4[x], €) para todo j =0,--- ,n — 1}.
Observemos que
Flyl = [ATy] = [Alz + ty Av, + tyAlv,] = [AVz + ty M v, + toN vy
luego, f4ly] = Filz] + tiX[vs] + taM [v,]. Por lo tanto,
D([z],n,€) = {[2] + trfvs] + Lafvu] - [Agta| < ey [ta] <}
Recordando que p es la medida de Lebesgue en T? se cumple

N(D([an?G)) :m(ﬂ'_l(D([x],n, E))) (411)
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Por otro lado, consideremos X = (—¢,€) X (_|/\z|n> AEW y G: X — G(X) C R? dada por

G(p,q) = pvs + quy = (pvl + qui, pv? + qv?) (4.12)
De la definicion de G podemos ver que
7 YD([z],n,¢)) = G(X) + . (4.13)
Se sigue de (4.11) y (4.13) la siguiente identidad
p(D([2], 1, €)) = m(G(X) + ).
Como la medida de Lebesgue m en R? es invariante por traslaciones se sigue
p(D([z], 1, €)) = m(G(X)). (4.14)

Desde que G es una aplicacién lineal, podemos representarla por una matriz, en este caso dicha

matriz viene dada por

v
G—:
(Y

(Y

SN 2

k
2w
De donde se tiene que G es diferenciable, desde que D, G = G. Por otro lado, notemos que
det(G) = vlv? — v2vl. Podemos ver que det(G) # 0, pues de lo contrario v, seria miltiplo
escalar de vy lo cual implicaria que los autovalores tengan médulo igual a 1 contradiciendo lo
visto en la proposicién 2.2.1. De esto se sigue que G es invertible, sea G~! la inversa de G.
La matriz asociada a G~! es G™', de donde se sigue que Dy, G~* = G™'; es decir, G~}
diferenciable. De esto se tiene que G es un difeomorfismo. Ademds G es de clase C' desde que
G y G! son lineales.

Denotando por £? la clase de conjuntos Lebesgue medibles en R?, notemos que X € £? desde

que X es un rectangulo en R2. De todo esto, recordando resultados de teoria de la medida,

tenemos que G(X) € L? y
m(GX) = [ 1det Dy Gldpa) = [ |detGlap.o
X

- /|vv — 20l[d(p,q)

= |vlv? — o2l m(X)

4¢>
= Ivivi — v,
Al
De esta igualdad y (4.14) se sigue
4 2
H(D (el m, ) = okl — ol 5

67



Medidas de mdzima entropia para difeomorfismos hiperbdlicos en T?

Sea M = 4Jvtv2 — v2v}|, consideremos C; = méx {5;, M }. Notemos que C; > 1y que C,
depende de A desde que vy, v, son autovectores de A. Como [z] € T?, n > 1y € > 0 fueron
tomados de manera arbitraria entonces

2 2
1 € €

o S () < G (415)

para todo [z] € T?, n > 1y € > 0. Por otro lado, sean N = |jvs + v,||, L = ||vs]| + [|vall
Cy = méx {+, L}. Dado [y] € B([z],C; "€), entonces d([z], [y]) < C5'€; por la proposicién 2.1.1
se tiene

mf{||a" — | : 2’ ~ 2,9 ~y} < Cyte.

Recordando la definicion de la relacion de equivalencia ~ y que para t; y to cercanos a cero se

puede expresar [y] como en (4.10). Se sigue que
inf{||z + tyvs + tovy, + ki — 2 — k|| 1 k1, ke € Z%} < Cy'le,
el cual a su vez se puede escribir
f{|[t v, + tovy, + k|| : k € Z*} < Cy'le.
Como t; y ty son cercanos a cero entonces el infimo se alcanza cuando k = (0,0), luego
lt1vs + tovy || < Oy te.
Como Cy > % entonces C5 Lo N , se sigue
[t1vs + tovy|| < €l|vs + v

De donde se tiene |t;| < €y |ta] < € pues en caso contrario v, seria un multiplo escalar de v,,.

De aqui se tiene [y] = [z] 4 t1[vs] 4 to[vy] con |t1| < € y |t2| < €, entonces [y] € D([x],€). Luego,
B([z],Cy'e) € D([x],€). (4.16)
Ahora sea [y] € D([z], €) entonces [y] = [z] + t1[vs] + ta]vy] con [t1] < €y |t2] < €. Luego
talllvsll < ellosll v [Ealllvall < ellvall,
sumando las desigualdades, aplicando desigualdad triangular y recordando que L < C%
lt1vs + tavy || < €(||vs]| + [Jvul]) < Cae.
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Notando que ||t1vs + tovy|| = Inf{||t1vs + tovy, + k|| : k € Z*} para t; y t, cercanos a cero, se
sigue de la desigualdad anterior

d([a], [y]) < Cae.
De esto se implica que [y] € B([z], Cz€), més atn
D([z],€) C B([z], Cse). (4.17)

Juntamos lo hallado en (4.16) y (4.17 de la siguiente manera: Existe una constante Cy > 1 que

depende solo de A, tal que
B([z],C3'e) € D([a],¢) C B[], Cae)

para todo [z] € T? y € > 0. Observemos que haciendo algunos cambios, siguiendo la misma

idea, es posible probar
B([z],n,Cy'e) € D([z],n,€) C B([x],n, Cae) (4.18)

para todo n > 1 (Dichos cambios son: |t5] < o V=

Dados [z] € T?, n > 1y € > 0, consideremos C' = C;C%. Aplicando la relacién (4.15) para

Vs + ﬁvu y L= ||lvs]| + ﬁ”vuu)

Cyte > 0 se tiene

%2 (D () n, C5e)),

C—l
P T

luego
C1e
A

Ahora usando la relacién (4.18) para C; e > 0 se tiene

< u(D([z],n, Cye)). (4.19)

D([z],n,Cyte) € B([z],n,¢),

entonces
u(D([z],n,Cy ) < pu(B([z], . €)). (4.20)
De (4.19) y (4.20) se sigue L
%—| < u(B([a], n, ). (4.21)

De forma anéloga, para Cye > 0 se encuentra

(4.22)
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Usando las desigualdades (4.21) y (4.22) se sigue que

C—1e? Cé?
—— < u(B(lz],n,€)) < ~—

para todo [z] € T? y € > 0. Aplicando logaritmo natural

o (i) < osu(B(al ) < 1os ()

aplicando propiedades de logaritmo se consigue
log(C~'¢?) + nlog |Ay| < log(u(B([z],n,€))) < log(Ce”) + nlog |Adl.

Dividiendo entre n

1
+log [\y| <

1 —-1,.2
% +1og [Aul.

og u(B([z],n,¢€)) < log(Ce?)

Aplicando limite cuando n — oo obtenemos

1 B
log | Ay < lim og u(B([z], n, ¢))
" n

S 10g|)\u|,

de donde se sigue

1
lim —log u(B([z], n,€)) = log [A,].
n n

Notemos que B([z],n,€) es una bola dindmica de [z] de longitud n y radio €. Entonces, por la

definicién 1.2.5 se sigue que

hy(fas €, [2]) = hy (fa €, [2]) = log [Aq|

para todo [z] € T? y € > 0. Denotando por h,(fa,[z]) el valor comtin de ambos limites.

Aplicando el teorema de Brin-Katok (teorema 1.2.1), se sigue

) = [l lel)die = [ Tog Auldie = log [An(T%) = o ]

Ahora, calculamos la entropia topolégica de los automorfismos hiperbélicos de T?2.

Proposicién 4.2.2. Sea f4 : T? — T? un automorfismo hiperbélico en T? inducida por la

matriz A entonces

htop(fA) = lOg ‘)‘U|

donde A, es autovalor de A tal que |A,| > 1.
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Demostracion. Por el principio variacional, la entropia topoldgica es mayor o igual que la

entropia del automorfismo con respecto a cualquier medida de probabilidad invariante. Asi,

log [Au| = hyu(fa) < Puop(fa) (4.23)

Ahora, probamos que se cumple Ay, (fa) < log|A,|. En efecto, de la proposicién 2.2.1 sabemos
que A € R?*2 tiene dos autovalores distintos entonces A es diagonalizable. Luego, existe una
base para R? formada por los autovectores de A. Mds precisamente, los autovectores vy, v,
forman una base para R%. Ademds, es posible elegir v, y v, de tal forma que sean vectores
unitarios. Por otro lado, sea e, es la base candnica de R? y P : R? — R? el isomorfismo lineal
definido por

P(ey) = v, vy Ples) = v,

entonces la matriz asociada a este isomorfismo es

o[
2 2
/U'U, US
Ademés
2 1
P_1 . 1 Us U
det P 2,1
Uy Uy
a
ea A= omo Avg = \sv Uy, = AUy, entonces
Sea A , C Avs = \ug y Av, = A\, ent
c d
avy + bv? = \0) avl 4+ bv? = Ao}
y
col + dv? = \0?2 cvl + dv? = \ov?
Calculamos
2 1 1,1
p-iAp — 1 v;  —u, a b v, U,
~ detP 2 1 2,2
—v. U, c d v Vs
2 1 1 2 1 2
B 1 Vi —, av, + bv; av; + bv:
~ detP 2 1 1 2 1 2
-, v, cv, + dv;,  cvg + dvus
2 1 1 1
- 1 Vi —U, AU, AsUs
~ detP 2 1 2 2
—v; v, AU AgU3
1,2 2,1
B 1 AU 05 — AU U 0 A O D
~ detP 2,,1 1,2] N
0 AUV, — AU Uy, 0 As
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Figura 4.1: Imagen por P de (0, L)?

de donde podemos ver que P 'AP es una matriz diagonal. Para simplificar notacién sea
(0,L)* = (0, L) x (0, L), fijemos L > 0 suficientemente largo tal que P((0, L)?) contiene algin
cuadrado unitario [by, by + 1] X [be, by + 1]. Ver la figura 4.1. Entonces, se puede ver facilmente
que 7(P((0,L)?)) contiene todo T?. Dado n > 1y € > 0, fijemos § > 0 tal que ||P|6v2 < e.

Ademas, sean

con esto, consideremos el conjunto
E = 7P ({(k16y, k265) € (0,L)? : ky, ko € Z}) .
Dado j >0, sea y € fﬁx(E) entonces existen ki, ks € Z tal que
y = fAIP(k10u, ka0s)] = fA[P(k1duer + kadses)] = fAlk16,P(e) + kadoP(es)],
de la definiciéon de Py f4 se sigue
y = fhlk10,vy + kobsvs] = [k10, A%, + ko Alvy).
Recordando que v, y v, son autovalores de A, se consigue
y = [k10,N v, + kad Ny
Nuevamente, usando la definiciéon de P y su linealidad

y = k18, N P(er) + kad N P(es)] = [P(kidu N, kad M)

u’
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De aqui podemos ver que y € TP ({(k10, N, kodsN) : ky, ko € Z}), luego
FAUE) C 7P ({(ki0u, N, ka0 X)) < oy ko € Z}) (4.24)

para todo j > 0. Dado (z,y) € R? y 0 < j < n existen ky, ky € Z tal que

kN N, ~ ’
Sy Y Ses(trhn) v ok =D Sy <14 kY).

Operando las desigualdades y recordando las definiciones de 5 y 6, se puede obtener
<o —kMNI,<d y —8<y—kMNi <o

Luego,
0<(z—kMNdo)? <6 vy 0<(y—hkd)® <62

mas aiun

V(@ = kX8 + (y — kaNa,)? < V22

De esto obtenemos

(2, ) = (kX0 kaM6,)|| < 62, (4.25)

es decir, todo punto de R? esté a una distancia menor o igual a 6v/2 de algtin punto de la forma

(k1 X8,, ko M3,) donde 0 < j < n.

_ 2 - _ 1 /2 1 1 1 2
Sea v = (r1,72) € R y 0 < j < n, definamos 2; = 5 (vir1 —v,72) ¥ 22 = 355 (VuT2 — v;71)

por lo visto en (4.25) para (M 21, M 2o) existe (ki A by, koA d,) con ki, ko € Z tal que
(N 21, Mzz) — (k1N 0u, ke NS || < V2.
Por propiedades de la norma de una transformacion, tenemos
1PN 21 — kiN,du, Mz — ko MO, < IPIII(M 21, Moz) — (RiN,du, kXS0 < IPI16V2,
Luego, como ||P||6v/2 < €
IP((Mz1 = kN du)er + (Mo — kaXds)ea) || < e,

aplicando la definicion de P se obtiene

(X 21 — ki M8, ) vy + (Mzg — ko N6 v < e
Desde que Av, = v, v Av, = A\yv, se consigue

(A7 21 — k1 AT6, ) vy + (AT 2y — ko AT65) 0| < €,
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entonces

(A7 2y — Ky AT6, ) vy + (A7 29 — ko A7, )| < €.

Operando
”A] (Zl'Uu + ZQUS) — Aj(kl(suvu + k25svs)” <€

recordando que P(e;) = v, y P(e2) = vs
HAj(le(el) + ZQP(ﬁQ)) — Aj<k15up(€1) + k255P<€2))” < €,

entonces

AV P (21, 2) — AYP(k16y, k20,) || < €.
Notando que P~ (1, z2) = (21, 22), se sigue
| A7 (21, 29) — AT P(k10y, kads)|| < .
Recordando que PD? = AP se tiene
| A7 (21, 9) — PD? (k10y, kads) || < e,
luego
|47 (21, 22) — P(ki X, 00, kaAL5) || < e,

Por la definicién de distancia d en T?, se tiene
d( (2], TP (k1 N6y, k2N 65)) < e,

Como T? C wP(0, L)* entonces [z] € mP(0, L)%. Entonces, teniendo en cuenta (4.24), existe
la] € E tal que
d(fil[l‘], fi}[a]) < d(fi‘[l’], Wp(kl/\iéw kg/\é(i;)) <€ (426)

para todo 0 < 7 < n. Segun la definicién 1.3.5, la expresién (4.26) muestra que F es un
(n, €)-conjunto generador para T2. De la definicién de E se tiene que las variables enteras estan

acotados, mas precisamente

L L
0<k — 0< ky < —.
1 < 5 y < Rg 5.

Desde que la cantidad de elementos de E depende de k; y ko se sigue

L2
050y

card(E) <
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Recordando la definicién de 4, y 9, se sigue

2 2
card(E) < 5f5u = <§) Aa|™

Recordando la definicién 1.3.5, esta desigualdad muestra que
N2
gn(f/beaTQ) S (g) P\u‘n
para todon > 1y e > 0. Asi,
N2
g 0u(Face.T) < log (5 )+ mlog A,

dividiendo entre n, aplicando limite superior cuando n — oo, luego limite cuando ¢ — 0 y

recordando la definicién 1.3.5 se logra obtener

1
hiop(fa) = lin&h’msup 10g gn(fa, €, T?) < log|\|. (4.27)
€E—> n

n
De (4.23) y (4.27) se concluye que
hiop(fa) = log [Aul.
[

Observacion 4.2.1. De las dos proposiciones anteriores, concluimos que la medida de Lebesgue

es la tinica medida de méxima entropia para los automorfismos hiperbdlicos en T2.

4.3. Medidas de maxima entropia para difeomorfismos
hiperbdlicos en T?

Sea ¢ : T?> — T? un difeomorfismo no necesariamente inducido por una matriz, este ese
denominado difeomorfismo de Anosov en T2, si satisface las condiciones de la proposicién 2.4.2.
El siguiente resultado mostrado por J.Franks establece que los difeomorfismos de Anosov en T?

"topoldgicamente”son automorfismos hiperbélicos en T2.

Teorema 4.3.1 (J.Franks). Todo difeomorfismos de Anosov en T? es topolégicamente conju-

gado a un automorfismo hiperbélico en T2.

La demostracion del resultado anterior puede ser encontrado en (Franks, 1970) y Manning
(1974), este trabajo no desarrollard la demostracion, debido a que escapa de los prerequisitos
establecidos para el entendimiento de la tesis.

Juntando el teorema 4.2.1 y el teorema 4.3.1 tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 4.3.2 (R. Bowen). Todo difeomorfismo de Anosov en T? admite una tinica medida

de maxima entropia.

Demostracion. Sea g : T? — T? un difeomorfismo de Anosov. Por el teorema 4.3.1 existe

¢ : T?> — T? homeomorfismo tal que
¢ °g= fA o ¢7

donde f4 es un automorfismo hiperbdlico. Por otro lado, en virtud del teorema 4.2.1 existe una

unica medida p tal que

hiop(fa) = hyu(fa)- (4.28)

Desde que g y fa son topoldgicamente conjugados se tiene que

htap(A) - htop(g)~ (429)

Ahora consideremos la medida v = (¢~!) % p, como p es fi-invariante se sigue que v es g-

invariante y ademas por la proposicién 1.2.1 se sigue

ho(9) = hu(fa)- (4.30)

De las ecuaciones (4.28), (4.29) y (4.30) se tiene que

htop(Q) = hl/(Q)

Asi, v es una medida de maxima entropia para g. La unicidad de v se sigue por la unicidad de

L. O
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Conclusiones

De las proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 se concluye que si f4 es un automorfismo hiperbdlico en

T? inducido por una matriz A (como en 2.2.1) entonces se cumple

htop(fA) = hu(fA) = log |\,| (4.31)

donde )\, es el autovalor de A con médulo mayor que 1 y i es la medida de Lebesgue en T2.
Podemos ir un poco mas allé si recordamos el teorema 4.2.1, pues de ahi ya sabiamos que tanto
la entropia topolégica como la entropia métrica para cierta medida eran iguales a log |\,|. Y se
habra notado que deciamos ”cierta medida” pues no sabiamos que medida de probabilidad era
la que verificaba esa igualdad. Eso, hasta la demostracion de estas dos ultimas proposiciones.
Ahora, por (4.31), sabemos que dicha medida de probabilidad es p, la medida de Lebesgue en
T2. Més atin, recordando la definicién 4.1.1 podemos deducir que j es la medida de maxima
entropia para f4. Mds generalmente, hemos encontrado que la medida de Lebesgue en T? es la
medida de méxima entropia para todo automorfismo hiperbélico en T2.

El teorema de Bowen nos dice mucho mas, recordando la construccién de la medida de Markov v
dada en (3.32) se tiene p = h,v. Como p es la medida de maxima entropia entonces, analizando
el teorema de Bowen, podemos deducir que v es la tinica medida de Markov ergédica y positiva

en abiertos de Xt tal que
hu(g> = IOg |)\u| = htop(a)-

De aqui podemos ver que la medida de Markov v es la medida de maxima entropia para el
subshift de tipo finito 0. Esto no es de sorprender pues como sabemos o es la ”traduccién” de
fa al espacio Xt y es por ello que comparten las mismas propiedades. Luego, si ¢ tiene una
medida de maxima entropia entonces f4 también tendra una medida de maxima entropia, y
viceversa. Lo interesante de este trabajo es que logramos encontrar cuales son dichas medidas
para ambos sistemas dinamicos; todo en virtud, claro, del teorema 4.2.1.

Algo que también debemos notar es que, segun el teorema de Bowen, la existencia y unicidad de

77



Conclusiones

la medida de maxima entropia para cualquier automorfismo hiperbélico f4 en T? depende de las
propiedades dinamicas de este. Para un ejemplo sencillo de lo que quiero expresar, notemos que
en la prueba del teorema 4.2.1 se precisa que o sea topoldgicamente mixing. Recordando que el
subshift comparte propiedades dinamicas con f, entonces podemos deducir que se precisa que
fa sea topoldgicamente mixing.

Para finalizar, ampliamos un poco el rango de visién del tema expuesto en esta tesis, comentando
que para sistemas dinamicos definidos en espacios mas generales también se ha encontrado que el
estudio de la existencia y unicidad de la maxima entropia depende de las propiedades dindmicas
del sistema dinamico, es por ello que estos tépicos son temas de investigacion actuales como se

puede apreciar en las siguientes publicaciones (Buzzi et al., 2022) y (Rocha and Tahzibi, 2022).
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