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II. T́ıtulo (Serie).



Dedico este trabajo a mis padres, hermano y a Boxi.



Agradecimientos

Agradezco en primer lugar, a Dios, a mis padres, Celia y Oscar, a mi hermano Erick,

a mi abuela Francisca y a Boxi, por su gran apoyo en esta etapa.

Agradezco a mi asesor Yony R. Santaria Leuyacc por las sugerencias brindadas en

esta tesis.
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Resumen

En este trabajo, nos interesa la existencia de al menos dos soluciones diferentes

no triviales para la siguiente clase de problemas eĺıpticos

−∆u+ V (x)u− ǫh(x) ∈ ∂tF (x, u) en R
2,

donde ǫ > 0, V es un potencial continuo, h pertenece al espacio dual del espacio

de Sobolev, ∂tF (x, u) denota el gradiente generalizado de F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s) ds con

respecto a la segunda variable y la no linealidad f es una función discontinua que

posee un crecimiento cŕıtico exponencial. Las soluciones son obtenidas mediante el

uso de métodos variacionales. Más precisamente, se obtiene una solución de enerǵıa

positiva usando el teorema del paso de la montaña y una solución de enerǵıa negativa

aplicando el principio variacional de Ekeland.

Palabras clave: Ecuaciones eĺıpticas, Crecimiento cŕıtico exponencial, Teorema

del paso de montaña, principio variacional de Ekeland
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Abstract

In this work, we are concerned with the existence at least of two diferent nontrivial

weak solutions for the following class of elliptic problem

−∆u+ V (x)u− ǫh(x) ∈ ∂tF (x, u) en R
2,

where ǫ > 0, V is a continuous potential, h belongs to the dual space of the Sobolev

space, ∂tF (x, u) denotes the generalized gradient of F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s) ds with res-

pect to the second variable and the nonlinearity f is a discontinuous function which

possesses exponential critial growth. The solutions are obtained by using variational

methods. More precisely, a positive energy solution is obtained by using Mountain

Pass Theorem and negative energy solution by applying Ekeland’s variational prin-

ciple.

Keywords: Elliptic equation, critical exponential growth, mountain pass theo-

rem, Ekeland variational principle
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Introducción

En este trabajo tiene como objetivo encontrar soluciones v́ıa métodos variacio-

nales de la siguiente clase de problemas eĺıpticos, se basa en los resultados de Alves,

C. O., Santos, J. A.[3] para el siguiente problema:

−∆u+ V (x)u− ǫh(x) ∈ ∂tF (x, u) en R
2, (P)

donde ǫ > 0, V es un potencial continuo que verifica las siguientes condiciones

(V1) V es continua y V (x) ≥ V0 > 0, para todo x ∈ R
2

(V2)
1

V
∈ L1(R2),

h pertenece al espacio dual del espacio de Sobolev, ∂tF (x, u) denota el gradiente

generalizado de F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s) ds con respecto a la segunda variable, f es una

no linealidad discontinua que posee crecimiento critico exponencial, esto es, existe

α0 > 0 tal que:

ĺım
|s|→∞

f(s)

eαs2
=







0, para todo α > α0

+∞, para todo α < α0.
(0.1)

El crecimiento cŕıtico exponencial es motivado por las desigualdades de Trudinger-

Moser [25, 29, 36]. Relacionados al problema con discontinuidades no lineales se

presentan las siguientes referencias [7, 10, 11, 34, 35]. El problema que considera un

crecimiento critico exponencial, siendo f una no linealidad continua en (P), se puede

encontrar en el siguiente articulo de Medeiros [24]. Esta ecuación se sigue como:

−∆u+ V (x)u = f(u) + h(x)

donde h es pequeño, además de otras condiciones. En ese trabajo se distinguen

dos casos, subcŕıtico y cŕıtico. El lector puede profundizar en este tema junto a

VI



Introducción VII

esta condición de f en las siguientes referencias [9, 16, 17, 28]. Por otra parte, otro

problema relacionado con gradiente generalizado se encuentra en Alves & Gonçales

[2]

−∆u+ (1 + λV (x))u ∈ ∂tF (x, u) en R
N

donde N ≥ 1, λ > 0, V es una funcion continua que verifica algunas condiciones y

∂tF (x, u) denota el gradiente generalizado de F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s) ds con respecto a

t.

Antes de mencionar el resultado principal, mencionaremos las condiciones para V y

f que son las siguientes:

(f0) h ∈ (H1(R2))∗ y 0 <

∫

R2

h dx < +∞

(V1) V es continua y V (x) ≥ V0 > 0, para todo x ∈ R
2

(V2)
1

V
∈ L1(R2)

(h0) ĺım sup
t→+∞

máx{|ξ| : ξ ∈ ∂tF (x, t)}
eα0|t|2

< +∞ es uniforme en x ∈ R
2.

(h1) ĺım sup
t→0

2máx{|ξ| : ξ ∈ ∂tF (x, t)}
|t| < +∞ es uniforme en x ∈ R

2

(h2) Existe t0 ≥ 0 tal que:

f(x, t) = 0 para t < t0 y para todo x ∈ R
2

y

f(x, t) > 0 para t > t0 y para todo x ∈ R
2.

(h3) ĺım sup
t→0

2máx{|ξ| : ξ ∈ ∂tF (x, t)}
|t| < λ1 es uniforme en x ∈ R

2, donde

λ1 = ı́nf
u∈E\{0}

∫

R2(|∇u|2 + V (x)|u|2) dx
∫

R2 |u|2 dx

y

E :=

{

u ∈ H1(R2) :

∫

R2

V (x)u2 dx < +∞
}
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(h4) Existe un conjunto compacto K ⊂ R
2 y constantes positivas m,n y w > 2, tal

que

F (x, t) ≥ mtw − n para t ≥ 0 y para todo x ∈ K.

(h5) Existe c > 2 que verifica:

0 ≤ cF (x, t) ≤ tf(x, t) para t ≥ 0 y para todo x ∈ R
2.

(h6) Existen p > 2 y µ > 0 tal que

F (x, t) ≥ µ(tp − tp0) para t ≥ 0 y para todo x ∈ R
2.

El espacio de Hilbert E introducido en (h3) con el producto interno

〈u, v〉 =
∫

R2

(∇u∇v + V (x)uv) dx,

tiene asociado al producto interno, se tiene la norma

‖u‖ =

(∫

R2

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx
) 1

2

.

Las condiciones (V1), (V2) son utilizados para probar que el espacio E está inmerso

compactamente en H1(RN) y Lq(RN), para 1 ≤ q < ∞, ver [14, 22, 32]; la condi-

ción (h2) permite que la no linealidad pueda ser discontinua, además el crecimiento

exponencial cŕıtico de f es establecido por la condición (h0).

A continuación, se mencionará el resultado principal.

Teorema 0.1. Si (V1) − (V2) y (h0) − (h6). Entonces, existen constantes positivas

ǫ0, µ
∗ y t1, tales que, el problema posee una solución vǫ ∈ E, con Iǫ(vǫ) = dǫ > 0, para

todo ǫ ∈ (0, ǫ0), t0 ∈ [0, t1) y µ ≥ µ∗. Más aún, disminuyendo ǫ0 y t1, y aumentando

µ∗, si es necesario, se tiene dos soluciones µǫ, vǫ ∈ E con

Iǫ(uǫ) = cǫ < 0 < dǫ = Iǫ(vǫ).

La presente tesis se divide se la siguiente manera:



Introducción IX

En el capitulo 1 introduciremos los conceptos que serán útiles a lo largo de la tesis,

tales como gradiente generalizado, el Teorema paso de la montaña y el principio

variacional de Ekeland para abordar los siguientes caṕıtulos.

En el capitulo 2 y 3 se presentará los espacios de Orlicz y Orlicz-Sobolev, sus pro-

piedades aśı como importantes resultados para su uso en los caṕıtulos posteriores.

En el capitulo 4 se desarrolla el planteamiento variacional del problema (P). Asi-

mismo, estudiamos la existencia de soluciones no triviales del problema eĺıptico (P).



Caṕıtulo I

Preliminares

En el presente caṕıtulo se presentará definiciones, proposiciones y teoremas, esto

con el objetivo de ser utilizadas en los siguientes caṕıtulos de esta tesis. Introducido

por Clarke [13] se aplica el gradiente generalizado para funciones localmente Lipschitz

en espacios de Banach. La teoŕıa expuesta aqúı se puede encontrar en el articulo

publicado por Chang [12].

1.1. El gradiente generalizado

Definición 1.1. Sea X un espacio de Banach, Y un subconjunto de X. Una función

f : Y → R se dice que satisface la condición de Lipschitz (en Y ), si para algún

K > 0, se tiene

|f(y)− f(z)| ≤ K‖y − z‖, para todo y, z ∈ Y.

Definición 1.2. Sea X un espacio de Banach, f : X → R es un funcional Local-

mente Lipschitz, si para cada x ∈ X existen una vecindad abierta de x, V (x), y

una constante K(x) > 0, tales que:

|f(x1)− f(x2)| ≤ K‖x1 − x2‖, para todo x1, x2 ∈ V (x).

Definición 1.3. Sea f una función localmente lipschitziana en un punto x, v ∈ X

cualquier otro vector. La derivada direccional generalizada de f , f : X → R

1
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en x en la dirección v, denotada por f 0(x, v), es definida por:

f 0(x, v) = ĺım sup
y→x

f(x+ h+ tv)− f(x+ h)

t

donde t > 0.

Proposición 1.4. El derivada direccional generalizada cumple la siguientes propie-

dades:

(i) Para todo x ∈ X

f 0(x, v1 + v2) ≤ f 0(x, v1) + f 0(x, v2), ∀ v1, v2 ∈ X

y

f 0(x, kv) = kf 0(x, v), ∀ v1, v2 ∈ X, k ≥ 0

.

(ii) f 0(x, .) es un funcional convexo.

(iii) |f 0(x, v)| ≤ K(x)‖v‖, donde K(x) es la constante de Lipschitz y depende del

conjunto abierto V (x), para cada x ∈ X.

(iv) f 0(x, v) es una función semicontinua superiormente, es decir,

ĺım sup
j→∞

f 0(x, v) ≤ f 0(x, v)

donde ĺımj→∞(xj, vj) = (x, v), (x, v) ∈ X ×X

(v) f 0(x,−v) = (−f)0(x, v), para todo x, v ∈ X.

(vi) |f 0(x, u) − f 0(x, v)| ≤ K(x)‖u − v‖, para todo u, v ∈ X, es decir, f 0(x, .) :

X → R es una función Lipschitz.

Definición 1.5. El gradiente generalizado de una función f localmente Lipschitz

en x ∈ X, es un subconjunto de X∗, denotado por ∂f(x) ⊂ X∗, está dado por

∂f(x) = {ζ ∈ X∗ : f ◦(x; v) ≥ 〈ζ, v〉, ∀ v ∈ X}.



Caṕıtulo I. Preliminares 3

Ejemplo 1.6. Calcule la gradiente generalizada de la función f(x) = |x| en X = R

Lema 1.7. El gradiente generalizado de una función localmente lipschitz, es siempre

un conjunto no vaćıo.

Lema 1.8. Dados x, v ∈ X se tiene que f 0(x, v) = máx{〈ξ, v〉; ξ ∈ ∂f(x)}.

Proposición 1.9. Se tienen las siguientes propiedades relacionadas al gradiente

generalizado:

(i) Para todo x ∈ X el conjunto ∂f(x) ⊂ X∗ es convexo y compacto en la topoloǵıa

débil*. Además

‖ξ‖X∗ ≤ K(x) para todo ξ ∈ ∂f(x)

(ii) ∂f(x) es cerrado débil *.

(iii) Para cada x ∈ X, existe ξ0 ∈ ∂f(x) tal que

‖ξ0‖X∗ = mı́n{‖ξ‖X∗ : ξ ∈ ∂f(x)}

.

(iv) Si f ∈ C1(X,R) y g : X → R localmente lipschitz, entonces

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x)

.

1.2. Teorema del paso de la Montaña (TPM)

Teorema 1.10. Sean X un espacio de Hilbert, I ∈ C1(X,R), tales que I(0) = 0 y

(i) existen ρ, σ > 0 tales que I(u) ≥ σ, para todo ‖u‖ = ρ

(ii) existe e ∈ X tal que ‖e‖ > ρ y I(e) < 0

Entonces, para cada ǫ > 0, existe u ∈ X tal que

(i) c− 2ǫ ≤ I(u) ≤ c+ 2ǫ,
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(ii) ‖I ′(u)‖X−1 < 2ǫ,

donde

c := ı́nf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I(γ(t))

y

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e}.

En particular, del Teorema 1.10 para cada ǫ =
1

n
, existirá un satisfaciendo

c− 2

n
≤ I(un) ≤ c+

2

n
para cada n ∈ N

y

‖I ′(un)‖X−1 <
2

n
para cada n ∈ N

Consecuentemente, existe una sucesión (un) ∈ X tal que

I(un) → c y ‖I ′(un)‖X−1 → 0 cuando n→ +∞

Definición 1.11. (Brézis-Coron-Nirenberg [8]) Sea X un espacio de Banach, I ∈
C1(X,R) y c ∈ R. La función I verifica la condición de (PS) para el nivel c (PS)c

si dada cualquier sucesión (un) ⊂ X tal que

I(un) → c y ‖I ′(un)‖X−1 → 0 cuando n→ +∞

tiene una subsucesión convergente.

Teorema 1.12. (Ambrosetti-Rabowitz [5]) Sea I un funcional que satisface las con-

diciones del Teorema 1.10. Además, si I verifica la condición de (PS)c, entonces

I ′(c) = 0, esto es, c es punto cŕıtico para el I.

El valor cŕıtico encontrado en el Teorema 1.12 es no trivial, el cual es una conse-

cuencia de la condición (i) del Teorema 1.10 y de la definición del nivel minimax.
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1.3. Principio Variacional de Ekeland

Teorema 1.13. Sea X un espacio de Banach, ϕ ∈ C1(X,R) acotado inferiormente,

v ∈ X y ǫ, δ > 0. Si

ϕ(v) ≤ ı́nf
X
ϕ+ ǫ

entonces existe u ∈ X tal que

(i) ϕ(u) ≤ ı́nf
X
ϕ+ 2ǫ

(ii) ‖ϕ′(u)‖ < 8
ǫ

δ

(iii) ‖u− v‖ ≤ 2δ.

En particular del Teorema 1.13, para cada ǫ =
1

n
, existirá un satisfaciendo

ϕ(un) ≤ ı́nf
X
ϕ+

2

n
para cada n ∈ N

también

‖ϕ′(un)‖ <
8

nδ
para cada n ∈ N

Por consiguiente, existe una sucesión (un) ⊂ X tal que

ϕ(un) → ı́nf
X
ϕ, ‖ϕ′(un)‖ → 0 cuando n→ ∞

Corolario 1.14. Sea ϕ ∈ C1(X,R) acotado inferiormente. Si ϕ satisface la condición

de (P.S)c con c := ı́nf
X
ϕ, entonces toda sucesión minimizante para ϕ, es decir una

sucesión (un) tal que ĺımn→∞ ϕ(un) = ı́nf
X
ϕ, contiene una subsucesión convergente.

En particular, existe un mı́nimo para ϕ.
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Espacios de Orlicz

En este capitulo se introducirán los conceptos de función de Young, N- función, norma

de Luxemburg para definir un espacio de Orlicz; aśı mismo, de la condición ∆2 y el

espacio EΦ, donde este último es importante a que se mencionara sus propiedades

más resaltantes. Se omitirá las pruebas algunos de los resultados, los cuales pueden

encontrarse en [18, 26, 27]

2.1. Función de Young

Definición 2.1. Sea Φ : R → [0,∞) que cumple:

(i) Φ es una función convexa y continua

(ii) Φ(t) = 0 si y solo si t = 0

(iii) Φ es par

entonces Φ es una función de Young. Además si Φ verifica las siguientes condi-

ciones de crecimiento:

(iv)

ĺım
t→0

Φ(t)

t
= 0 y ĺım

t→+∞

Φ(t)

t
= +∞

se denomina a Φ una N-función

A continuación algunos ejemplos de N- funciones:

6
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Ejemplo 2.2. Φi es una N-función, para 1 ≤ i ≤ 4

(a) Φ1(t) = exp (t2)− 1, t ∈ R

(b) Φ2(t) = |t|p, p ∈ (1,+∞) y t ∈ R. Si p = 1, Φ1 es una función de Young.

(c) Φ3(t) = exp (|t|)− |t| − 1, t ∈ R

(d) Φ4(t) = (1 + |t|) ln (1 + |t|)− |t|, t ∈ R

Prueba. Probaremos que Φ1 es una N-función, las otras se prueban de manera análo-

ga. Verificaremos que Φ1 satisface las condiciones de (i) a (iv).

(i) La función exponencial es continua y derivable luego

Φ
′

1(t) = 2t exp (t2), entonces Φ
′′

1(t) = 4t2 exp (t2) + exp (t2) > 0

aśı Φ1(t) es convexa.

(ii) Φ1(0) = exp (02) − 1 = 0 y 1 = exp (t2), entonces t = 0, cumpliendo aśı la

condición 2

(iii) Φ1(−t) = exp ((−t)2)− 1 = exp (t2)− 1 = Φ1(t)

(iv) ĺım
t→0

Φ1(t)

t
= 0 utilizando L’ Hospital, además por la propiedad exp (t2) > t2

ĺım
t→+∞

Φ1(t)

t
= +∞

cumpliendo aśı las condiciones para una N-función.

Lema 2.3. Sea Φ : R −→ [0,+∞) dado por:

Φ(t) =

∫ t

0

ϕ(s)ds, (2.1)

donde:

ϕ(t) =

{

φ(t), t ≥ 0

−φ(−t), t < 0,
(2.2)

con φ : R+ −→ R+ que satisface:
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(i) φ es cont́ınua a la derecha y no decreciente en R+

(ii) φ(t) = 0 si y solo si t = 0

(iii) ĺım
t→+∞

φ(t) = +∞

(iv) φ(t) > 0, t > 0

entonces, Φ es una N-función.

Demostración. Ver [6]

Observación 2.4. La función Φ definida en el Lema 2.3 puede ser escrita de la

siguiente forma:

Φ(t) =

∫ |t|

0

φ(s)ds.

El siguiente resultado nos mostrará la validez de la rećıproca en el lema anterior:

Lema 2.5. Sea Φ : R −→ R una N-función. Existe φ : R+ −→ R+ que verifica las

hipotesis del Lema 2.3 tal que:

Φ(t) =

∫ |t|

0

φ(s)ds

y define una N-función.

Definición 2.6. La función Φ(t) es llamada una N-función si admite la representa-

ción

Φ(t) =

∫ |t|

0

φ(s)ds

donde φ verifica las hipotesis del Lema 2.3.

2.2. Espacios de Orlicz

A continuación construiremos un espacio que generalice los espacios de Lebesgue,

sera llamado espacios de Orlicz. En adelante Ω ⊂ R
N será un subconjunto abierto y

conexo.
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Definición 2.7. Sea Φ una N-función. Definimos el conjunto KΦ(Ω) dado por:

KΦ(Ω) =

{

u : Ω −→ R;

∫

Ω

Φ(u) dx < +∞
}

como la Clase de Orlicz.

A continuación verificaremos que KΦ(Ω) es convexo y que en general no define

un espacio vectorial.

Lema 2.8. Si Φ una N-función entonces KΦ(Ω) es convexo.

Demostración. En efecto, sea u, v ∈ KΦ(Ω)

∫

Ω

Φ(tu+ (1− t)v) dx ≤ t

∫

Ω

Φ(u) dx+ (1− t)

∫

Ω

Φ(v) dx < +∞ , t ∈ [0, 1]

donde la ultima desigualdad proviene de que Φ es una N-función, aśı tu+ (1− t)v ∈
KΦ(Ω).

Lema 2.9. KΦ(Ω) no siempre define un espacio vectorial.

Demostración. Sea Ω = (0, 1) ∈ R y considerese la función

Φ(t) = exp (t2)− 1, t ∈ (0, 1)

y sea

u(x) = ln
1
2

(

1√
x

)

Afirmación: u ∈ KΦ(Ω), pero
√
2u /∈ KΦ(Ω)

En efecto:

∫

Ω

Φ(u) dx =

∫ 1

0

(

exp (u2)− 1
)

dx =

∫ 1

0

(

exp

(

ln

(

1√
x

))

− 1

)

dx.

Luego
∫

Ω

Φ(u) dx =

∫ 1

0

( 1√
x
− 1
)

dx = 1 <∞
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aśı u ∈ KΦ(Ω).

Pero:

∫

Ω

Φ(
√
2u) dx =

∫ 1

0

(

exp ((
√
2u)2)− 1

)

dx

=

∫ 1

0

[

exp
(

2 ln
( 1√

x

))

− 1

]

dx = ĺım
b→0

∫ 1

0

(1

x
− 1
)

dx = −∞,

es decir,
√
2u /∈ KΦ(Ω).

Tomando en cuenta queKΦ(Ω) no es un espacio vectorial, construiremos un nuevo

conjunto, LΦ(Ω), que si posea mencionada estructura, será dada por:

LΦ(Ω) :=
{

u : Ω −→ R medible;

∫

Ω

Φ
(u

λ

)

dx < +∞, para algún λ > 0
}

Afirmación 2.10. LΦ(Ω) define un espacio vectorial.

Verificaremos solo la desigualdad triangular:

En efecto:

Sean u, v ∈ LΦ(Ω), existen constantes positivas λu, λv, tales que:

∫

Ω

Φ
( u

λu

)

dx < +∞ y

∫

Ω

Φ
( u

λv

)

dx < +∞.

Debemos probar que u+ v ∈ LΦ(Ω):

∫

Ω

Φ
( u+ v

λu + λv

)

dx =

∫

Ω

Φ
( λuu

λu(λu + λv)
+

λvv

λv(λu + λv)

)

dx.

y
λv

λu + λv
= 1− λu

λu + λv
.

Por la convexidad de Φ se tiene:

∫

Ω

Φ
( u+ v

λu + λv

)

dx ≤ λu
λu + λv

∫

Ω

Φ
( u

λu

)

dx+
λv

λu + λv

∫

Ω

Φ
( v

λv

)

dx < +∞.

Por tanto u+ v ∈ LΦ(Ω).
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La pregunta que surge ahora es: ¿el espacio LΦ(Ω) es mas refinado para genera-

lizar los espacios de Lebesgue? La respuesta a esta pregunta es śı, y su justificación

viene dada por el siguiente lema.

Lema 2.11. LΦ(Ω) es el menor subespacio vectorial que contiene KΦ(Ω).

Demostración. Sea V un subespacio vectorial que contiene KΦ(Ω). Dado u ∈ LΦ(Ω),

existe λ > 0 tal que
u

λ
∈ KΦ(Ω) por definición. Además de KΦ(Ω) ⊂ V se tiene que

u

λ
∈ V .Por lo tanto LΦ(Ω) ⊂ V .

Definición 2.12. El espacio vectorial LΦ(Ω) se denomina espacio de Orlicz.

2.2.1. Normas e inmersiones en el espacio de Orlicz

Definición 2.13. Sea LΦ(Ω) un espacio de Orlicz, definimos como norma de Lu-

xemburg a la aplicación | . |Φ : LΦ(Ω) −→ R, donde

|u|Φ = ı́nf

{

λ > 0;

∫

Ω

Φ
(u

λ

)

dx ≤ 1

}

para u ∈ LΦ(Ω).

Lema 2.14. La norma de Luxemburgo |.|Φ define una norma sobre el espacio LΦ(Ω).

Demostración. Se probara la condición de desigualdad triangular.

Sean u, v ∈ LΦ(Ω), además (λn), (ǫn) sucesiones minimizantes en |u|Φ; es decir, para
todo n ∈ N

∫

Ω

Φ

(

u

λn

)

dx ≤ 1, y ĺım
n→∞

λn = |u|Φ

y
∫

Ω

Φ

(

v

ǫn

)

dx ≤ 1, y ĺım
n→∞

ǫn = |v|Φ

entonces

∫

Ω

(

u+ v

λn + ǫn

)

dx =

∫

Ω

Φ

(

λnu

λn(λn + ǫn)
+

ǫnv

ǫn(λn + ǫn)

)

dx

≤ λn
λn + ǫn

∫

Ω

Φ

(

u

λn

)

+
ǫn

λn + ǫn

∫

Ω

Φ

(

v

ǫn

)

dx ≤ 1
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como u+ v ∈ LΦ(Ω) y definición anterior tenemos

|u+ v|Φ ≤ λn + ǫn

tomando el limite cuando n tiende al infinito:

|u+ v|Φ ≤ |u|Φ + |v|Φ

Observación 2.15. Otras normas conocidas aparte de la norma de Luxemburgo

son:

(a) Norma de Orlicz

‖u‖Φ,O := sup

{

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

uv dx

∣

∣

∣

∣

: v ∈ LΦ̃(Ω) y

∫

Ω

Φ̃(v) dx ≤ 1

}

(b) Norma de Amemiya

‖u‖Φ,A := ı́nf
k>0

{

1

k

(

1 +

∫

Ω

Φ(ku) dx

)

}

Para probar que LΦ(Ω) con la aplicación | . |Ω define un espacio de Banach es

necesario el siguiente lema:

Lema 2.16. Dado Φ una N-función, satisface:

(a) Φ(αt) ≤ αΦ(t) para todo α ∈ [0, 1] y para todo t ∈ R.

(b) Φ(βt) > βΦ(t), β ∈ (1,+∞) y t ∈ R

Demostración.

(a) Debido a la convexidad de Φ, se tiene:

Φ(αt) = Φ(αt+ 0(1− α)) ≤ αΦ(t), para todo 0 ≤ α ≤ 1.
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(b) Sin perdida de generalidad, considere 0 < t (Φ es par), luego

Φ

(

1

β
t

)

≤ 1

β
Φ(t)

Haciendo:s =
(

1
β

)

t. obtenemos

βΦ(s) ≤ Φ(βs), para s > 0

Lema 2.17. Si u ∈ LΦ(Ω) es una función no trivial, entonces

|u|Φ = mı́n
{

λ > 0;

∫

Ω

Φ
(u

λ

)

dx ≤ 1
}

Demostración. Sea

S =
{

λ > 0;

∫

Ω

Φ
(u

λ

)

≤ 1
}

(2.3)

se probará que |u|Φ ∈ S.

Como |u|Φ es una norma entonces es mayor a 0.

Sea (λn) sucesión minimizante en |u|Φ es decir, para todo n ∈ N

∫

Ω

Φ

(

u

λn

)

dx ≤ 1, y ĺım
n→∞

λn = |u|Φ

aśı

ĺım
n→∞

Φ

(

u

λn

)

= Φ

(

ĺım
n→∞

(

u

λn

))

= Φ

(

u

|u|Φ

)

por el lema de Fatou, Φ

(

u

|u|Φ

)

es integrable y

∫

Ω

Φ

(

u

|u|Φ

)

dx ≤ ĺım inf

∫

Ω

Φ

(

u

λn

)

≤ 1

por tanto |u|Φ ∈ S.
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Lema 2.18. Sea u : Ω −→ R una función medible y k0 > 0. Entonces

∫

Ω

Φ

(

u

k0

)

dx = 1

si y solamente si, |u|Φ = k0

Fijado p ≥ 1, sea Φ : R → R
+ una función dada por:

Φ(t) =
|t|p
p
, t ∈ R

Afirmamos que

KΦ(Ω) = Lp(Ω) = LΦ(Ω)

y

| . |Φ = p
−
1
p | . |p,

donde | . |p es la norma del espacio de Lebesgue Lp(Ω)

En efecto, notamos que u ∈ KΦ(Ω) si y solo

∫

Ω

Φ(u) dx < +∞

equivalente a
1

p

∫

Ω

|u|p dx < +∞

es decir u ∈ Lp(Ω). Por tanto KΦ(Ω) = LP (Ω)

Supongase ahora que u ∈ LΦ(Ω), equivalentemente tenemos

∫

Ω

Φ
(u

λ

)

dx < +∞

para algun λ > 0 o sea
1

pλp

∫

Ω

|u|p dx < +∞

donde esto sucede si y solo si, u ∈ Lp(Ω). Luego LΦ(Ω) = Lp(Ω)
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Se sigue que:

KΦ(Ω) = Lp(Ω) = LΦ(Ω)

Observe ahora que:

|u|Φ = ı́nf
{

λ > 0;

∫

Ω

Φ
(u

λ

)

dx ≤ 1
}

= ı́nf
{

λ > 0;
1

p
1
p

(∫

Ω

|u|p dx
)

1
p

≤ λ
}

= p
−
1
p |u|p.

Proposición 2.19. Si Ω es acotado, entonces LΦ(Ω) esta inmerso continuamente

en L1(Ω).

Proposición 2.20. El espacio de Orlicz LΦ(R
N) esta inmerso continuamente en

L1
loc(R

N).

Demostración. Dividiremos esta prueba en dos casos:

Caso 1: Para todo K ⊂ R
N compacto, LΦ(R

N) ⊂ L1(K).

Dado u ∈ LΦ(R
N), tenemos

∫

RN

Φ

( |u|
λ

)

dx < +∞ (2.4)

para algún λ > 0.

Como:

ĺım
t→+∞

Φ(t)

t
= +∞

por definición de ĺımite, existe un R > 0 tal que

Φ(t)

t
≥ 1, para todo t ≥ R

donde

Φ(|t|) ≥ |t|, |t| ≥ R (2.5)
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Fijado K ⊂ R
N compacto y sea A = {x ∈ K; |u| ≥ λR}, se sigue de (2.4) y (2.5)

∫

A

|u|
λ
dx ≤

∫

A

Φ

( |u|
λ

)

dx ≤
∫

RN

Φ

( |u|
λ

)

dx < +∞

y por tanto
∫

A

|u| dx < +∞

Luego,
∫

K

|u| dx =

∫

Ac

|u| dx+
∫

A

|u| dx

≤ λR|Ac|+
∫

A

|u| dx

≤ λR|K|+
∫

A

|u| dx < +∞

entonces u ∈ L1(K). Aśı LΦ(Ω) ⊂ L1(K).

Caso 2: Si K es un compacto de RN y j : LΦ(R
N) → L1(K) es el operador identidad,

entonces j es lineal y acotado. Se afirmar lo siguiente:

∫

RN

Φ (|u|) dx ≤ |u|Φ, para cada u ∈ LΦ(R
N) satisfaciendo |u|Φ ≤ 1. (2.6)

En efecto, sea u ∈ LΦ(R
N) tal que |u|Φ ≤ 1 y de la convexidad de Φ se sigue

∫

RN

Φ (|u|) dx =

∫

RN

Φ

(

|u|Φ
|u|
|u|Φ

)

dx ≤ |u|Φ
∫

RN

Φ

( |u|
|u|Φ

)

dx

por tanto por el Lema 2.17 se verifica (2.6).

Ahora, fijamos K ⊂ R
N compacto y dado u ∈ LΦ(R

N) definimos el conjunto

H = {x ∈ K; |u| ≤ R}, tenemos de (2.5)

∫

K

|u| dx =

∫

H

|u| dx+
∫

Hc

|u| dx ≤ R|H|+
∫

Hc

Φ(|u|) dx ≤ R|K|+
∫

RN

Φ(|u|) dx

aśımismo, para |u|Φ ≤ 1, se tiene por (2.6) que:

|j(u)|L1(K) =

∫

K

|u| dx ≤ R|K|+ |u|Φ ≤ R|K|+ 1 = C
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concluyendo que j es acotado. De los dos casos la proposición es verificada.

Observación 2.21. En la afirmación de la proposición anterior, se destaca que, si

u es un elemento del espacio LΦ(Ω) y verifica que su norma de Luxemburg es menor

que uno, entonces
∫

Ω

Φ (|u|) dx ≤ |u|Φ.

2.2.2. El espacio LΦ(R
N)

Lema 2.22. Sea u ∈ LΦ(Ω), con norma que satisface |u|Φ ≤ k, entonces

∫

Ω

Φ
(u

k

)

dx ≤ 1, para todo u ∈ LΦ(Ω).

Demostración. Como Φ es creciente y del Lema 2.18:

1 =

∫

Ω

Φ

(

u

|u|Φ

)

dx =

∫

Ω

Φ

( |u|
|u|Φ

)

dx ≥
∫

Ω

Φ

( |u|
k

)

dx,

para todo u ∈ LΦ(Ω) con |u|Φ ≤ k.

Proposición 2.23. Sea Ω ⊂ R
N un conjunto acotado y abierto. Entonces LΦ(Ω) es

un espacio de Banach.

Demostración. Dado (un) una sucesión de Cauchy en LΦ(Ω) se sigue de la proposi-

ción anterior que (un) es una sucesion de Cauchy en L1(Ω).

Como L1(Ω) es un espacio de Banach, (un) converge fuerte en L
1(Ω) para una función

u. De esto se tiene que

ĺım
n→+∞

un(x) = u(x), c.t.p x ∈ Ω, (2.7)

una subsucesión.

Desde que (un) una sucesión de Cauchy en LΦ(Ω)

Dado ǫ > 0

|un − um|Φ < ǫ,
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para m,n suficientemente grande, del Lema 2.22

∫

Ω

Φ

(

un − um
ǫ

)

dx ≤ 1

para n,m s.g. Para cada ǫ > 0 y n ∈ N, tenemos

Φ

(

un − um
ǫ

)

≥ 0, m ∈ N

y de (2.7)

ĺım
m→+∞

Φ

(

un − um
ǫ

)

= Φ

(

un − u

ǫ

)

c.t.p x ∈ Ω

asimismo , dado ǫ > 0 por el Lema de Fatou

∫

Ω

Φ

(

un − u

ǫ

)

≤ ĺım inf
m→+∞

∫

Ω

Φ

(

un − um
ǫ

)

≤ 1,

donde

|un − u|Φ < ǫ,

para n s.g, además

un − u ∈ LΦ(Ω).

En este caso un − u = w ∈ LΦ(Ω), luego u = un − w ∈ LΦ(Ω), mostrando aśı que

ĺım
n→+∞

un = u en LΦ(Ω),

y consecuentemente LΦ(Ω) es un espacio de Banach.

Proposición 2.24. LΦ(R
N) es un espacio de Banach.

Demostración. Sea (un) ⊂ LΦ(R
N) una sucesión de Cauchy, de la Proposición 2.23,

(un) es de Cauchy en L1(B1(0)). Como el mencionado espacio es de Banach, entonces

existe una subsucesión {u1n} de {un} tal que

ĺım
n→∞

u1n = u1 c.t.p en B1(0). (2.8)

Ahora se realiza el mismo procedimiento para B2(0) y como {u1n} es de Cauchy en



Caṕıtulo II. Espacios de Orlicz 19

ese espacio, obtenemos la subsucesión {u2n} de {u1n} tal que converge en casi todo

punto a la función u2 en L1(B2(0)); es decir,

ĺım
n→∞

u2n = u2 c.t.p en B2(0) (2.9)

De (2.8) y (2.9), se tiene

u1 = u2 c.t.p en B1(0)

Repitiendo este argumento, obtenemos la sucesión {un} en L1(Bk(0)) tal que

ĺım
n→∞

ukn = uk c.t.p en Bk(0)

y

uk = uj c.t.p en Bj(0)

para todo j + 1 ≤ k.

Ahora, considerando

vk(x) := ukk, x ∈ R
N

u(x) := uk(x), x ∈ Bk(0),

Aśı

ĺım
n→∞

vk = u c.t.p en R
N

y {vk} es una subsucesión de {un}.

Demostración. Existe n1 ∈ N tal que si n,m ≥ n1 entonces |fn − fm|Φ < 2−1

Existe n2 ∈ N con n2 > n1 tal que si n,m ≥ n2 entonces |fn − fm|Φ < 2−2

Existe n3 ∈ N con n3 > n2 tal que si n,m ≥ n3 entonces |fn − fm|Φ < 2−3

Por inducción se tiene una sucesión (nk) ⊂ N con n1 < n2 < ... < nk < ... tal que si

n,m ≥ nk entonces |fn − fm|Φ < 2−k ≤ 1

Dado k ∈ N definimos

gk =
k
∑

i=1

|fni+1
− fni

|
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y

g =
∞
∑

i=1

|fni+1
− fni

|

(gk) es una sucesión de funciones medibles no negativas, además |fni+1
−fni

| ∈ LΦ(Ω)

para i ≥ 1 entonces (gk) ∈ LΦ(Ω)

|gk|Φ =
∣

∣

∣

k
∑

i=1

|fni+1
− fni

|
∣

∣

∣

Φ
≤

k
∑

i=1

|fni+1
− fni

|Φ <
k
∑

i=1

2−k < 1

Como gk tiende a g cuando k tiende al infinito, entonces g ∈ LΦ(Ω), aplicamos el

Lema de Fatou a (gk)

∫

Ω

Φ(g) =

∫

Ω

Φ(ĺım inf gk) ≤ ĺım inf

(∫

Ω

Φ(gk)

)

≤ 1

entonces |g|Φ ≤ 1, aśı
∞
∑

i=1

|fni+1
− fni

| es absolutamente convergente y g(x) <∞.

Sea f : Ω → R tal que f(x) = fn1(x) +
∑∞

i=1(fni+1
(x)− fni

(x)) c.t.p de Ω. Observe

que

fnk
= fn1 +

k−1
∑

i=1

(fni+1
(x)− fni

(x)), ∀k ≥ 1

Siendo (fnk
) ⊂ (fn) es tal que ĺımk→∞ fnk

= f c.t.p en Ω, esto prueba que f es

medible. Veamos que f ∈ LΦ(Ω).

Dado 0 < ǫ < 1, existe n0 ∈ N tal que si n,m ≥ n0 entonces |fn − fm| <
ǫ

2
. Para

m ≥ n0 y nk ≥ n0 se tiene |fnk
− fm| <

ǫ

2
.

∫

Ω

Φ(|f − fm|) dx =

∫

Ω

Φ
(

ĺım
k→∞

|fnk
− fm|

)

dx =

∫

Ω

Φ(ĺım inf |fnk
− fm|)

≤ ĺım inf

∫

Ω

Φ(|fnk
− fm|) ≤ 1

obtenemos |fnk
− fm|Φ ≤ 1, ahora sea w = f − fm ∈ LΦΩ entonces f ∈ LΦΩ, mas

aún |f − fm|Φ <
ǫ

2
< ǫ. Por tanto ĺımm→∞ |f − fm|Φ = 0
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2.3. Condición ∆2 y espacio EΦ

En la sección anterior, se ha observado que no siempre una clase de Orlicz KΦ(Ω)

es un espacio vectorial. A continuación se presentará algunos resultados para N-

funciones que satisfacen una condición especial, la Condición ∆2 y posteriormente

verificaremos que esta condición es necesaria y suficiente para que KΦ(Ω) sea un

espacio vectorial, o aún mejor, para que KΦ(Ω) = LΦ(Ω).

Definición 2.25. Una función Φ satisface la Condición ∆2 y se escribe Φ ∈ ∆2,

si existen t0 ≥ 0 y k > 0 , tales que

Φ(2t) ≤ kΦ(t), para t ≥ t0

Para el caso donde |Ω| = +∞, decimos que Φ ∈ ∆2 si Φ verifica esta desigualdad

para t0 = 0.

Lema 2.26. La función satisface la condición ∆2 si, y solo si para cada s > 1,

existen t0 y ks > 0 tales que

Φ(st) ≤ ksΦ(t), para t ≥ t0

Para el caso donde |Ω| = +∞ el resultado vale para todo t0 = 0.

Proposición 2.27. Sea Ω ⊂ R
N un conjunto abierto de medida finita con Φ ∈ ∆2.

Entonces

ĺım un = u en LΦ(Ω) si y solo si ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(|un − u|) dx = 0

Demostración. Si ĺım un = u en LΦ(Ω), entonces ĺım |un − u|Φ = 0, donde

|un − u|Φ < 1,

para n suficientemente grande, como Φ es par

∫

Ω

Φ

(

un − u

|un − u|Φ

)

dx ≤ 1
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del Lema 2.16
1

|un − u|Φ

∫

Ω

Φ(un − u) dx ≤ 1

entonces
∫

Ω

Φ(un − u) dx ≤ |un − u|Φ

por lo que,

ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(un − u) dx = 0.

Para la reciproca, se utiliza el Lema 2.26 para cada 0 < s < 1 existen constantes

ks, ts > 0 que satisfacen

Φ

(

t

s

)

≤ ksΦ(t),

para todo t ≥ ts. De ah́ı haciendo vn = |un − u| y M = {x ∈ Ω; |vn| ≤ ts}, tenemos

∫

Ω

Φ
(vn
s

)

dx =

∫

M

Φ
(vn
s

)

dx+

∫

Mc

Φ
(vn
s

)

dx

≤
∫

M

Φ
(vn
s

)

dx+ ks

∫

Mc

Φ (vn) dx

Por otro lado, como ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ (vn) dx = 0, entonces

ĺım
n→∞

ks

∫

Mc

Φ (vn) dx = 0

Afirmamos que ĺım
n→∞

∫

M

Φ
(vn
s

)

dx = 0

En efecto, consideramos

xn :=

∫

M

Φ
(vn
s

)

dx, n ∈ N.

Como ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ (vn) dx = 0, entonces existe una subsucesión {vnk
} tal que

ĺım
k→∞

vnk
(x) = 0 c.t.p en Ω
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asimismo,

ĺımΦ

(

vnk
(x)

s

)

χ[|vnk
|≤ts](x) = 0, para c.t.p en Ω (2.10)

donde χ[|vnk
|≤ts] es una función caracteristica de N = {x ∈ Ω : vnk

(x) ≤ ts}.
Observamos también que:

Φ

(

vnk
(x)

s

)

χN(x) ≤ Φ

(

ts
s

)

∈ L1(Ω). (2.11)

De (2.10) y (2.11) se sigue que

ĺım

∫

Ω

Φ

(

vnk
(x)

s

)

χN(x) dx = 0

es decir

ĺım

∫

N

Φ
(vnk

s

)

dx = 0

De esta forma,
∫

Ω

Φ
(vnk

s

)

dx ≤ 1

para nk s.g. Por tanto,

|vnk
|Φ ≤ s, para nk suficientemente grande. (2.12)

Repitiendo este argumento, concluimos que toda subsucesión de {vn} admite una

subsucesión que converge a 0 en LΦ(Ω). Luego,

ĺım
n→+∞

|vn|Φ = 0

esto es:

ĺım
n→+∞

|un − u|Φ = 0.

Para el caso de Ω = R
N, teniendo en cuenta que ts = 0, la demostración es de

manera similar.

Proposición 2.28. KΦ(Ω) es un espacio vectorial (esto es KΦ(Ω) = LΦ(Ω)) si, y
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solo si Φ satisface la condición ∆2.

Demostración. Suponga que Φ satisface la condición ∆2.

Para mostrarnos que KΦ(Ω) es un espacio vectorial, debemos probar que

i) 0 ∈ KΦ(Ω)

ii) u+ v ∈ KΦ(Ω); para u, v ∈ KΦ(Ω)

iii) lu ∈ KΦ(Ω), para l ∈ R y u ∈ KΦ(Ω)

La verificación del primer item es inmediata.

Se probara primero el tercer item (iii): Dado l ∈ R, fijado n ∈ N con |l| ≤ 2n

Luego:

Φ(lu(x)) = Φ(|l|u(x)) ≤ Φ(2nu(x)) ≤ knΦ(u(x)), con u(x) ≥ t0 y x ∈ Ω (2.13)

para algún t0 ≥ 0.

Considerando

A = {x ∈ Ω : |u(x)| < t0}

se obtiene que

∫

Ω

Φ(lu) dx =

∫

A

Φ(lu) dx+

∫

Ω\A

Φ(lu) dx ≤
∫

A

Φ(lu) dx+ kn
∫

Ω\A

Φ(u) dx

donde

≤ Φ(lt0)|A|+ kn
∫

Ω

Φ(u) dx < +∞

lo que implica que lu ∈ KΦ(Ω). En el caso Ω = R
N tendŕıamos que A vació, aśı el

resultado seguiŕıa siendo valido.

Verificaremos el segundo item: Dados u, v ∈ KΦ(Ω), se sigue de Φ convexa que:

∫

Ω

Φ

(

1

2
(u+ v)

)

dx ≤ 1

2

(∫

Ω

Φ(u) dx+

∫

Ω

Φ(v) dx

)

< +∞

De (iii)

u+ v = 2

(

1

2
(u+ v)

)

∈ KΦ(Ω)
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Rećıprocamente, suponga por contradicción que Φ no verifica la condición ∆2

aśı, existe {tn} ⊂ R tal que ĺım
t→+∞

tn = +∞ verificando:

Φ(tn) <
1

n
Φ(2tn), n ∈ N (2.14)

Sin perdida de generalidad, suponga que {tn} sea una sucesión creciente. Y considere

{Ωn} una sucesión de subconjuntos de Ω disjuntos, satisfaciendo:

|Ωn| :=
c

n3/2Φ(tn)
(2.15)

donde c > 0 y tomando suficientemente pequeño, tal que

∞
∑

n=1

|Ωn| < |Ω|

ya que
∞
∑

n=1

1

n
3
2Φ(tn)

< +∞

Observe que en el caso Ω = R
N la constante c es innecesaria.

Considerando

u(x) =
∞
∑

n=1

tnχΩn
(x), x ∈ Ω

tenemos

Φ(u) = Φ

(

∞
∑

n=1

tnχΩn
(x)

)

= Φ

(

ĺım
k→∞

k
∑

n=1

Φ(tn)χΩn
(x)

)

= ĺım
k→∞

Φ

(

k
∑

n=1

Φ(tn)χΩn
(x)

)

de donde se obtiene

Φ(u) = ĺım
k→∞

k
∑

n=1

Φ(tn)χΩn
(x)

Se sigue del teorema de convergencia monótona:

∫

Ω

Φ(u) dx = ĺım
k→+∞

∫

Ω

k
∑

n=1

Φ(tn)χΩn
(x)) dx
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donde se sigue de (2.15)

∫

Ω

Φ(u) dx = ĺım
k→+∞

k
∑

n=1

Φ(tn)|Ωn| = c

∞
∑

n=1

1

n
3
2

< +∞

Por otro lado, por (2.14) y (2.15)

∫

Ω

Φ(2u) dx =
∞
∑

n=1

Φ(2tn)|Ωn| >
∞
∑

n=1

nΦ(tn)|Ωn| = c

∞
∑

n=1

n−
1
2 = +∞

que es una contradicción.

Observaciones 2.29.

1. Dada una N-función Φ ∈ ∆2, existen constantes positivas a, b, tal que

Φ(t) ≤ atb

para un t suficientemente grande. Es decir, Φ tiende al infinito por debajo de una

función polinomial.

Considere t0 ≥ 0 y k > 0 tal que :

Φ(2t) ≤ kΦ(t), t ≥ t0 > 1,

siendo aśı

Φ(2nt0) ≤ knΦ(t0)

Dado t > 0 suficientemente grande, tomando n ∈ N tal que t ∈ [2n, 2n+1t0] luego

Φ(t) ≤ Φ(2n+1t0) ≤ kn+1Φ(t0) = kΦ(t0)2
n log2 k ≤ kΦ(t0)t

log2 k

aśı

Φ(t) ≤ atb, (2.16)

donde a = kΦ(t0) y b = log2 k
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2. El hecho de que Φ es una N-función que tiende al infinito por debajo de una función

polinomial, no garantiza que Φ cumpla la condición ∆2.

a. Φ(t) = |t|p

p
, p ∈ (1,+∞) satisface la condición ∆2:

Φ(2t) = kΦ(t), (2.17)

donde k = 2p

b. Φ1(t) = exp (t2) − 1 y Φ2(t) = exp |t| − |t| − 1 No cumplen la condición ∆2,

debido a que las funciones Φ1(t) y Φ2(t) tiende al infinito mas rapido que

cualquier función polinomial.

Proposición 2.30. Si Φ satisface la condición ∆2 , entonces

{un} es acotada en LΦ(Ω) si y solo si {
∫

Ω

Φ(|un|) dx} es acotada.

Demostración. Sea {un} acotada en LΦ(Ω), existe K > 0 tal que |un|Φ ≤ K

|un|Φ
K

≤ 1.

Ahora usando la condición ∆2,

∫

Ω

Φ(un) dx =

∫

Ω

Φ

(

|un|Φ
K

un
|un|Φ
K

)

dx ≤ |un|Φ
K

∫

Ω

Φ

(

K
un

|un|Φ

)

dx

≤ CK
|un|Φ
K

∫

Ω

Φ

(

un
|un|Φ

)

dx ≤ CK

donde la penúltima desigualdad se debe a la condición ∆2, por tanto, {
∫

Ω
Φ(|un|)dx}

es acotado.

Rećıprocamente, supongamos por contradicción que {un} no sea acotada en LΦ(Ω),

es decir, ĺım
n→∞

|un|Φ = ∞. aśı para un n s.g se tiene |un|Φ > 1, con lo que

∫

Ω

Φ(|un|) dx > |un|Φ
∫

Ω

Φ

(

un
|un|Φ

)

dx = |un|Φ,
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para n s.g. Haciendo tender n al infinito en la desigualdad anterior, se tiene

ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(|un|) dx = ∞

2.4. El espacio EΦ(Ω)

Sea Ω un dominio acotado, definamos

EΦ(Ω) := L∞(Ω)
|.|Φ

Se probará que el espacio EΦ(Ω) es el mayor espacio vectorial contenido en la clase

de Orlicz KΦ(Ω). Además, de eso, este espacio sera igual al espacio de Orlicz LΦ(Ω)

si y solo si Φ satisface la condición ∆2.

Si Ω = R
N , considere

EΦ(R
N) := B0(RN)

|.|Φ
,

donde B0(R
N) = {u ∈ L∞(RN), supp(u) ⊂⊂ R

N}
Afirmamos que

EΦ(Ω) ⊂ KΦ(Ω)

En efecto, sea u ∈ EΦ(Ω). Entonces existe v ∈ L∞(Ω) tal que

‖u− v‖Φ <
1

2
,

donde
∫

Ω

Φ

(

u− v

1/2

)

dx ≤ 1,

es decir
∫

Ω

Φ(2(u− v)) dx ≤ 1

entonces 2(u− v) ∈ KΦ(Ω).

Desde que

u =
1

2
(2u− 2v) +

1

2
(2v),
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tenemos

∫

Ω

Φ(u)dx =

∫

Ω

Φ

(

1

2
(2u− 2v) +

1

2
(2v)

)

≤ 1

2

∫

Ω

Φ(2v)dx+
1

2

∫

Ω

Φ(2u−2v)dx < +∞

donde u ∈ KΦ(Ω). Y por tanto EΦ(Ω) ⊂ KΦ(Ω).

Observamos anteriormente que KΦ(Ω) esta , en general, estrictamente contenido en

el espacio de Orlicz LΦ(Ω). De este hecho podemos concluir que, en general, L∞(Ω)

no es denso en LΦ(Ω). A continuacion veremos que EΦ(Ω) define un espacio vectorial,

concluyendo aśı que EΦ(Ω) está, en general, estrictamente contenido en KΦ(Ω)

Lema 2.31. Definiendo

D =

{

u ∈ LΦ(Ω); d|.|Φ(u,EΦ(Ω)) <
1

2

}

el cual está incluido en KΦ(Ω), esto es D ⊂ KΦ(Ω).

Demostración. Sea u ∈ D y w ∈ EΦ(Ω) tales que

|u− w|Φ <
1

2

de este hecho,

|u− w|Φ <
1

2
− δ (2.18)

para δ > 0.

Sea v ∈ L∞(Ω), tal que

|w − v|Φ < δ (2.19)

De (2.18) y (2.19)

|u− v|Φ ≤ |u− w|Φ + |w − v|Φ

donde
∫

Ω

Φ(2(u− v)) dx ≤ 1,

implicando

u =
1

2
(2u− 2v) +

1

2
(2v) ∈ KΦ(Ω)

con lo que esta probado.
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Lema 2.32. Sea A = {u ∈ LΦ(Ω); dist(u,EΦ(Ω)) ≤ 1}. Entonces KΦ(Ω) ⊂ A.

Demostración. Sea u ∈ KΦ(Ω) considere

un(x) =







u(x) si |u(x)| ≤ n

0 si o.c

Note que {un} ⊂ L∞(Ω)

Considerando

Ω∞ = {y ∈ Ω; u(y) = ±∞}

tenemos

|Ω∞| = 0 (2.20)

porque

∫

Ω

Φ(u) dx < +∞. Con lo que

ĺım
n→∞

Φ(u(x))χ[|u|>n](x) = 0 c.t.p x ∈ Ω

Por lo tanto, desde que

Φ(u(x))χ[|u|>n](x) ≤ Φ(u(x)) c.t.p x ∈ Ω y n ∈ N

tenemos por el TCDL que

ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(u− un) dx = ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(u(x))χ[|u|>n](x) = 0

donde se sigue para n s.g
∫

Ω

Φ(u− un) dx ≤ 1

que implica

|u− un|Φ ≤ 1

para n suficientemente grande, luego

d(u,EΦ(Ω)) ≤ 1
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como se queŕıa mostrar.

Observación 2.33. D ⊂ KΦ(Ω) ⊂ A

Proposición 2.34. EΦ(Ω) es el mayor subespacio vectorial contenido en KΦ(Ω).

Demostración. Supongamos que exista V tal que EΦ(Ω) ⊂ V ⊂ KΦ(Ω) y sea u ∈ V

entonces u ∈ KΦ(Ω) tal que

λu ∈ KΦ(Ω), λ ∈ R

Mostraremos ahora que:

〈u〉 ⊂ EΦ(Ω),

es decir u ∈ EΦ(Ω). Supongamos por contradicción que u /∈ EΦ(Ω), luego

d|.|Φ(u,EΦ(Ω)) > 0 (2.21)

Para λ > 0, tenemos

d|.|Φ(λu,EΦ(Ω)) = ı́nf
w∈EΦ(Ω)

|w − λu|Φ = ı́nf
w∈EΦ(Ω)

λ
∣

∣

∣

w

λ
− u
∣

∣

∣

Φ
= λ ı́nf

λŵ∈EΦ(Ω)
|u− ŵ|Φ

= λd|.|Φ(u,EΦ(Ω))

De (2.21) para d|.|Φ(u,EΦ(Ω))
−1 < λ:

1 < d|.|Φ(λu,EΦ(Ω)),

Del Lema 2.32, λu /∈ KΦ(Ω) para d|.|Φ(u,EΦ(Ω))
−1 < λ contradiciendo el hecho de

λu ∈ KΦ(Ω), λ ∈ R (2.22)

Luego, u ∈ EΦ(Ω).

Observación 2.35. Por lo visto anteriormente , podemos concluir que LΦ(Ω) es el

menor subespacio vectorial que contiene a KΦ(Ω) y que EΦ(Ω) es el mayor subespacio

vectorial que esta contenido en KΦ(Ω).

Corolario 2.36. EΦ(Ω) = LΦ(Ω) si y solo si Φ satisface la condición ∆2.
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Demostración. Si EΦ(Ω) = LΦ(Ω), entonces del hecho de que

EΦ(Ω) ⊂ KΦ(Ω) ⊂ LΦ(Ω)

tenemos

KΦ(Ω) = EΦ(Ω) = LΦ(Ω)

de donde se sigue que KΦ(Ω) es un subespacio vectorial, y por tanto Φ verifica la

condición ∆2.

Rećıprocamente, si Φ satisface la condición ∆2, entonces KΦ(Ω) = LΦ(Ω), de don-

de se sigue, por el hecho de que EΦ(Ω) es el mayor subespacio vectorial que esta

contenido en KΦ(Ω), que EΦ(Ω) = KΦ(Ω) = LΦ(Ω).

Proposición 2.37. El espacio EΦ(Ω) es separable. Además, el espacio C0(Ω) de las

funciones continuas con soporte compacto en Ω es denso en EΦ(Ω), esto es

C0(Ω)
|.|Φ

= EΦ(Ω)

Demostración. Ver [21].

Proposición 2.38. LΦ(Ω) es separable si y solo si, Φ satisface la condición ∆2

Demostración. Ver [21].



Caṕıtulo III

Espacios de Orlicz-Sobolev

La principal motivación de este capitulo es describir los espacios de Orlicz-

Sobolev, aśı como sus propiedades e inmersiones, el mencionado espacio es una ge-

neralización de los espacios de Sobolev; además se verá que el dual de un espacio de

Orlicz se asocia con otro espacio de Orlicz. El lector puede encontrar las principales

demostraciones de las proposiciones en [19, 20]

3.1. Dualidad en los espacios de Orlicz

En esta sección nuestro objetivo es identificar quien es el espacio dual del espacio

de Orlicz. En lo que sigue, se considerará f : R → R un funcional semicontinua a la

derecha y convexa. Aśı:

epi(f) = {(s, b) ∈ R× R; f(s) ≤ b}

donde epi(f) 6= 0, ademas es un subconjunto convexo sobre R× R.

Definición 3.1. Se define función conjugada (o transformada de Legendre)

de f a la función evaluada en los reales

f̃(t) = sup{st− f(s); s ∈ R}

Lema 3.2. Considere Λ = {(t, a) ∈ R
2; f̃(t) ≤ a} = epi(f̃) y para cada (t, a) ∈ Λ

33
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defina:

At,a = {(s, b) ∈ R
2; st− a ≤ b}

Entonces

epi(f) =
⋂

(t,a)∈Λ

At,a.

Lema 3.3. Dado t ∈ R, considerando

At = {(s, b); st− f̃(t) ≤ b},

tenemos

epi(f) =
⋂

(t,a)∈epi(f̃)

At,a =
⋂

t∈R

At.

Lema 3.4. La función conjugada de f̃(esto es ˜̃f es la función f , es decir f ≡ ˜̃f .

Lema 3.5. Si f es una N-función, entonces f̃ también es una N-función.

Proposición 3.6. Considere Φ una N-función dada por

Φ(t) =

∫ |t|

0

φ(s)ds

donde φ : R+ → R
+ satisface las condiciones de (i)− (iv) del Lema 2.3. Definiendo

φ̃(s) = sup{t ∈ R
+;φ(t) ≤ s}

y

Φ̃(t) =

∫ |t|

0

φ̃(s)ds

entonces que Φ̃ es una N-función.

Observaciones 3.7.

(a) Las funciones definidas en la Proposición 3.6, φ̃, Φ̃ son funciones conjugadas

de φ y Φ, respectivamente.

(b) Si φ̃ y φ son funciones continuas en R
+, entonces φ es la inversa de φ̃ en R

+.
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(c) La función φ puede ser definida de la siguiente manera:

φ(t) = sup{s, φ̃(s) ≤ t}, con t ∈ R
+.

Proposición 3.8. (Desigualdad de Young) Sea Φ una N-función y Φ̃ la función

conjugada de Φ. Entonces

Φ(t) + Φ̃(s) ≥ ts, t, s ∈ R

Demostración. Por demostrar.

Lema 3.9. Sea Φ y Φ̃ un par de funciones complementarias. Entonces las siguientes

propiedades se verifican para todo t > 0,

(i) Φ̃(φ(t)) ≤ Φ(2t), t ≥ 0

(ii) Φ̃

(

Φ(t)

t

)

; < Φ(t),

(iii) t < Φ−1(t)Φ̃−1(t).

Lema 3.10. Sea ξ(t) = máx{t, t2} y Φ̃ la función conjugada asociada a Φ. Entonces

para t, r positivos,

(a) Φ̃

(

Φ(t)

t

)

(b) Φ̃(tr) ≤ ξ(t)Φ̃(r).

Por lo tanto, Φ̃ ∈ ∆2, EΦ̃(R
2) = LΦ̃(R

2) y LΦ̃(R
2) es separable.

Observación 3.11. La función Φ̃ puede ser definida de la siguiente forma:

Φ̃(t) = sup
s∈R+

{st− Φ(s)}, t ∈ R
+.

En efecto, desde que

st ≤ Φ(s) + Φ̃(t), s, t ∈ R
+

tenemos

Φ̃(t) ≥ st− Φ(s), s, t ∈ R
+
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En particular, para s = φ(t)

Φ̃(t) = φ(t)t− Φ(φ(t)), t ∈ R
+

luego,

Φ̃(t) = sup
s∈R+

{st− Φ(s)}, t ∈ R
+. (3.1)

Mostrando aśı que Φ̃ es la función conjugada de Φ.

A continuación se construirá una función conjugada a partir de una N-función

dada.

1. Fijado p > 1, sea

f(t) =
1

p
|t|p, t ∈ R

Para encontrar f̃ , considere

ξ(s) = st− 1

p
sp, s ∈ R

+

En este caso los puntos de ξ determinan la función conjugada f̃ . Por este hecho,

ahora obtendremos estos puntos máximos. De

ξ′(s) = t− sp−1, s ∈ R
+,

se tiene

ξ′(s) = 0 si y solo si t− sp−1 = 0,

es decir

s = t
1

p−1

Asumiendo que t ≥ 0, obtenemos:

f̃(t) = máx
s∈R+

{st− f(s)} = t
p

p−1 − f
(

t
1

p−1

)

= q−1tq,
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donde
1

p
+
1

q
= 1. Ahora, utilizando el hecho de que f̃ es par, podemos concluir:

f̃(t) =
1

q
|t|q, 1

p
+

1

q
= 1

Proposición 3.12. Sea Φ una N-función y Φ̃ la función conjugada de Φ.

Si

u ∈ LΦ(Ω) y v ∈ LΦ̃(Ω)

entonces

(i) uv ∈ L1(Ω);

(ii)

∫

Ω

uv dx ≤ 2|u|Φ|v|Φ̃ (Desigualdad de Hölder)

Ahora es posible mostrar que el espacio LΦ̃(Ω) esta contenido en el espacio dual

de LΦ(Ω), LΦ(Ω)
∗. Si el funcional Φ no cumple la condición ∆2, entonces la inclusión

es estricta.

De hecho, dado v ∈ LΦ̃(Ω) sea φv : LΦ(Ω) → R un funcional por

φv(u) =

∫

Ω

vu dx, u ∈ LΦ(Ω). (3.2)

Se sigue de la Proposición 3.12 que φv ∈ LΦ(Ω)
∗.

Supóngase que Φ no cumple la condición ∆2. En este caso EΦ(Ω) es un subconjunto

propio de LΦ(Ω) por el Corolario 2.36. Como EΦ(Ω) es cerrado en LΦ(Ω) (debido a

que EΦ(Ω) = L∞(Ω)
‖.‖Φ

), existe f ∈ LΦ(Ω)
∗ con f nulo satisfaciendo

f(u) = 0, u ∈ EΦ(Ω) (3.3)

Suponga por contradicción que exista v ∈ LΦ̃(Ω) verificando

f(u) =

∫

Ω

uv dx, u ∈ LΦ(Ω). (3.4)
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Considerando u = sgn(v) ∈ EΦ(Ω), se sigue de 3.3

0 = f(u) =

∫

Ω

uv dx =

∫

Ω

|v| dx (3.5)

donde v(x) = 0 c.t.p x ∈ Ω, implicando aśı f ≡ 0, lo que es una contradicción.

A continuación se mostrarán dos lemas, que serán útiles para comprobar que el

dual del espacio EΦ(Ω) (equivalentemente, el dual EΦ̃(Ω)) puede ser identificado con

el espacio de Orlicz LΦ̃(Ω) (equivalentemente, el espacio LΦ(Ω)).

Lema 3.13. Sea w ∈ LΦ(Ω). Si

1 < |w|Φ,

entonces
∫

Ω

Φ(w) ≥ |w|Φ dx

Demostración. Supongamos que

∫

Ω

Φ(w) < |w|Φ dx.

Como
1

|w|Φ
< 1 y del Lema 2.16, se tiene:

1 =

∫

Ω

Φ(
w

|w|Φ
) dx ≤ 1

|w|Φ

∫

Ω

Φ(w) dx < 1,

lo que es una contradicción.

En lo que sigue consideraremos Ω ⊂ R
N un conjunto de medida finita.

Teorema 3.14. EΦ(Ω)
∗ = LΦ̃(Ω)(equivalentemente EΦ̃(Ω)

∗ = LΦ(Ω)).

Demostración. Afirmamos que

LΦ̃(Ω) ⊂ EΦ(Ω)
∗ = LΦ(Ω).
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En efecto para cada v̂ ∈ LΦ̃(Ω) podemos definir

Ψv̂ : EΦ → R

u→ Ψv̂(u) =

∫

Ω

uv̂(u) dx,

de modo que Ψv̂ ∈ EΦ(Ω)
∗. Mostremos ahora que:

EΦ(Ω)
∗ ⊂ LΦ̃(Ω).

Sea Ψ ∈ EΦ(Ω)
∗ y considere

Σ = {U ⊂ Ω;U es medible}.

Sea µ : Σ → R, dada por

µ(U) = Ψ(χU), U ∈ Σ,

donde χU es la función caracteŕıstica con relación al subconjunto U . Si |U | = 0,

tenemos

χU(x) = 0 para casi todo punto x ∈ Ω,

donde Ψ(χU) = 0, esto es µ(U)es nulo.

Como µ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, se sigue

del teorema de Radon-Nikodin, que existe una función v ∈ L1(Ω) tal que

µ(U) =

∫

U

v(x) dx.

De este hecho , considerando w =
n
∑

i=1

αiχAi
, donde Ai ⊂ Ω, i = 1, ..., n son subcon-

juntos medibles y {αi}ni=1 ⊂ R, tenemos

Ψ(w) =
n
∑

i=1

αiΨ(χAi
) =

n
∑

i=1

αi

∫

Ai

v dx =

∫

Ω

wv dx. (3.6)

Dado u ∈ L∞, se sigue que existen {u1n}, {u2n} sucesiones de funciones simples no
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negativas, tales que

ĺım
n→+∞

{u1n} = u+

y

ĺım
n→+∞

{u2n} = u−,

convergen puntualmente en Ω, además

{u1n} ≤ u+, x ∈ Ω , n ∈ N

y

{u2n} ≤ u−, x ∈ Ω , n ∈ N.

Ahora para cada ǫ > 0 tenemos

ĺım
n→+∞

Φ

(

(u1n − u2n)− u

ǫ

)

= 0 puntualmente en Ω

y

Φ

(

(u1n(x)− u2n(x))− u(x)

ǫ

)

≤ Φ

(

2|u(x)|
ǫ

)

x ∈ Ω , n ∈ N

Se sigue del TCDL que

∫

Ω

Φ

(

(u1n − u2n)− u

ǫ

)

≤ 1, ǫ > 0

para n s.g, donde

|(u1n − u2n)− u|Φ ≤ ǫ,

para n suficientemente grande.

Puesto que Ψ ∈ EΦ(Ω)
∗, tenemos

ĺım
n→+∞

Ψ(u1n − u2n) = Ψ(u) enR. (3.7)

Por otro lado, desde que

|(u1n − u2n)v|Φ ≤ |uv| ∈ L1(Ω)
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y

ĺım
n→+∞

(u1n − u2n)v = uv puntualmente en Ω,

aplicamos nuevamente por el TCDL

∫

Ω

(u1n − u2n)v dx =

∫

Ω

uv dx. (3.8)

De (3.6)

Ψv(u
1
n − u2n) = Ψv(u

1
n)−Ψv(u

2
n) =

∫

Ω

(u1n − u2n)v dx,

aplicando limite cuando n tiende al infinito, de (3.7) y (3.8)

Ψ(u) =

∫

Ω

uv dx.

Aśı el funcional Ψ ∈ EΦ(Ω)
∗ restricto a L∞(Ω) es:

Ψ(u) =

∫

Ω

uv dx, u ∈ L∞(Ω). (3.9)

Probaremos que v ∈ L1, obtenido por el Teorema de Radon-Nikodym, pertence a

LΦ̃(Ω). Dado n ∈ N, considérese vn una función por parte de v, dada por:

vn =







v(x) si |v(n)| ≤ n

0 · n si |v(x)| > n,

y

ũn(x) =











Φ

(

vn(x)

λ

)

si vn(x) 6= 0

0 · n si o.c

donde λ = ‖Ψ‖∗. Note que ũn ⊂ L∞. De este hecho, para justificar que v ∈ LΦ̃(Ω),

basta probar que
∫

Ω

Φ̃
(vn
λ

)

dx ≤ 1, n ∈ N. (3.10)
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puesto que por el Lema de Fatou

∫

Ω

Φ̃
(v

λ

)

dx ≤ ĺım inf
n→+∞

∫

Ω

Φ̃
(vn
λ

)

dx ≤ 1,

con lo que v ∈ LΦ̃(Ω) y además,

|v|Φ̃ ≤ λ

donde λ = ‖Ψ‖∗ y como que (ũn) ⊂ L∞, tenemos de (3.9)

Ψ(ũn) =

∫

Ω

ũnvdx =

∫

[vn 6=0]

Φ̃(vn/λ)

vn/λ
= λ

∫

[vn 6=0]

Φ̃(vn/λ)
v

vn
dx = λ

∫

[vn 6=0]

Φ̃(vn/λ)dx

(3.11)

Por otro lado,

|Ψ(ũn)| ≤ ‖Ψ‖∗|ũn|Φ = λ|ũn|Φ, n ∈ N. (3.12)

Afirmamos que

|ũn|Φ ≤ 1 para todo n ∈ N

Si |ũn|Φ > 1 para algún n ∈ N, se sigue del Lema 3.13

|ũn|Φ ≤
∫

Ω

Φ(ṽn) dx =

∫

[un 6=0]

Φ̃(vn/λ)

vn/λ
dx,

implicando del Lema 3.9 (ii) que

|ũn|Φ <
∫

[un 6=0]

Φ̃
(vn
λ

)

dx =

∫

Ω

Φ̃
(vn
λ

)

dx, (3.13)

de (3.12) y (3.13)

|Ψ(ũn)| < λ

∫

[un 6=0]

Φ̃
(vn
λ

)

dx = λ

∫

Ω

Φ̃
(vn
λ

)

dx

lo que es una contradicción con (3.11). Luego, |ũn|Φ ≤ 1, n ∈ N de (3.11) y (3.12) se

tiene

λ ≥ |Ψ(ũn)| =
∣

∣

∣
λ

∫

Ω

Φ̃
(vn
λ

)

dx
∣

∣

∣
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es decir,
∫

Ω

Φ̃
(vn
λ

)

dx ≤ 1

mostrando aśı (3.10).

Se ha concluido que dado Ψ ∈ EΦ(Ω)
∗, existe v ∈ LΦ̃(Ω), con

Ψ(u) =

∫

Ω

uv dx. u ∈ L∞(Ω).

Si u ∈ EΦ(Ω), se toma una sucesión {un} ⊂ L∞(Ω) tal que

ĺım
n→∞

|un − u|Φ = 0

y tendremos de la desigualdad de Hölder de la Proposición 3.12

ĺım
n→∞

∫

Ω

unv dx =

∫

Ω

uv dx;

por tanto

Ψ(u) =

∫

Ω

uv dx, u ∈ EΦ(Ω).

Teorema 3.15. LΦ(Ω) es reflexivo si y solo si, Φ y Φ̃ satisfacen la condición ∆2.

Demostración. Si Φ y Φ̃ satisfacen la condición ∆2, tenemos

EΦ(Ω) = LΦ(Ω) y EΦ̃(Ω) = LΦ̃(Ω)

Luego

LΦ(Ω)
∗ = EΦ(Ω)

∗ = LΦ̃(Ω) (3.14)

y

LΦ̃(Ω)
∗ = EΦ̃(Ω)

∗ = LΦ(Ω) (3.15)

Considere ahora que LΦ(Ω) sea un espacio reflexivo, esto es

LΦ(Ω)
∗∗ = LΦ(Ω).
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Rećıprocamente, desde que EΦ(Ω) es un subespacio cerrado de LΦ(Ω),

EΦ(Ω) es reflexivo, esto es EΦ(Ω) = EΦ(Ω)
∗∗

Se sigue de

LΦ(Ω) ⊂ LΦ̃(Ω)
∗ = [EΦ(Ω)

∗]∗ = EΦ(Ω).

Mostrando que EΦ(Ω) = LΦ(Ω), y por tanto Φ satisface la condición ∆2.

Mostremos ahora que Φ̃ ∈ ∆2

En efecto, suponga por contradicción que Φ̃ no cumple la condición ∆2. Entonces

LΦ̃(Ω)
∗ 6⊂ LΦ(Ω).

Sin embargo, como Φ ∈ ∆2

EΦ(Ω) = EΦ(Ω)
∗∗ = LΦ̃(Ω)

∗ 6⊂ LΦ(Ω),

lo que es una contradicción.

3.2. Espacios de Orlicz-Sobolev

Observamos que el espacio de Orlicz LΦ(Ω) es una generalización natural de los

espacios de Lebesgue Lp(Ω). Se definirá el espacio de Orlicz-Sobolev W 1,Φ(Ω) es una

generalización del espacio de Sobolev W 1,p(Ω). En lo que sigue se considera Ω un

abierto en R
N .

Definición 3.16. Dada una N-función Φ, se define como espacio de Orlicz-Sobolev,

W 1,Φ(Ω), al conjunto

W 1,Φ(Ω) =
{

u ∈ LΦ(Ω) : existen f1, ..., fn ∈ LΦ(Ω) tales que
∫

Ω

u
∂ψ

∂xi
dx = −

∫

Ω

fiψ dx, ψ ∈ C∞
0 (Ω) y i = 1, ..., n

}
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Observaciones 3.17. Generalizando, dado m ∈ N

Wm,Φ(Ω) =
{

u ∈ LΦ(Ω) : existen {gα} ∈ LΦ(Ω), α = (α1, ..., αn), tales que
∫

Ω

u
∂αψ

∂xα1
1 ...∂x

αN

N

dx = (−1)‖α‖S
∫

Ω

gαψ dx,

para cualquier ψ ∈ C∞
0 (Ω) y ‖α‖S ≤ m

}

Observación 3.18. Si u ∈ W 1,Φ(Ω) entonces tales fi son únicos. Aśı denotaremos

∂u

∂xi
= fi y ∇u =

(

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xN

)

Observación 3.19. Sobre W 1,Φ(Ω), podemos establecer

|u|1,Φ,Ω = máx
1≤i≤N

{

|u|Φ,
∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂xi

∣

∣

∣

∣

∣

}

Lema 3.20. La norma |.|1,Φ,Ω es equivalente a la siguiente norma para u ∈ W 1,Φ(Ω)

|u|1,Φ = |u|Φ + |∇u|Φ.

Teorema 3.21. W 1,Φ(Ω) es un espacio de Banach

Teorema 3.22. Suponga Φ una N-función satisfaciendo la condición ∆2, tenemos:

(i) W 1,Φ(Ω) es separable.

(ii) Para T ∈ W 1,Φ(Ω)∗ existen {vi}Ni=0 ⊂ LΦ̃(Ω) tales que:

T (u) =

∫

Ω

uv0 dx+
N
∑

i=1

∫

Ω

∂u

∂xi
vi dx

(iii) W 1,Φ(Ω) es reflexivo, si Φ̃ ∈ ∆2 también.
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3.2.1. Inmersiones de Orlicz y Orlicz-Sobolev

Definición 3.23. Sea Φ1 y Φ2 dos N-funciones. Se dice que Φ2 crece estricta-

mente mas lento que Φ1 y escribiremos Φ2 ≺≺ Φ1 , cuando para todo k > 0

ĺım
t→+∞

Φ2(kt)

Φ1(t)
= 0

Teorema 3.24. Si |Ω| <∞ y Φ2 ≺ Φ1, entonces

LΦ1(Ω) →֒ LΦ2(Ω)

es una inmersión continua.

Demostración. Por hipótesis, Φ2 ≺ Φ1, tomamos k y t0 positivos tales que

Φ2(kt) ≤ Φ1(t), t ≥ t0

Nótese que

LΦ1(Ω) ⊂ LΦ2(Ω)

Sea t1 =
1

k
Φ−1

2

(

1

2|Ω|

)

y c = máx
{

1,
Φ2(kt0)

Φ1(t1)

}

Afirmamos que para todo t ≥ t1, tenemos

Φ2(kt) ≤ cΦ1(t).

En efecto, de echo si t1 ≥ t0 no hay nada que hace, puesto que c ≥ 1. Ahora, si

t1 < t0, observamos que para t ≥ t0 la desigualdad se sigue inmediatamente.

aśı, tomando t ∈ [t1, t0] tenemos

Φ1(t1) ≤ Φ1(t) (3.16)

y

Φ2(kt) ≤ Φ2(kt0) (3.17)
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De (3.16) y (3.17):

Φ2(kt) ≤ Φ2(kt0) ≤ Φ2(kt0)
Φ1(t)

Φ1(t1)
≤ cΦ1(t).

se cumple (3.16) Dado u ∈ LΦ1(Ω), defina

Ωu =
{

x ∈ Ω;
|u(x)|
2c|u|Φ1

< t1

}

De la afirmación anterior se tiene

∫

Ω

Φ2

(

k|u(x)|
2c|u|Φ1

)

dx =

∫

Ωu

Φ2

(

k|u(x)|
2c|u|Φ1

)

dx+

∫

Ω\Ωu

Φ2

(

k|u(x)|
2c|u|Φ1

)

dx

≤ Φ2(kt1)|Ωu|+ c

∫

Ω\Ωu

Φ1

( |u(x)|
2c|u|Φ1

)

dx

=
|Ωu|
2|Ω| + c

∫

Ω\Ωu

Φ1

( |u(x)|
2c|u|Φ1

)

dx

≤ 1

2
+ c

∫

Ω\Ωu

Φ1

( |u(x)|
2c|u|Φ1

)

dx

Se sigue del hecho de 2c ≥ 1, esto es
1

2c
∈ [0, 1] que

∫

Ω

Φ2

(

k|u|
2c|u|Φ1

)

dx ≤ 1

2
+

c

2c

∫

Ω\Ωu

Φ1

( |u|
|u|Φ1

)

dx ≤ 1

donde se sique que

|u|Φ2 ≤
2c

k
|u|Φ1

mostrando aśı la continuidad de la inmersión.

Teorema 3.25. Suponga que |Ω| <∞ y Φ2 ≺≺ Φ1. Si una sucesión (un) en LΦ1(Ω)

es acotada y convergente en medida , la misma es convergente en LΦ2(Ω).

Demostración. Dado ǫ > 0, defina

vjk(x) =
uj(x)− uk(x)

ǫ
, x ∈ Ω.
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Por hipótesis, (vjk) es una sucesión acotada en LΦ1(Ω). Entonces existe R > 0, tal

que

|vjk|Φ1 ≤ R, j, k ∈ N. (3.18)

Desde que Φ2 ≺≺ Φ1, tomemos t0 tal que

Φ2(t) ≤ Φ1

(

1

4R
t

)

, t ≥ t0,

donde se sigue que

Φ2(t) ≤
1

4
Φ1

(

t

R

)

, t ≥ t0, (3.19)

Fijemos δ :=
1

Φ2(t0)
y

Ωjk :=
{

x ∈ Ω; |vjk(x)| ≥ Φ−1
2

(

1

2|Ω|

)

}

Desde que (un) converge en medida, tomamos N ∈ N suficientemente grande

|Ωjk| ≤ δ para todo j, k ≥ N (3.20)

Se considera ahora

Ω′
jk :=

{

x ∈ Ωjk; |vjk(x)| ≥ t0

}

y

Ω′′
jk := Ωjk \ Ω′

jk

tenemos

∫

Ω

Φ2(|vjk(x)|) dx =

∫

Ω\Ωjk

Φ2(|vjk(x)|) dx+
∫

Ω′
jk

Φ2(|vjk(x)|) dx+
∫

Ω′′
jk

Φ2(|vjk(x)|) dx

se sigue de (3.19)

∫

Ω

Φ2(|vjk(x)|) dx ≤
∫

Ω\Ωjk

Φ2(|vjk(x)|) dx+
1

4

∫

Ω′
jk

Φ1

( |vjk(x)|
R

)

dx+ Φ2(t0)|Ω′′
jk|

≤ 1

2
+

1

4

∫

Ω

Φ1

( |vjk|
R

)

dx+ Φ2(t0)|Ω′′
jk|
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implicando de (3.18) y (3.20)

∫

Ω

Φ2(|vjk(x)|) dx ≤ 1, j, k ≥ N

Luego, |vjk|Φ2 ≤ 1 esto es

|uj − uk|Φ2 < ǫ (3.21)

justificando aśı que (un) es una sucesión de Cauchy en LΦ2(Ω). Y por tanto, (un) es

convergente en LΦ2(Ω), ya que LΦ2(Ω) es un espacio de Banach.

Corolario 3.26. Suponga que |Ω| < ∞ y Φ2 ≺≺ Φ1. Si S ⊂ LΦ1(Ω) es acotado en

LΦ1(Ω) y precompacto en el espacio de Lebesgue de las funciones integrables L1(Ω)

entonces S es precompacto en LΦ2(Ω).

Demostración. Supóngase que toda sucesión convergente en L1(Ω) y convergente en

medida. En efecto, este corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.25

En el próximo Lema establecerá una nueva N-función Φ∗ asociada a Φ. Verifi-

caremos mas adelante que esta es una N-función critica para obtener inmersiones

compactas en los espacios de Orlicz-Sobolev.

Lema 3.27. Sea Φ una N-función satisfaciendo

∫ 1

0

Φ−1(τ)

τ 1+
1
N

dτ < +∞ (3.22)

y
∫ ∞

1

Φ−1(τ)

τ 1+
1
N

dτ = +∞, (3.23)

entonces la función Φ−1
∗ : R+ → R+ dada por

Φ−1
∗ (t) =

∫ t

0

Φ−1(τ)

τ 1+
1
N

dτ, (3.24)

es biyectiva y su inversa Φ∗ extendida en toda la recta es una N-función.

Observación 3.28. Supóngase Φ(t) = |t|p. Si Φ satisface las hipótesis (3.22) y

(3.23), entonces 1 ≤ p < N . Se observa que la inversa de Φ en intervalo [0,+∞) es
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determinada por la función

Φ−1(t) = t
1
p . (3.25)

De este hecho, tenemos

Φ−1(t)

t1+
1
N

=
t
1
p

t1+
1
N

= t
N−p(N+1)

pN

Considerando α = N−p(N+1)
pN

, note que

∫ 1

0

tαdt < +∞ si y solo si α > −1,

o sea
∫ 1

0

tαdt < +∞ si y solo si N > P. (3.26)

Además,
∫ 1

0

tαdt < +∞ si y solo si p ≤ N (3.27)

De (3.26) y (3.27), podemos concluir que Φ satisface las hipótesis del Lema 3.27 si

y solo si p < N . Note que para cada p < N se tiene

Φ−1
∗ (t) =

pN

N − p
t
N−p

Np

y por tanto

Φ∗(t) =
N − p

Np
|t|

N−p

Np , t ∈ R,

como p∗ = Np
N−p

, obtenemos

Φ∗(t) =
1

p∗
|t|p∗ para cada t ∈ R.

En adelante, Ω denotará un dominio admisible, esto es, un dominio donde ocurra la

inmersión continua de Sobolev del espacio W 1,1(Ω) en Lq(Ω) para todo 1 ≤ q ≤ N
N−1

.

Teorema 3.29. Sea Ω un dominio abierto y admisible. Suponga que la N-función Φ

satisface las hipótesis del Lema 3.27. Si Φ−1
∗ es dada por

Φ−1
∗ (t) =

∫ t

0

Φ−1(s)

s1+
1
N
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entonces

W 1,Φ(Ω) →֒ LΦ∗(Ω)

inmersión continua. Además de eso, si |Ω| < +∞ y Ψ es una N-función creciendo

estrictamente mas lento que Φ∗, entonces W
1,Φ(Ω) esta inmerso compactamente en

LΨ(Ω).

Observación 3.30. Debido a N-función Φ∗ es la función limite para obtener una

inmersión compacta, se dice que Φ∗ es una función de crecimiento critico de Φ.

3.3. El espacio W 1,Φ
0 (Ω)

Se define W 1,Φ
0 (Ω) como la cerradura del espacio C∞

0 (Ω) con relación a la norma

|u|W 1,Φ
0 (Ω) = |∇u|Φ + |u|Φ

esto es:

W 1,Φ
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
|.|1,Φ

3.3.1. Desigualdad de Poincaré en el espacio W 1,Φ
0

(Ω)

Teorema 3.31. Sea Ω un dominio acotado y Φ una N-función. Para todo u ∈
W 1,Φ

0 (Ω), se cumple
∫

Ω

Φ(|u|) dx ≤ C

∫

Ω

Φ(|∇u|) dx

donde C es una constante que depende de Φ.

Demostración. Desde que Ω es acotado, suponga que

Ω ⊂ (a, b)× R
N−1,

donde a y b son constantes reales. Dado ϕ ∈ C∞
0 (a, b), se tiene por el TFC que

ϕ(t) =

∫ t

a

ϕ′(s)ds, t ∈ (a, b),
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entonces

|ϕ(t)| ≤
∫ t

a

|ϕ′(s)|ds, t ∈ (a, b)

aśı

|ϕ(t)| ≤
∫ b

a

|ϕ′(s)|ds, t ∈ (a, b) (3.28)

Considerando ψ ∈ C∞
0 (Ω) y x = (t, x′), con x′ = (x2, ..., xN)

|ψ(x)| = |ψ(t, x′) = |ψx′(t)| ≤
∫ b

a

|ψ′
x′(t)|dt (3.29)

Usando la desigualdad de Jensen, obtenemos:

∫

Ω

Φ(ψ(x)) dx =

∫

RN−1

∫ b

a

Φ(|ψ(t, x′)|)dt dx′ ≤
∫

RN−1

∫ b

a

Φ

(∫ b

a

|ψ′
x′(s)|ds

)

dt dx′

= (b− a)

∫

RN−1

Φ

(

(b− a)
∫ b

a
| ∂ψ
∂x1

(s, x′)|ds
∫ b

a
1ds

)

dx′

donde

∫

Ω

Φ(ψ(x)) dx ≤ (b− a)

∫

RN−1

Φ

(

(b− a)
∫ b

a
| ∂ψ
∂x1

(s, x′)|ds
∫ b

a
1ds

)

dx′

≤ (b− a)

∫

RN−1

1

b− a

∫ b

a

Φ

(

(b− a)| ∂ψ
∂x1

(s, x′)|
)

ds dx′

=

∫

Ω

Φ

(

(b− a)| ∂ψ
∂x1

(x)|
)

dx ≤ C

∫

Ω

Φ(|∇ψ|) dx

(3.30)

Dado u ∈ W 1,Φ
0 (Ω), considere {ϕn} ⊂ C∞

0 (Ω) satisfaciendo

ĺım
n→∞

ϕn = u, en W 1,Φ
0 (Ω),

es decir,

ĺım
n→∞

|∇(ϕn − u)|Φ = 0

En este caso

ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(|∇(ϕn − u)|) dx = 0
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donde se sigue de Brezis-Lieb que

ĺım
n→∞

∫

Ω

(Φ(|∇ϕn|)− Φ(|∇ϕn −∇u|)− Φ(|∇u|)) = 0

de ah́ı

ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(|∇ϕn|) dx =

∫

Ω

Φ(|∇u|) dx (3.31)

De modo análogo, se muestra que:

ĺım
n→∞

∫

Ω

Φ(|ϕn|) dx =

∫

Ω

Φ(|u|) dx, (3.32)

de (3.30)
∫

Ω

Φ(|ϕn|) dx ≤ C

∫

Ω

Φ(|∇ϕn|) dx, n ∈ N,

haciendo tender a n hacia el infinito, obtenemos de (3.31) y (3.32)

∫

Ω

Φ(|u|) dx ≤ C

∫

Ω

Φ(|∇u|) dx, u ∈ W 1,Φ
0 (Ω).

Observación 3.32. Observamos la demostración de la Desigualdad de Poincaré,

podemos refinar las hipótesis del mismo, solicitando que Ω sea solo acotado en una

dirección

Corolario 3.33. Suponga que |Ω| <∞. Entonces

|u|Φ ≤ C|∇u|Φ (3.33)

para todo u ∈ W 1,Φ
0 (Ω)

Se sigue de este corolario que la norma definida por |∇u|Φ es equivalente a la

norma |u|W 1,Φ
0 (Ω). De este hecho, |∇u|Φ puede ser definido como la norma para el

espacio W 1,Φ
0 (Ω)

Proposición 3.34. W 1,Φ
0 (Ω) es un espacio de Banach reflexivo y separable.
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Demostración. De hecho, desde queW 1,Φ
0 (Ω) es un subespacio cerrado deW 1,Φ(Ω) y

además se sabe que W 1,Φ(Ω) es un espacio de Banach reflexivo (puesto que Φ ∈ ∆2

y por el Teorema 3.22), se sigue que W 1,Φ
0 (Ω) es un espacio de Banach reflexivo.

Debido a Donaldson e Trudinger 1971 [15] existe una constante γ = γ(N), tal

que

|u|Φ∗ ≤ γ|∇u|Φ, u ∈ W 1,Φ
0 (Ω)

dicho de otra manera W 1,Φ
0 (Ω) esta inmerso continuamente en LΦ∗(Ω).



Caṕıtulo IV

Ecuación eĺıptica con crecimiento

exponencial cŕıtico

Se estudiará la existencia de soluciones no triviales de la siguiente ecuación eĺıpti-

ca

−△u+ V (x)u− ǫh(x) ∈ ∂tF (x, u) en R
2 (4.1)

donde ǫ > 0, V una función continua con algunas condiciones, h ∈ (H1(R2))∗ y

∂tF (x, u), que es el gradiente generalizado de F (x, t) con respecto a t y F (x, t) =
∫

R2 f(x, s)ds. Se asume que f es una función discontinua con crecimiento critico ex-

ponencial, se aplicara métodos variacionales para encontrar solución de (4.1) cuando

ǫ es suficientemente pequeño.

4.1. Hipótesis y consideraciones previas

Una función f tiene crecimiento cŕıtico exponencial si existe α0 > 0 tal que:

ĺım
|s|→∞

f(s)

eαs2
=







0, para todo α > α0

+∞, para todo α < α0.
(4.2)

Supongamos que existe α0 > 0 tal que:

55
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(h0) ĺım sup
t→+∞

máx{|ξ| : ξ ∈ ∂tF (x, t)}
eα0|t|2

< +∞ es uniforme en x ∈ R
2.

(h1) ĺım sup
t→0

2máx{|ξ| : ξ ∈ ∂tF (x, t)}
|t| < +∞ es uniforme en x ∈ R

2

Las condiciones para V, h y f fueron presentadas en la introducción. En (h3), el

espacio E es un espacio de Hilbert

E :=

{

u ∈ H1(R2) :

∫

R2

V (x)u2 dx < +∞
}

con el producto interno

〈u, v〉 =
∫

R2

(∇u∇v + V (x)uv) dx.

Asociado al producto interno, se tiene la norma

‖u‖ =

(∫

R2

(|∇u|2 + V (x)|u|2)dx
) 1

2

La desigualdad de Hölder junto a la condición (V2), tiene como consecuencia:

(E1) E esta inmerso compactamente en Lq(R2) para todo q ≥ 1.

Lema 4.1. Sea X = H1
0 (Ω) o X = H1(Ω), donde Ω ⊂ R

2 es un dominio acotado

suave o Ω = R
2. Entonces, X esta inmerso continuamente en EΦ(Ω).

Demostración. Ver [3]

Por otra parte, se utiliza la condición (V1) para implicar que E esta inmerso

continuamente en H1(R2), esto junto al Lema previo muestra,

(E2) E →֒ H1(R2) →֒ EΦ(Ω).

Sea Ω un dominio acotado en R
2, por la desigualdad de Trudinger-Moser. para

todo α > 0 y u ∈ H1
0 (Ω), e

αu2 ∈ L1(Ω), ver [25, 36]. Mas aún, existe una constante

C > 0 tal que

sup
‖u‖

H1
0
≤1

∫

Ω

eαu
2

dx ≤ C|Ω|, si α ≤ 4π
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Otra versión en el espacio H1(Ω) fue probada por Adimurthi, Yadava [1], mencio-

na que si Ω es un dominio acotado con borde suave, luego para cualquier u ∈ H1(Ω)

∫

Ω

eαu
2

dx < +∞, para todo α > 0.

El siguiente resultado es una extensión para todo el espacio R
2 obtenido por Cao

[9].

Proposición 4.2. Si α > 0 y u ∈ H1(R2) entonces

∫

R2

(

eαu
2 − 1

)

dx < +∞.

Además, si ‖∇u‖22 ≤ 1, ‖u‖2 ≤ M < ∞ y α < 4π entonces existe una constante

positiva C = C(M,α) tal que

∫

R2

(

eαu
2 − 1

)

dx ≤ C(M,α).

Lema 4.3. (Ver [33]) Para p = 2. Sea α > 0 y r > 1. Entonces se cumple la

siguiente desigualdad

(eα|t|
2 − 1)r ≤ erα|t|

2 − 1, para todo t ∈ R.

4.2. Planteamiento variacional

Lema 4.4. Sea α > 0 y (un) sea una sucesión en H1(R2) con

ĺım sup
n→+∞

‖un‖ <
√

4π

α
.

Luego, existe t > 1, t próximo a 1, y C > 0 satisfaciendo

∫

R2

(

eα|un|
2 − 1

)t

dx ≤ C, para todo n ∈ N.

Demostración. Como

ĺım sup
n→+∞

‖un‖ <
√

4π

α
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existen 0 < m y n0 ∈ R tal que

‖un‖2 < m <
4π

α
, para todo n ≥ n0

Sea t > 1, con t próximo a 1, con αtm < 4π, entonces

∫

R2

(

eα|un|
2 − 1

)t

dx ≤
∫

R2

(

eαt|un|
2 − 1

)

dx =

∫

R2

(

eαt‖un‖
2(

|un|
‖un‖

)2 − 1
)

dx

para cada n ≥ n0. Consecuentemente, por la Proposición 4.2 se obtiene

∫

R2

(

eα|un|
2 − 1

)t

dx ≤
∫

R2

(

eαtm(
|un|
‖un‖

)2 − 1
)

≤ C1 para todo n ≥ n0,

para alguna constante positiva C1. Ahora, tomando

C2 = máx
1≤i≤n0−1

∫

R2

(

eα|ui|
2 − 1

)t

dx.

Por lo tanto, es suficiente considerar C = máx{C1, C2}.

Lema 4.5. Sea β,M constantes positivas que satisfacen βM < 4π y 2 < q. Si

‖u‖2 ≤M , entonces existe C = C(β,M, q) > 0 tal que,

∫

R2

|u|q
(

eβ|u|
2 − 1

)

dx ≤ C(β)‖u‖q.

Demostración. Ver [24]

Sea f : R2 × R → R sea una función medible para cada t ∈ R y localmente

Lipchitz para cada x ∈ R
2 verificando:

(h2) Existe t0 ≥ 0 tal que

f(x, t) = 0 para t < t0 y todo x ∈ R
2

y

f(x, t) > 0 para t > t0 y todo x ∈ R
2.
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(h∗) Existen constantes positivas α0, c1, c2 > 0 tal que

|ξ| ≤ c1|u|+ c2(e
α0|u|2 − 1), para todo ξ ∈ ∂tF (x, u) y x ∈ R

2

donde F (x, t) =
∫ t

0
f(x, s)ds.

Teorema 4.6. Supongamos que se satisface (h2) y (h∗). Entonces, el funcional Ψ :

EΦ(Ω) → R dado por

Ψ(u) =

∫

Ω

F (x, u) dx (4.3)

está bien definida y Ψ ∈ Liploc(EΦ(Ω),R).

Demostración. Ver ??

Lema 4.7. Sea ψ : R → R
+ sea una N-función y

ĺım
n→∞

fn = f en Eψ(Ω) (4.4)

Entonces , existe f̂ ∈ Eψ(Ω) y una subsucesión de {fn}, denotado por {fmk
}, tal que

(i) ĺım
k→∞

fmk
(x) = f(x) c.t.p x ∈ Ω

(ii) |fmk
(x)| ≤ f̂(x) c.t.p x ∈ Ω

Demostración. Como

ĺım
m→∞

|fm − f |ψ = 0

Tenemos por la Proposición 2.27

ĺım
m→∞

∫

Ω

ψ(fm − f) dx = 0.

Entonces existe una subsucesión de {fn}, denotado por {fmk
}, tal que

ĺım
k→∞

ψ(fmk
− f)(x) = 0 c.t.p en Ω

y

ĺım
k→∞

(fmk
− f)(x) = ĺım

k→∞
ψ−1 ◦ ψ(|(fmk

− f)(x)|)(x) = 0 c.t.p en Ω
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aśı

ĺım
k→∞

fmk
(x) = f(x) c.t.p en Ω.

Definimos:

ζm =
m
∑

k=1

|fnk+1
− fmk

|

además |fnk+1
− fnk

| ∈ Eψ(Ω), entonces (ζm) ∈ Eψ(Ω) con

|fnk+1
− fnk

|ψ <
1

2k
, ∀k ∈ N

Denotaremos fk := fnk
. Para n ≤ m,

|ζm − ζn|ψ ≤
m
∑

k=n

|fk+1 − fk|ψ ≤
m
∑

k=n

1

2k

de donde el ultimo termino converge a 0 cuando m tiende al infinito, obtenemos que

{ζm} ⊂ Eψ(Ω) es una sucesión de Cauchy en Eψ(Ω). Como Eψ(Ω) es un espacio de

Banach, existe ζ ∈ Eψ(Ω) tal que

ĺım
m→∞

ζm = ζ, en Eψ(Ω).

Luego

ĺım
m→∞

∫

Ω

ψ(ζm − ζ) dx = 0

entonces existe una subsucesión con

ĺım
k→∞

ζmk
(x) = ζ(x) en c.t.p de Ω,

ζmk
(x) ≤ ζ(x) en c.t.p de Ω y k ∈ N.

Por otro lado, para n ≤ m,

|(fm − fn)(x)| ≤ ζm(x) ≤ ζ(x) en c.t.p de Ω (4.5)
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Tomando f̂ = ζ + |f | ∈ Eψ(Ω) y haciendo tender n hacia el infinito, obtenemos

|fm(x)| ≤ f̂(x) en c.t.p de Ω para todo m ∈ N.

Teorema 4.8. Supongamos que se cumple (h∗) y que f(x, t) y f(x, t) son N-funciones

medibles. Si Ω ⊂ R
2 es un dominio acotado o Ω = R

2, luego para cada u ∈ EΦ(Ω),

∂Ψ(u) ⊂ ∂tF (x, u) = [f(x, u(x), f(x, u(x)] c.t.p en Ω. (4.6)

Más aún

∂Ψ|X(u) ⊂ ∂Ψ(u), u ∈ X, (4.7)

donde X = H1
0 (Ω) o X = H1(Ω), la inclusión anterior significa que dado ξ ∈

∂Ψ(u) ⊂ EΦ(Ω)
∗, existe ξ̃ ∈ LΦ̃ la cual satisface

(a) 〈ξ, v〉 =
∫

Ω
ξ̃v dx, para todo v ∈ EΦ(Ω).

(b) ξ̃(x) ∈ ∂tF (x, u) c.t.p en Ω.

Demostración. Dados v, u ∈ EΦ(Ω), sea {gj} ⊂ EΦ(Ω) con ĺım
j→∞

gj = 0 en EΦ(Ω) y

{gj} ⊂ R+ con ĺım
j→∞

λj = 0 tal que

Ψ0(u, v) = ĺım
j→∞

∫

Ω

F (u+ gj + λjv)− F (u+ gj)

λj
dx (4.8)

Tomando

Fj(u, v) :=
F (u+ gj + λjv)− F (u+ gj)

λj

el teorema de Lebourg garantiza que existe ξj ∈ ∂tF (x, θj), con θj en el segmento

[u+ gj + λjv, u+ gj] tal que

|Fj(u, v)| =
1

λj
|〈ξj, λjv〉| ≤ |ξj||v|

de la condición (h∗)

|Fj(u, v)| ≤
(

c1|θj|+ c2(e
α|θj |

2 − 1)
)

|v|
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para α > α0 y α cerca a α0. Fijando

bj = (|u|+ |gj|) + (|u|+ |gj|+ λj|v|) = 2|u|+ 2|gj|+ λj|v|.

de lo cual

|Fj(u, v)| ≤
(

c1|βj|+ c2(e
α|βj |

2 − 1)
)

|v| (4.9)

Aplicando el Lema 4.7, como ĺım
j→∞

gj = 0 entonces existe g∗ ∈ EΦ(Ω) tal que gjk ≤ g∗

|βj| ≤ 2|u|+ 2g∗ + c|v| c.t.p en Ω,

para alguna subsucesión. Aśı, por (4.8) y (4.9), existe una subsucesión {Fjk(u, v)}
tal que

|Fjk(u, v)| ≤
(

c1(2|u|+ 2g∗ + c|v|) + c2(e
α(2|u|+2g∗+c|v|)2 − 1)

)

|v|,

donde el ultimo termino pertenece al espacio L1(Ω). Por el lema de Fatou

Ψ0(u, v) = ĺım
jk→∞

∫

Ω

Fjk(u, v) dx = ĺım sup
jk→∞

∫

Ω

Fjk(u, v) dx ≤
∫

Ω

ĺım supFjk(u, v) dx

luego

Ψ0(u, v) ≤
∫

Ω

F 0(u, v) dx

del Lema 1.8

Ψ0(u, v) ≤
∫

Ω

máx{〈ξ, v〉; ξ ∈ ∂tF (x, u)} dx ≤
∫

[v<0]

f(x, u)v dx+

∫

[v>0]

f(x, u)v dx.

Ahora, mostraremos que para cada ξ ∈ ∂Ψ(u) ⊂ (EΦ(Ω))
∗, la función ξ̃ ∈ LΦ̃(Ω),

cual satisface

〈ξ, w〉 =
∫

Ω

ξ̃w dx, para todo w ∈ EΦ(Ω)

también se verifica que

ξ̃(x) ∈ [ f(x, u(x)), f(x, u(x)) ] c.t.p en Ω
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En efecto, asumimos por contradicción que existe un conjunto medible M ⊂ Ω, con

0 < |M| < +∞, satisfaciendo

ξ̃(x) < f(x, u(x)), con x ∈ M. (4.10)

Tomando v = −XM en EΦ(Ω), con lo que tenemos

−
∫

M

ξ̃ dx =

∫

Ω

ξ̃(−XM) dx ≤ Ψ0(u,−XM) ≤ −
∫

M

f(x, u(x)) dx

concluyendo que
∫

Ω

ξ̃XM dx ≥
∫

M

f(x, u(x)) dx

lo que contradice con (4.10). De este modo,

ξ̃(x) ≥ f(x, u(x)) dx, c.t.p en Ω.

Análogamente se muestra que

ξ̃(x) ≤ f(x, u(x)) dx, c.t.p en Ω.

De la definición de X, sabemos que X
‖ ‖Φ

= EΦ(Ω), luego por la inmersión continua

expuesta en el Lema 4.1 en EΦ y la regla de la cadena nos da

∂Ψ|X(u) ⊂ ∂Ψ(u), ∀ u ∈ X.

4.3. Existencia de solución v́ıa el Principio Varia-

cional de Ekeland

Lema 4.9. Supongamos que se cumple (h0), (h2)− (h4). Entonces existen constantes

positivas ǫ0, r, α, γ tales que

cǫ = ı́nf
‖u‖≤r

Iǫ(u) < −γ
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y

Iǫ(u) ≥ α para ‖u‖ = r

para todo ǫ ∈ (0, ǫ0). El valor de r es independiente de ǫ, pero α y γ depende de ǫ.

Mas aún, los números ǫ0, r, α, γ no dependen de t0 de la condición (h2).

Demostración. Usando las condiciones de F , dado 0 < β < λ1, q > 2 y α > α0

tendiendo a α0, además de la condición (h3), existe ǫ > 0

ĺım sup
t→0

2máx{|ξ|, ξ ∈ ∂F (x, t)}
|t| < (λ1 − ǫ) < λ1 (4.11)

aśı, por definición existe r0 > 0 tal que |t| < r0 entonces

|ξ| < (λ1 − ǫ)
|t|
2
, para todo ξ ∈ ∂F (x, t)

Por el teorema de Lebourg, existe ξ0 ∈ ∂F (x, t) con |t| ≤ r0 tal que

|F (x, t)− F (x, 0)| ≤ |ξ0||t− 0| = (λ1 − ǫ)
|t|2
2
, (4.12)

además por hipótesis dada (h0):

ĺım sup
t→∞

máx{|ξ|, ξ ∈ ∂F (x, t)}
eα0|t|2

< +∞

Sea M = máx{|ξ|, ξ ∈ ∂F (x, t)}

ĺım
|t|→+∞

M

eα0|t|2
= L

Luego L = L2 En particular obtenemos

ĺım
|t|→+∞

M

|t|q−1(eα0|t|2 − 1)
= 0

dado C1 > 0 existe r1 tal que |t| > r1 con lo que

M ≤ C1|t|q−1(eα0|t|2 − 1)
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por otro lado, existe r0 > 0 con

M

|t|q−1(eα0|t|2 − 1)
≤ C2, r0 ≤ |t| ≤ r1

tomando C = máx{C1, C2}

M ≤ C|t|q−1(eα0|t|2 − 1), |t| ≥ r0

nuevamente por el teorema de Lebourg, existe ξ1 ∈ ∂F (x, t) con |t| ≥ r0 tal que

|F (x, t)− F (x, 0)| ≤ |ξ1||t− 0| ≤ C|t|q−1(eα0|t|2 − 1), |t| ≥ r0 (4.13)

Se obtiene por (4.12) y (4.13):

F (x, t) ≤ (λ1 − β)

2
|t|2 + C|t|q(eα|t|2 − 1), ∀ t ∈ R (4.14)

En

Iǫ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫

R2

F (x.u) dx− ǫ

∫

R2

hu dx

de (4.14) se tiene

Iǫ(u) ≥
1

2
‖u‖2 − (λ1 − β)

2

∫

R2

|u|2 − C

∫

R2

|u|q(eα|u|2 − 1)− ǫ

∫

R2

hu dx (4.15)

ahora de (4.11)

λ1 = ı́nf
u 6=0, u∈E

‖u‖2
|u|22

aśı

λ1 ≤
‖u‖2
|u|22

∀ u 6= 0

entonces

−(λ1 − β)

2
|u|22 ≥ −(λ1 − β)

2λ1
‖u‖2

y por la desigualdad de Hölder en el tercer termino de (4.15), tomando p y p′ conju-
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gados mayor que 1

∫

R2

|u|q(eα|u|2 − 1) ≤
(∫

|u|qp′
)1/p′ (∫

(eα|u|
2 − 1)p

)1/p

(4.16)

luego existe p > 1 tal que αpr2 < 4π y sea ‖u‖ ≤ r

∫

R2

|u|q(eα|u|2 − 1) ≤ |u|qp′
[

∫

(e
pα

|u|2

‖u‖2
‖u‖2 − 1)

]1/p

≤ |u|qp′
[

∫

(e4π(
|u|
‖u‖)

2

− 1)

]1/p

≤ C̃|u|qp′ ≤ c‖u‖q

(4.17)

por la desigualdad de Trudinger-Moser y la inmersión de E →֒ Lq.

Sean β > Lλ1, L < 1

Iǫ(u) ≥
L

2

β

λ1
‖u‖2 − c‖u‖q − ǫ‖h‖∗‖u‖

para u ∈ E con ‖u‖ ≤ r. Por tanto, Iǫ esta acotado inferiormente. Más aún, asu-

miendo que r satisface la desigualdad

L

2
r2 − crq ≥ L

4
r2,

se obtiene que

Iǫ(u) ≥
L

4
r2 − ǫ‖h‖r, con ‖u‖ = r.

Por tanto, si fijamos ǫ0 tal que

αǫ =
1

4
r2 − ǫ‖h‖r > 0, ∀ ǫ ∈ (0, ǫ0)

Luego

Iǫ(u) ≥ α, con ‖u‖ = r.
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Para la siguiente parte, supongamos

∫

R2

hϕ dx = 0, ∀ ϕ ∈ E, entonces h = 0 (4.18)

una contradicción, por lo que existe v̂ ∈ E,

∫

hv̂ 6= 0.

Si

∫

hv̂ dx < 0, v0 = −v̂ con lo que

∫

hv0 dx > 0. Tomando v = v0
‖v0‖

, entonces

‖v‖ = 1 y

∫

R2

hv dx > 0.

Para cada s > 0

Iǫ(sv) =
s2

2
−
∫

R2

F (x, sv) dx− ǫs

∫

R2

hv dx <
s2

2
− ǫs

∫

R2

hv dx

Fijando s = s(ǫ) > 0 suficientemente pequeño tal que

γ = −s
2

2
+ ǫs

∫

R2

hv dx > 0

se sigue que ‖sv‖ < r y

Iǫ(sv) < −γ < 0

de lo cual resulta

cǫ = ı́nf
‖u‖≤r

Iǫ(u) < −γ < 0.

Teorema 4.10. Suponga que (V1), (V2), (h0), (h2) y (h3). Entonces, el problema (P)

posee una solución uǫ ∈ E, con Iǫ(uǫ) = cǫ < −γ < 0, para todo ǫ ∈ (0, ǫ0) y

t0 ∈ [0, t∗), con t∗ = t∗(ǫ) =
2γ

ǫ
∫
R2 hv dx

> 0

Demostración. Fijo r > 0 tal que α0r
2 < 4π. Aplicando el Lema 4.9 junto con el

Principio variacional de Ekeland, existe {un} ⊂ Br(0) cual satisface

(i) ĺım
n→∞

Iǫ(un) = cǫ

(ii) λǫ(un) := mı́n{‖ξ‖E∗ : ξ ∈ ∂Iǫ(un)}, luego ĺım
n→∞

λǫ(un) = 0
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Sea wn ∈ ∂Iǫ(un) y {ρn} ⊂ LΦ̃(R
2) satisface ‖wn‖E∗ := λǫ(un),

〈wn, v〉 =
∫

R2

∇un∇v + V (x)unv dx−
∫

R2

ρnv dx− ǫ

∫

R2

hv dx, ∀ v ∈ E, (4.19)

y

ρn(x) ∈ ∂tF (x, un) c.t.p en R
2

Afirmamos que {ρn} es acotado en LΦ̃(R
2). En efecto, tomando p > 4, α > α0 con

αr2 < 4π, la condición (h∗) asegura que

∫

R2

Φ̃(ρn) dx ≤
∫

R2

Φ̃
(

c1|un|+ c2|un|p(eα|un|
2 − 1)

)

dx

de la convexidad de Φ̃

∫

R2

Φ̃(ρn) dx ≤ 1

2

[

∫

R2

Φ̃
(

2c1|un|+ 2c2|un|p(eα|un|
2 − 1)

)

dx

]

y la condición ∆2 en Φ̃ se se tiene:

∫

R2

Φ̃(ρn) dx ≤ ξ(2c1)

∫

R2

1

2
Φ̃(|un|) dx+ ξ(2c2)

∫

R2

1

2
Φ̃
(

|un|p(eα|un|
2 − 1)

)

dx.

Por , existen constantes positivas C1, C2 tal que

∫

R2

Φ̃(ρn) dx ≤ C1(|un|1 + |un|22) + C2

∫

R2

(|un|p+1 + |un|2(p+1))
(

eα0|un|2 − 1
)

dx

Como el espacio E es inmersamente continuo en L1(R2) y L2(R2), el Lema 4.5 asegura

que
∫

R2

Φ̃(ρn) dx ≤ C3, ∀n ∈ N

para algún C3 > 0 de donde se sigue que {ρn} es acotado en LΦ̃(R
2). Luego, la

sucesión de funcionales {ρ̃n} ⊂ ∂Ψ(un) ⊂ (EΦ(R
2))∗ asociado con {ρn} es también

acotada en (EΦ(R
2))∗, aśı, existe ρ̃0 ∈ (EΦ(R

2))∗, tal que ρ̃n
∗
⇀ ρ̃0 en (EΦ(R

2))∗ para
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alguna subsucesión, esto es,

ĺım
n→∞

∫

R2

ρnv dx = ĺım
n→∞

〈ρ̃n, v〉 = 〈ρ̃0, v〉 =
∫

R2

ρ0v dx, ∀v ∈ E, (4.20)

para algún ρ0 ∈ LΦ̃(R
2).

Ahora, como {un} es acotada en E, entonces existe uǫ ∈ E tal que

un ⇀ uǫ in E. (4.21)

De (4.19)-(4.21)

0 =
1

2

∫

R2

∇uǫ∇v + V (x)uǫv dx−
∫

R2

ρ0v dx− ǫ

∫

R2

hv dx, v ∈ E. (4.22)

para concluir que uǫ es una solución de (P), debemos probar que:

i) ρ0(x) ∈ ∂tF (x, uǫ(x)) c.t.p en R
2 y

ii) |[uǫ > t0]| > 0

Para probar i), debemos mostrar que {un} converge fuertemente a uǫ en E, porque

esto implicará que ρ̃0 ∈ ∂Ψ(u0). De esta manera por el Teorema 4.8

ρ0(x) ∈ ∂tF (x, uǫ) c.t.p en R
2

En relación al siguiente ı́tem:

Si t0 = 0, luego |[uǫ > t0]| > 0, porque uǫ ≥ 0 y uǫ 6= 0. Consideraremos el caso

t0 ∈ (0, t∗). Una vez que ρ0, uǫ ≥ 0, se sigue

0 = ‖uǫ‖2 −
∫

R2

ρ0uǫ dx− ǫ

∫

R2

huǫ dx ≤ ‖uǫ‖2 − ǫ

∫

R2

huǫ dx

esto es,

‖uǫ‖2 ≥ ǫ

∫

R2

huǫ dx (4.23)

Por contradicción, supongamos que |[uǫ > t0]| = 0, para algún t0 ∈ (0, t∗). De este
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modo,

f(x, uǫ(x)) = 0 c.t.p en R
2

aśı

∂tF (x, uǫ(x)) = {0} c.t.p en R
2

Por consecuente

ρ0(x) = 0 c.t.p en R
2

Por otro lado, por el Lema 4.9 y (4.23),

0 > −γ > Iǫ(uǫ) =
1

2
‖uǫ‖2 − ǫ

∫

R2

huǫ dx ≥ −1

2
ǫ

∫

R2

huǫ dx ≥ −t0
2
un

lo cual resulta

t0 ≥
2γ

ǫ
∫

R2 h dx
= t∗ (4.24)

lo cual es una contradicción.

Probaremos la convergencia de {un} a uǫ en E. Sea δn := un−u0 y δn ⇀ 0 en E.

‖un‖2 = ‖uǫ‖2 + ‖δn‖2 + on(1)

Además, tenemos

on(1) = 〈wn, un〉 = ‖un‖2−
∫

R2

ρnundx−ǫ
∫

R2

hundx−‖uǫ‖2−
∫

R2

ρ0uǫdx−ǫ
∫

R2

huǫdx

on(1) = ‖δn‖2 +
∫

R2

(ρ0 − ρn)uǫ dx+

∫

R2

ρn(un − uǫ) dx+ on(1)

on(1) = ‖δn‖2 −
∫

R2

ρn(un − uǫ) dx+ on(1) = ‖δn‖2 −
∫

R2

ρnδn dx+ on(1). (4.25)

de (h1)

∣

∣

∣

∣

∫

R2

ρnδn dx

∣

∣

∣

∣

≤ c1

∫

R2

|un||δn| dx+ c2

∫

R2

|δn|
(

eα|un|
2 − 1

)

dx

≤ c1|un|22|δn|22 + c2

∫

R2

|δn|
(

eα|δn|
2 − 1

)

dx
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Con αr2 < 4π, existe q > 1 tiende a 1, tal que

M = sup
n∈N

(∫

R2

(

eα|δn|
2 − 1

)q

dx

)

1

q
< +∞

Por lo tanto, por el Lema 4.5 y la desigualdad de Hölder

∣

∣

∣

∣

∫

R2

ρnδn dx

∣

∣

∣

∣

≤ c1|un|22|δn|22 + C|δ|q′ ,

donde 1
q
+ 1

q′
= 1. Desde que las inmersiones de E →֒ L2(R2) y E →֒ Lq

′
(R2) son

compactas, entonces

ĺım
n→∞

∫

R2

ρnδn dx = 0 (4.26)

De (4.25) y (4.26), ĺım
n→∞

δn = 0 en E, o equivalente ĺımn→∞ un = uǫ en E, concluyendo

la prueba.

4.4. Existencia de solución v́ıa el Teorema del Pa-

so de Montaña

En esta sección, se asumirá una serie de condiciones para la función f , estas son

(h0), (h2), (h6). Por (h3), existe ǫ̂, δ̂ := δ̂ǫ̂ que satisface

2máx{|ξ| : ξ ∈ ∂tF (x, t)} < (λ1 − ǫ̂)|t|, para |t| ≤ δ̂ y x ∈ R
2

Por teorema de Lebourg, existe θ(t) en el segmento [0, t] con |t| ≤ δ̂ y ξ ∈ ∂tF (x, θ)

que verifica

|F (x, t)| = |F (x, t)− F (x, 0)| ≤ |ξ0||t− 0| ≤ (λ1 − ǫ̂)
|t|2

2
, para x ∈ R

2

Por (h0), dado 2 ≤ q y α0 ≤ α, existe C = C(δ̂, q) > 0 tal que

|ξ| ≤ C|t|q−1
(

eα|t|
2 − 1

)

, para ξ ∈ ∂tF (x, t), δ̂ ≤ |t| y x ∈ R
2
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Aplicando nuevamente el teorema de Lebourg

|F (x, t)| ≤ C|t|q
(

eα|t|
2 − 1

)

, para todo t ∈ R y x ∈ R
2

De esto, para u ∈ E no nulo y ‖u‖ := η0 <

√

4π

α0

, se observa que:

∫

R2

|F (x, u)| dx ≤
∫

R2

C|u|q
(

eα|u|
2 − 1

)

≤ C̃‖u‖q (4.27)

Aqúı, C̃ := C(q, δ̂, α0) fijamos α cerca de α0 tal que αη20 < 4π.

Lema 4.11. Supongamos que (h0) y (h2)− (h6) se cumplen. Luego, existe ϕ0 ∈ Bc
r

tal que

Iǫ(tϕ0) < ı́nf
‖u‖=r

Iǫ(u), para ǫ ∈ (0, ǫ0],

donde r y ǫ0 son dados en el Lema 4.9.

Demostración. Sea ψ0 ∈ C∞
0 (R2)\{0}, con supp (ψ0) ⊂ K, donde K ⊂ R

2 es el

conjunto compacto fijado en (h4). En este caso, para cualquier ǫ > 0,

Iǫ(tψ0) =
1

2
‖tψ0‖2 −

∫

R2

F (x, tψ0) dx− ǫ

∫

R2

htψ0 dx

Para el segundo término:

∫

R2

F (x, tψ0) dx ≥
∫

R2

(c3t
vψv0−c4) dx = c3

∫

K

tvψv0 dx−c4
∫

K

dx = c3t
v

∫

R2

ψv0 dx−c4|K|

entonces:

Iǫ(tψ0) ≤
t2

2
‖ψ0‖2 − c3t

v

∫

R2

ψv0 + c4|K| − tǫ

∫

R2

hψ0 dx,

de donde se sigue que

ĺım
t→+∞

Iǫ(tψ0) = −∞

aśı, el lema se sigue escogiendo ψ0 := tψ0 ∈ Bc
r(0) con t suficientemente grande.

Del Teorema 1.10 tomando ǫ =
1

n
junto a los Lemas 4.9 y 4.11, se obtiene una



Caṕıtulo IV. Ecuación eĺıptica con crecimiento exponencial cŕıtico 73

sucesión {vn} ⊂ E la cual satisface

ĺım
n→∞

Iǫ(vn) = dǫ en R y ĺım
n→∞

λǫ(vn) := máx{‖ξ‖∗ : ξ ∈ ∂Iǫ(vn)} = 0 (4.28)

donde

dǫ := ı́nf
γ∈Γ

máx
t∈[0,1]

∂Iǫ(γ(t))

y

Γ := {γ ∈ C([0, 1];E) : γ(0) = 0 y γ(1) = ϕ0}

Debido a que Iǫ ∈ Liploc(E,R), por el Teorema 4.6, se tiene el máximo en (4.28).

En lo subsecuente, se mostrara que Iǫ verifica la condición de Palais Smale (P.S)

si el parámetro µ dado en (h6) es suficientemente grande. Para esta finalidad nece-

sitamos el siguiente lema.

Lema 4.12. Sea {vn} la sucesión dada en (4.28), Entonces, {vn} es acotada en E y

ĺım sup
n→∞

‖vn‖ ≤
(

τ−1
τ

)

ǫ+
√

ǫ2
(

τ−1
τ

)2
+ 2dǫ

(

τ−2
τ

)

(

τ−2
τ

)

donde τ es dado en (h5).

Demostración. Sea wn ∈ E∗ y ρn ∈ ∂Ψ(vn) satisface

‖wn‖∗ = λǫ(vn) y 〈wn, vn〉 = ‖vn‖2 −
∫

R2

ρnvn dx− ǫ

∫

R2

hvn dx.

De (h5) y el Teorema 4.8,

dǫ + on(1) + on(1)‖vn‖ ≥ Iǫ(vn)−
1

τ
〈wn, un〉

=

(

1

2
− 1

τ

)

‖vn‖2 +
∫

R2

1

τ
ρnvn − F (x, vn) dx

+

(

1

τ
− 1

)

ǫ

∫

R2

hvn dx

aśı

dǫ + on(1) + on(1)‖vn‖ ≥
(

1

2
− 1

τ

)

‖vn‖2 +
(

1

τ
− 1

)

ǫ‖h‖∗‖vn‖, (4.29)
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lo cual implica que {vn} es una sucesión acotada en E. Más aún, como {vn} no

converge a v = 0 en E, podemos asumir que para alguna subsucesión,

l := ĺım
n→∞

‖vn‖ > 0.

En consecuencia, por (4.29):

dǫ +

(

τ − 1

τ

)

ǫ ‖h‖∗ l ≥
(

1

2
− 1

τ

)

l2,

esto es
(

1

2
− 1

τ

)

l2 −
(

τ − 1

τ

)

ǫ ‖h‖∗ l − dǫ ≤ 0

Como l > 0, se tiene

l ≤
(

τ−1
τ

)

ǫ+
√

ǫ2
(

τ−1
τ

)2
+ 4dǫ

(

τ−2
2τ

)

(

τ−2
τ

) (4.30)

con la cual se concluye.

Lema 4.13. Asuma (h0)− (h6). Entonces, existe constantes positivas ǫ1, µ
∗ y t1 tal

que
(

τ−1
τ

)

ǫ+
√

ǫ2
(

τ−1
τ

)2
+ 2dǫ

(

τ−2
τ

)

(

τ−2
τ

)

para todo ǫ ∈ (0, ǫ1), µ ≥ µ∗ y t0 ∈ [0, t1).

Demostración. Considere la función ψ0 usado en la prueba de Lema 4.11. Entonces,

sup
t∈[0,t0]

Iǫ(tψ0) ≤
t20
2
‖ψ0‖2,

y aśı, existe t2 > 0 tal que

sup
t∈[0,t0]

Iǫ(tψ0) ≤ ǫ2
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para t0 ∈ [0, t2). Por otra parte, por (h6),

sup
t≥t0

Iǫ(tψ) ≤ máx
t≥0

{

t2

2
‖ψ0‖2 − µtp

∫

R2

ψp0 dx

}

+ µc2t
p
0|supp (ψ0)|,

esto es,

sup
t≥t0

Iǫ(tψ0) ≤





1

2p
2
p−2

− 1

p
p
p−2





1

µ
2
p−2

(‖ψ0‖
|ψ0|p

)

2p
p−2

+ µc2t
p
0|supp (ψ0)|.

Ahora, fije µ∗ > 0 tal que





1

2p
2
p−2

− 1

p
p
p−2





1

µ
2
p−2

(‖ψ0‖
|ψ0|p

)

2p
p−2

≤ ǫ2, para todo t ∈ µ ≥ µ∗.

y t3 = t3(µ, ǫ) > 0 tal que

µc2t
p
0|supp (ψ0)| ≤ ǫ2, para todo t ∈ [0, t3].

de esto, para t1 = mı́n{t2, t3}, tenemos que

sup
t≥t0

Iǫ(tψ0) ≤ 2ǫ2,

aśı

dǫ ≤ máx
t≥0

Iǫ(tψ0) ≤ 2ǫ2.

Por lo tanto, existe c1 > 0 independiente de ǫ tal que

(

τ−1
τ

)

ǫ+
√

ǫ2
(

τ−1
τ

)2
+ 2dǫ

(

τ−2
τ

)

(

τ−2
τ

) ≤ c1ǫ.

Luego, existe ǫ0 > 0 tal que

(

τ−1
τ

)

ǫ+
√

ǫ2
(

τ−1
τ

)2
+ 2dǫ

(

τ−2
τ

)

(

τ−2
τ

) <

√

4π

α0

, para todo ǫ ∈ (0, ǫ0).
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A partir del último lema, se presenta el siguiente corolario.

Corolario 4.14. Sea {vn} una sucesión dada en (4.28). Entonces existe ǫ0 tal que

ĺım sup
n→∞

‖vn‖2 <
4π

α0

Más aún, existe una subsucesión de {vn} que denotaremos de igual manera, y vǫ ∈ E

tales que ĺım
n→∞

vn = vǫ en E.

Demostración. La primera parte del lema es consecuencia inmediata de los Lemas

4.12 y 4.13. La segunda parte parte de la misma idea de la demostración del Teorema

4.10, obteniendo que el funcional Iǫ verifica la condición de P.S.

Teorema 4.15. Si (V1)− (V2) y (h0)− (h6). Entonces, existen constantes positivas

ǫ0, µ
∗ y t1, tales que, el problema posee una solución vǫ ∈ E, con Iǫ(vǫ) = dǫ > 0, para

todo ǫ ∈ (0, ǫ0), t0 ∈ [0, t1) y µ ≥ µ∗. Más aún, disminuyendo ǫ0 y t1, y aumentando

µ∗, si es necesario, se tiene dos soluciones µǫ, vǫ ∈ E con

Iǫ(uǫ) = cǫ < 0 < dǫ = Iǫ(vǫ).

Demostración. Se aplicara el TPM, probamos la primera condición y segunda con-

dición

(i) Por el Lema 4.9 se tiene que existen r, α > 0 tal que Iǫ(u) ≥ α para ‖u‖ = r.

(ii) Del Lema 4.11 se tiene que ĺım
t→∞

Iǫ(tψ0) = −∞, entonces existe t0 > 0 tal que

‖t0ψ0‖ > r y Iǫ(t0ψ0) < 0 (4.31)

tomamos e = t0ψ0

Por otra parte del corolario 4.14 se obtiene la condición (P.S ), aplicando el teo-

rema de Paso de la Montaña en la observación, haciendo ”n”tender al infinito

Iǫ(uǫ) = dǫ ≥ α > 0 (4.32)
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Por verificar Del Teorema 4.10 y el Corolario 1.14, existe (un) ∈ Br(0) tal que

ĺım
n→∞

Iǫ(un) = cǫ = ı́nf
‖u‖≤r

Iǫ(u) y ĺım
n→∞

‖I ′ǫ(un)‖E′ = 0

como ‖un‖2 ≤ r2 <
4π

α0

, por el corolario 4.14 existe una subsucesión de (un) que

converge a una solución uǫ.

Iǫ(uǫ) = cǫ < 0 (4.33)
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[2] Alves, C.O., Gonçalves, J.V., Santos J.A. (2014). Strongly nonlinear multivalued

elliptic equations on a bounded domain, J. Global Optim. 58, 565–593.

[3] Alves, C. O., & Santos, J. A. (2016). Multivalued elliptic equation with exponen-

tial critical growth in R
2. Journal of Differential Equations, 261(9), 4758-4788.
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