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Resumen

En este trabajo, estamos interesados en la existencia y multiplicidad de soluciones

estacionarias no triviales para el siguiente problema de Schrödinger

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u) en R
N ,

donde N ≥ 3, V es un potencial que cambia de signo, K es un potencial positivo

y f es una funcion continua. Consideramos el caso donde la no linealidad posee un

crecimiento sublineal. La existencia de al menos una o infinitas soluciones de enerǵıa

pequeña se obtienen utilizando métodos variacionales y un resultado de compaci-

dad adecuado para tratar el presente problema. Más precisamente, combinaremos el

teorema de la fuente dual con alguna desigualdad de tipo Hardy.

Palabras clave: Ecuación de Schrödinger; nolinealidad sublineal; teorema de la

fuente dual; desigualdad de tipo Hardy.
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Abstract

In this work, we are concerned with the existence and multiplicity of stationary

nontrivial solutions for the following Schrödinger problem

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u) in R
N ,

where N ≥ 3, V is a sign-changing potential, K is a positive potential and f is a

continuous function. We consider the case where the nonlinearity possesses sublinear

growth. The existence of at least one or infinitely many small energy are obtained

using variational methods and compactness result suitable to deal with the problem.

More precisely, we are combining dual fountain theorem with some Hardy-Type

inequality.

Keywords: Schrödinger equation; sublinear nonlinearity; dual fountain theorem;

Hardy-type inequality; theorem.
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Introducción

El objetivo de este trabajo es estudiar la existencia y multiplicidad de soluciones

para las siguientes ecuaciones de Schrödinger con una no linealidad sublineal, los

cuales se encuentran basados en los resultados de Ye Xue y Zhiqing Han (Ver [18])

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u), para todo x ∈ R
N (P)

donde N ⩾ 3, V es un potencial que cambia de signo, K es un potencial positivo y

f ∈ C(R).

Una solución clásica o fuerte para (P) es una función u ∈ C2(RN) para debilitar

esta condición multiplicaremos a la ecuación (P) por ϕ ∈ C∞
0 (RN) e integrando en

el espacio R
N de donde se obtiene

−

∫

RN

∆uϕ dx+

∫

RN

V (x)uϕ dx =

∫

RN

K(x)f(u)ϕ dx.

Por la identidad de Green y observado que ϕ tiene soporte compacto, se infiere

∫

RN

∇u∇ϕ dx+

∫

RN

V (x)uϕ dx =

∫

RN

K(x)f(u)ϕ dx.

Luego, por la densidad de ϕ ∈ C∞
0 (RN) en H1(RN), se tiene

∫

RN

∇u∇v dx+

∫

RN

V (x)uv dx =

∫

RN

K(x)f(u)v dx para todo v ∈ H1(RN).

Denotando por V = V + − V − podemos escribir la anterior igualdad como

∫

RN

∇u∇v + V +(x)uv dx−

∫

RN

V −(x)uv dx =

∫

RN

K(x)f(u)v dx. (0.1)

V
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Luego, diremos que una función u ∈ E ⊂ H1(RN) si satisface la igualdad (0.1),

será llamada solución débil de la ecuación (P). A continuación asociaremos el

funcional de Euler-Lagrange para el problema (P) definido por J : E → R dado por

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx.

donde

∥u∥ :=

(∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2 dx

)1/2

.

Bajo ciertas condiciones para f ,K y V el funcional J estará bien definido y pertenece

a C1(E,R) y además

⟨J ′(u), v⟩ = ⟨u, v⟩ −

∫

RN

V −(x)uv dx−

∫

RN

K(x)f(u)v dx.

En particular, u ∈ E un punto critico del funcional J si y solo si

⟨J ′(u), v⟩ = 0, para todo v ∈ E.

Por lo tanto, diremos que u ∈ E es solución débil de la ecuación (P) śı solo śı u es

punto cŕıtico del funcional J .

Como se ha visto en problemas relacionados a (P) (Ver [4, 5]), una de las princi-

pales condiciones impuestas a V , es que sea coerciva, para el problema (P) elimina-

remos dicha condición. Además, si queremos obtener la existencia de al menos una

o infinitas soluciones de pequeña enerǵıa pura para la el problema (P) y otros simi-

lares, debemos obtener un resultado adecuado de compacidad en las inmersiones de

Sobolev. Finalmente, la no linealidad de la ecuación (P) dependerá de la función f .

A continuación mencionaremos algunas definiciones con respecto a la no linealidad

de una función f :

i) Una función f posee crecimiento superlineal si y solo si

ĺım
|s|→+∞

f(s)

|s|
= +∞.
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ii) Una función f posee crecimiento sublineal si y solo si

ĺım
|s|→+∞

f(s)

|s|
= 0.

Ahora enunciaremos las condiciones necesarias y suficientes que deben presentar las

funciones V , K y f para dar solución al problema (P):

(K1) K(x) > 0 para todo x ∈ R
N y K(x) ∈ L∞(RN).

(V1) V = V + − V −, donde V + = máx{V (x), 0} y V − = máx{−V (x), 0}. Además

V + ∈ L1(RN ,R) y V − ∈ L
N
2 (RN ,R)

Ω = {x ∈ R
N : V (x) < 0} ≠ ϕ,

|Ω| > 0 y existe una constante suficientemente grande R0 tal que V (x) > 0

para cada |x| ⩾ R0.

(V2) Existe una constante η0 > 1 tal que

η1 := ı́nf
0 ̸=u∈H1(RN )

∫

RN

(|∇u|2 + V +(x)u2)dx
∫

RN

V −(x)u2dx
⩾ η0.

(KV )
K

|V |
∈ L∞(RN).

(f1) f ∈ C(R) y existen constantes τ1, τ2 ∈ (1, 2) con τ1 < τ2 tal que

0 ≤ f(u)u ≤ |u|τ1 + |u|τ2 , para todo u ∈ R.

(f2) f(u) ⩾ C|u|τ1 , para todo u ∈ R, donde C es una constante positiva,

F (u) =

∫ u

0

f(τ)dτ.
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Consecuentemente, podemos decir que la ecuación de Schrödinger a estudiar son

de la forma sublineal debido a la condición satisfecha (f1). En efecto, tomando valor

absoluto y dividiendo por |u|2 obtenemos

0 ≤
|f(u)|

|u|
≤ |u|τ1−2 + |u|τ2−2,

como τi − 2 < 0 para todo i = 1, 2 entonces por el teorema del sándwich

f(u)

|u|
= 0 cuando u→ +∞.

A continuación mencionaremos los principales teoremas de este trabajo:

Teorema 0.1. Si las condiciones (K1), (V1), (V2), (KV ), (f1) y (f2) se cumplen.

Entonces la ecuación (P) posee al menos una solución no trivial.

Teorema 0.2. Si las condiciones (K1), (V1), (V2), (KV ), (f1) y (f2) se cumplen.

Además, f(u) = −f(−u) para todo u ∈ R. Entonces la ecuación (P) posee infinitas

soluciones de pequeña enerǵıa.

En el campo de la F́ısica moderna la ecuación de Schrödinger juega un papel

importante en el mundo cuántico, como en su momento lo fue la ecuación de la

segunda ley de Newton de la f́ısica clásica. Está ecuación (P) está esencialmente

relacionada con la búsqueda de las ondas estacionarias ψ(t, x) = e−iωtu(x) para las

ecuaciones de Schrödinger dependiente del tiempo,

iℏ
∂ψ

∂t
= −∆ψ + U(x)ψ − g(x, ψ), x ∈ R

N , t ∈ R,

donde el potencial V es dado por V (x) = U(x) − ω, por lo tanto V tiene signo

indefinido para ω suficientemente grande (Ver [6, 7, 20] ).

A continuación mencionaremos y haremos una breve comparación de algunas

ecuaciones de derivadas parciales de tipo Schrödinger en R
N similares a (P) bajo

otras condiciones:
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En [4], los autores estudiaron la ecuación de Schrödinger

−∆u+ V (x)u = f(x, u), para todo x ∈ R
N , (Q)

donde N ≥ 3, V : RN → R y f : RN × R → R. Bajo las siguientes condiciones:

(S1) V es continua y ı́nf
x∈RN

V (x) > 0.

(S2) Para todo M > 0, existe un x0 tal que

ĺım
|y|→∞

λ({x ∈ R
N : |x− y| ≤ x0, V (x) ≤M}) = 0.

(S3) f(x, t) = µε(x)|t|µ−2t, donde µ ∈ (1, 2) es una constante y ε : RN → R es una

función continua positiva tal que ε ∈ L
2

2−µ (RN , [0,+∞]).

Cumpliendo las condiciones anteriores, ecuación (Q) posee infinitas soluciones no

triviales. También se puede observar que bajo la condición (S1) el potencial V es

siempre positivo para la ecuación (Q), a diferencia de la ecuación (P) que cambia

de signo. Además, la ecuación (Q) es sublineal debido a las condición (S3).

En [5], Cheng y Wu estudiaron la existencia de soluciones no triviales para la

siguiente ecuación semilineal de Schrödinger

−∆u+ V (x)u = f(x, u), para todo x ∈ R
N , (Q)

donde N ≥ 3, V : RN → R y f : RN × R → R. Bajo las siguientes:

(R1) V ∈ C(RN ,R) está acotado.

(R2) Para todo M > 0,

λ({x ∈ R
N : V (x) ≤M}) <∞.

(R3) f(x, u) ∈ C(RN × R) y existen constantes τ1, τ2 ∈ (1, 2) con τ1 < τ2. Además,

ξi(x) ∈ L
2

2−τi (RN ,R+) para i = 1, 2 tal que

0 ≤ f(u)u ≤ ξ1(x)|u|
τ1 + ξ2(x)|u|

τ2 , para todo u ∈ R
N × R.

Además de otras condiciones sobre la función f se obtienen dos teoremas importan-

tes. El primer teorema garantiza que la ecuación (Q) posee al menos una solución no
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trivial; y el segundo, utilizando una variante del teorema de la fuente dual, se logra

probar que la ecuación (Q) posee infinitas soluciones de enerǵıa pequeña. Además,

la condición (R3) implica en particular que el potencial V es de tipo coercivo. Final-

mente, por la condición (R3) dada para f podemos afirmar que es ecuación de tipo

sublineal.

Las condiciones (S2) y (R2) que se vieron en los trabajos [4] y [5] respectivamente,

es decir, la condición coerciva de V jugó un papel importante en la compacidad de las

inmersiones de Sobolev. Como se mencionó al principio, eliminaremos la condición

coercitiva de V y debilitaremos las condiciones para la función f .

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 men-

cionaremos algunos teoremas y definiciones importantes que serán usados en los

caṕıtulos posteriores. En el Capitulo 2 estudiaremos la ecuación (P) sublineal de

tipo Schrödinger en R
N y las consideraciones previas, además su formulación varia-

cional.

En el Capitulo 3 enunciaremos y demostraremos los teoremas más importantes,

estos garantizaran la existencia y multiplicidad de soluciones de la ecuación (P).



Caṕıtulo I

Preliminares

1.1. Espacios Lp

Definición 1.1. Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida, es decir, Ω es un conjunto y

(i) M es un σ- álgebra, es decir, M es una colección de subconjuntos tal que:

a) ϕ ∈ M.

b) A ∈ M entonces Ac ∈ M.

c)
⋃∞

k=1Ak ∈ M siempre que Ak ∈ M para todo n ∈ N.

(ii) M es medida, es decir, µ : M → [0,∞] satisface

a) µ(ϕ) = 0.

b) Para toda colección numerable y disjunta dos a dos {Ak}n∈N ⊆ M se tiene

µ(
⋃∞

k=1Ak) =
∑∞

k=1 µ(Ak).

Los elementos de M se llaman conjuntos medibles, en ocasiones denotaremos |A|

en lugar de λ(A).

Definición 1.2. Sea (X;A) e (Y,B) dos espacios medibles. Decimos que f : X → Y

es un espacio medible si y solo si para todo B ∈ B se tiene que f−1(B) ∈ A.

En la mayoŕıa de funciones medibles que veremos se considera X = R
N y Y = R.

1
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Definición 1.3. Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida y 1 ≤ p <∞

a) Definimos el conjunto

Lp(Ω) = {f : Ω → R : fes medible y

∫

Ω

|f |pdµ <∞}.

b) Si f ∈ Lp(Ω), entonces denotaremos

∥f∥Lp = ∥f∥p =

[∫

Ω

|f |pdµ

] 1

p

.

Definición 1.4. Sea (Ω,M, µ) es un espacio de medida y 1 ≤ p <∞. Definimos el

conjunto

Lp
Loc(Ω) = {f : Ω → R : f ∈ Lp(K) para todo conjunto compacto K ⊂ Ω}.

Definición 1.5. Sea (Ω,M, µ) un espacio de medida

a) Decimos que la función medible f : Ω → R es esencialmente acotada śı y solo si

existe una constante C = C(f) > 0 tal que

|f(x)| ≤ C, c.t.p de Ω.

b) Definimos el conjunto

L∞(Ω) = {f : Ω → R : fes medible y esencialmente acotada}.

c) Si f ∈ L∞(Ω), entonces denotaremos

∥f∥L∞ = ∥f∥∞ = ı́nf{C : |f(x)| ≤ Cc.t.p en Ω}.

Teorema 1.6. Lp(Ω) es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

Demostración. Ver [3].

Teorema 1.7. Lp(Ω) es un espacio reflexivo para 1 < p <∞.

Demostración. Ver [3].
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Corolario 1.8. Sea 1 ≤ p < q ≤ ∞. Si Ω ⊂ R conjunto abierto y acotado. Entonces

Lq(Ω) ⊆ Lp(Ω). Además para f ∈ Lq(Ω), existe un C > 0 tal que

∥f∥p ≤ C∥f∥q.

Teorema 1.9. (Desigualdad de Hölder). Sea p y q conjugados, es decir, 1
p
+ 1

q
= 1.

Si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω) con 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces fg ∈ L1(Ω) y

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Demostración. Ver [3].

Corolario 1.10. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si f ∈ L2(Ω) y g ∈ L2(Ω).

Entonces fg ∈ L1(Ω) y

∥fg∥1 ≤ ∥f∥2∥g∥2.

Es útil tener en cuenta que la desigualdad de Hölder puede ser generalizada.

Teorema 1.11. (Desigualdad de Hölder generalizado) Si las funciones medibles f1,

f2, f3, ... , fk son funciones tales que

fi ∈ Lpi(Ω), para 1 ≤ i ≤ k.

Además,
1

p
=

1

p1
+

1

p2
+

1

p3
+ · · ·+

1

pk
≤ 1.

Entonces el producto f = f1f2f3 · · · fk pertenece a Lp(Ω) y

∥f∥p ≤ ∥f1∥p1∥f2∥p2∥f3∥p3 · · · ∥fk∥pk .

Teorema 1.12. (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea (fn) una

sucesión de funciones en L1(Ω) que satisfacen

(a) fn(x) → f(x) c.t.p en Ω.

(b) Existe una función g ∈ L1(Ω) tal que para todo n, fn(x) ≤ g(x) c.t.p en Ω.
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Entonces

f ∈ L1(Ω) y ∥fn − f∥1 → 0.

Teorema 1.13. (Fubinni). Sea f ∈ L1(Ω1,Ω2). Entonces para c.t.p x ∈ Ω1, f(x, y) ∈

L1
y(Ω2) y

∫
Ω2
f(x, y)dµ2 ∈ L1

x(Ω1). Análogamente para c.t.p y ∈ Ω2, f(x, y) ∈ L1
x(Ω1)

y
∫
Ω1
f(x, y) dµ1 ∈ L1

y(Ω2).

Además, se cumple

∫

Ω1

(∫

Ω2

f(x, y) dµ2

)
dµ1 =

∫

Ω2

(∫

Ω1

f(x, y) dµ1

)
dµ2 =

∫ ∫

Ω1×Ω2

f(x, y)dµ1dµ2.

Teorema 1.14. (Teorema de representación de Riesz). Sea 1 < p < ∞ y dado

ϕ ∈ (Lp(Ω))∗. entonces existe una función única u ∈ Lq(Ω) tal que

⟨ϕ, f⟩ =

∫

Ω

uf dx para todo f ∈ Lp(Ω).

Además,

∥u∥q = ∥ϕ∥(Lp(Ω))∗ .

Demostración. Ver [3].

1.2. Espacios de Hilbert

Definición 1.15. Un espacio H se le denomina pre-Hilbert si es un espacio vectorial

con producto interno, es decir, una función real ⟨, ⟩ : H ×H → R tal que para todo

x,y,z ∈ H y α, β ∈ R se tiene:

(p1) ⟨x, x⟩ ≥ 0.

(p2) ⟨x, x⟩ = 0 śı solo śı x = 0.

(p3) ⟨αx+ βy, z⟩ = α ⟨x, z⟩+ β ⟨y, z⟩ .

(p4) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .

Definición 1.16. En un espacio pre-Hilbert H, la norma de un vector x ∈ H, denota

∥x∥ un número real no negativo definido por ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.
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Proposición 1.17. En un espacio pre-Hilbert, se cumple:

(a) ∥λx∥ = |λ|∥x∥.

(b) |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

(c) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (Desigualdad triangular).

Demostración. Ver [14].

Definición 1.18. En un espacio pre-Hilbert, la ∥x− y∥ se define como la distancia

de x a y.

Definición 1.19. Un espacio métrico (X, d) es un par conformado por un conjunto

X ̸= ϕ y una métrica, es decir, una función d : X ×X → R tal que para todo x,y,z

∈ X se cumple:

(m1) d(x, y) ≥ 0.

(m2) d(x, y) = 0 śı y solo śı x = y.

(m3) d(x, y) = d(y, x).

(m4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Todo espacio pre-Hilbert H es un espacio métrico, con d(x, y) = ∥x− y∥, a este

lo denominaremos espacio métrico (H, d).

Definición 1.20. Sea (H, d) un espacio métrico, dado un punto x0 ∈ H y r > 0,

definimos los siguientes conjuntos.

1) Bola abierta de centro x0 y radio r

Br(x0) = {x ∈ H : d(x, x0) < r}.

2) Bola cerrada de centro x0 y radio r

Br[x0] = {x ∈ H : d(x, x0) ≤ r}.

3) Esfera de centro x0 y radio r

Sr[x0] = {x ∈ H : d(x, x0) = r}.
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Definición 1.21. Sea X ̸= ϕ una sucesión (xn) ⊂ X es acotada si solamente śı

existe un M > 0 tal que ∥xn∥ < M.

Definición 1.22. En un espacio métrico (H, d) una sucesión {xn} converge a x ∈ H,

es decir, ∥xn − x∥ → 0 śı y solamente śı para todo ϵ > 0, existe un n0 ∈ N tal que

∥xn − x∥ ≤ ϵ para todo n ≥ n0.

Notación: xn → x cuando n→ ∞ o ĺım
n→∞

xn = x.

Definición 1.23. En un espacio métrico (H, d) una sucesión {xn} es de Cauchy, es

decir, ∥xn − xm∥ → 0 cuando n,m → ∞ śı solamente śı para todo ϵ > 0 existe un

n0 ∈ N tal que ∥xn − xm∥ < ϵ para todo n,m ≥ n0.

Observación 1.24. Toda sucesión convergente es de Cauchy.

Definición 1.25. Un espacio pre-Hilbert es completo śı solo śı toda sucesión de

Cauchy es convergente.

Definición 1.26. Un espacio pre-Hilbert y completo es un espacio de Hilbert.

1.3. Espacios de Sobolev

Definición 1.27. Sea f, g ∈ L1
Loc(Ω) diremos que g es la derivada débil de f si solo

si ∫

Ω

f(x)
∂

∂xi
ϕ(x) dx = −

∫

Ω

g(x)ϕ(x) dx, para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Generalizando la definición anterior tenemos:

Definición 1.28. Sea f, g ∈ L1
Loc(Ω) y α = (α1, α2, ..., αN), diremos que g es la

derivada débil de orden α de f si solo si

∫

Ω

f(x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|
∫

Ω

g(x)ϕ(x) dx, para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

donde Dαϕ =
∂α1

∂xα1

1

...
∂αN

∂xαN

N

ϕ y |α| = α1 + α2 + ...+ αN .

Definición 1.29. Sea Ω ⊆ R
N y 1 ≤ p <∞. Definimos el espacio

W 1,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω), |α| ≤ 1}.
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con la norma

∥f∥1,p


∑

|α|≤1

∫

Ω

|Dαf(x)|pdx




1

p

.

Generalizando la definición anterior tenemos:

Definición 1.30. Sea Ω ⊆ R
N y 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos el espacio

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : Dαf ∈ Lp(Ω), ∀ N
N |α| ≤ m},

con la norma

∥f∥m,p =


∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαf(x)|pdx




1

p

para 1 ≤ p <∞ y

∥f∥m,p =


∑

|α|≤m

∥Dαf(x)∥L∞(Ω)




1

p

para p = ∞.

Proposición 1.31 (Desigualdad de Poincaré). Sea Ω ⊂ R
N acotado. entonces existe

una constante C > 0 (dependiente de |Ω| <∞) tal que

∥u∥W 1,p(Ω) ≤ C∥∇u∥Lp(Ω), parta todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demostración. Ver [3].

Teorema 1.32. El espacio Wm.p(Ω) es de Banach.

Demostración. Ver [1].

Teorema 1.33. El espacio Wm.p(Ω) es reflexivo para 1 < p <∞.

Definición 1.34. Sea Ω ⊆ R
N y 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos el espacio

Wm,p
0 (Ω) := la cerradura de C∞

0 (Ω) en el espacio Wm,p(Ω),

es decir,

Wm,p
0 (Ω) = {f ∈ Wm,p(Ω) : ∃(un) ⊂ C∞

0 , tal que un → u enWm,p(Ω)}.
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Observación 1.35. Cuando Ω = R
N , obtenemos

Wm,p(RN) = Wm,p
0 (RN).

Además, si p = 2 y m = 1 denotaremos

H1(Ω) = W 1,2(Ω) y H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

Definición 1.36. Sea Ω ⊆ R
N abierto no vacio para N ≥ 3 y 2∗ =

2N

N − 2
. Definimos

el espacio

D1,2(Ω) = {u ∈ L2∗(Ω) : ∇u ∈ L2(Ω)},

con el producto interno

⟨u, v⟩ =

∫

Ω

∇u∇v dx,

y la norma correspondiente

∥u∥D1,2(Ω) =
√

⟨u, u⟩ =

(∫

Ω

|∇u|2 dx

) 1

2

.

Teorema 1.37. (Inmersiones continuas de Sobolev). Sea Ω ⊆ R
N un abierto acotado

regular. Entonces las siguientes inmersiones son continuas:

(i) Si mp < N entonces Wm,p(Ω) →֒ Lp(Ω), para todo 1 ≤ q ≤
pN

N −mp
.

(ii) Si mp = N y p > 1 entonces Wm,p(Ω) →֒ Lp(Ω), para todo 1 ≤ q <∞.

Demostración. Ver [1].

Corolario 1.38. (i) Sea Ω ⊆ R
2 un abierto acotado regular. Entonces las inmer-

siones

H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <∞

son continuas.

(ii) Sea Ω ⊆ R
N , N ≥ 3 un abierto acotado regular. Entonces las inmersiones

H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q ≤

2N

N − 2
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son continuas.

Teorema 1.39. (Inmersiones Compactas) Sea Ω ⊆ R
N un abierto acotado regular.

Entonces las siguientes inmersiones son compactas:

(i) Si mp < N entonces Wm,p(Ω) →֒ Lp(Ω), para todo 1 ≤ q <
pN

N −mp
.

(ii) Si mp = N y p > 1 entonces Wm,p(Ω) →֒ Lp(Ω), para todo 1 ≤ q <∞.

Demostración. Ver [1].

Corolario 1.40. (i) Sea Ω ⊆ R
2 un abierto acotado regular. Entonces las inmer-

siones

H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <∞

son compactas.

(ii) Sea Ω ⊆ R
N , N ≥ 3 un abierto acotado regular. Entonces las inmersiones

H1
0 (Ω) →֒ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <

2N

N − 2

son compactas.

1.4. Funcionales Diferenciables

Definición 1.41. Sea Φ : Ω → R donde Ω es un subconjunto abierto de un espacio

de Banach X. El funcional Φ es derivable según Gateux en x0 ∈ Ω si

∂Φ(x0)

∂h
= ĺım

t→0

Φ(x0 + th)− Φ(x0)

t
para todo h ∈ X.

Definición 1.42. Sea Φ : Ω → R donde Ω es un subconjunto abierto de un espacio

de Banach X. El funcional Φ es derivable según Fréchet en x0 ∈ Ω existe T : X → R

lineal y continua tal que

ĺım
∥h∥→0

Φ(x0 + h)− Φ(x0)− T (h)

∥h∥X
= 0.

Si Φ es derivable según Fréchet entonces es derivable según Gateux.
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Proposición 1.43. Si el funcional Φ tiene derivada de Gateux continua en Ω, en-

tonces Φ ∈ C1(Ω,R).

Definición 1.44. (Condición PS) Sea E un espacio de Banach, c ∈ R y J ∈

C1(E;R). La función J se dice que satisface la condición (PS)c en E si para cada

sucesión (un) ⊂ E tal que

J (un) → c y J ′(un) → 0 ; cuando n→ ∞

tiene una subsucesión fuertemente convergente en E.

Sea ej una base ortonormal del espacio de Hilbert E y defina

Xj = Rej, Yk =
k⊕

j=1

Xj, Zk =
∞⊕

j=1

Xj

Para el enunciado del teorema de la fuente dual, necesitamos la siguiente condición,

para más detalles ver [17].

Condición (A1) Un grupo compacto G actúa isometricamente sobre el espacio de

Hilbert E =
⊕∞

j∈NXj; los espacios Xj, son invariantes y existe un espacio de dimen-

sión finita V tal que, para todo j ∈ N, Xj ⋍ V y es admisible la acción de G sobre

V .

Proposición 1.45. Si se cumple la condición (A1) y sea J ∈ C1(E,R) un funcional

invariante. Si existen dos sucesiones 0 < rk < ρk → 0 cuando k → ∞. Además se

cumplen las condiciones (D1)−(D4), entonces existe una sucesión de valores cŕıticos

negativos que convergen a 0, donde

(D1) ak := ı́nf
u∈Zk,∥u∥=ρk

J (u) ≥ 0.

(D2) bk := máx
u∈Yk,∥u∥=rk

J (u) < 0.

(D3) dk := ı́nf
u∈Zk,∥u∥≤ρk

J (u) → 0 cuando k → ∞.

(D4) Para todo c ∈ [dk, 0), J satisface la condición (PS)c, es decir, dada una suce-

sión (unj
) ⊂ E que satisface

unj
∈ Ynj

, J (unj
) → c, J |′Ynj

(unj
) → 0, nj → ∞



Caṕıtulo I. Preliminares 11

contiene una subsucesión que converge a un punto cŕıtico de J .

Demostración. Ver [17].



Caṕıtulo II

Ecuación sublineal de tipo

Schrödinger en R
N

En este caṕıtulo estudiaremos la ecuación de tipo Schrödinger en R
N con una no

linealidad sublineal,el cual fue estudiado por Ye Xue y Zhiqing Han 2021 (Ver[18]).

A continuación mencionaremos la ecuación de Schrödinger bajo ciertas condiciones,

luego estableceremos un espacio de Hilbert E y las inmersiones con otros espacios.

Finalmente definiremos un funcional de Euler- Lagrange asociado a la solución de la

ecuación mencionada.

2.1. Hipótesis y consideraciones previas

Consideremos la siguiente ecuación de tipo Schrödinger en R
N con una no linea-

lidad sublineal

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u), para todo x ∈ R
N (P)

donde N ⩾ 3, V cambia de signo, K es positivo y f ∈ C(R). Además eliminaremos

la condición coerciva generalmente impuesta sobre V y obtener la existencia de al

menos una o infinitas soluciones de pequeña enerǵıa pura de (P).

Antes de exponer nuestros principales resultados, mencionaremos las condiciones

quee se deben de cumplir para dar solución a la ecuación (P).

(K1) K(x) > 0 para todo x ∈ R
N y K ∈ L∞(RN).

12
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(V1) V = V + − V −, donde V + ∈ L1(RN ,R) y V − ∈ L
N
2 (RN ,R)

Ω = {x ∈ R
N : V (x) < 0} ≠ ϕ,

|Ω| > 0 y existe una constante suficientemente grande R0 tal que V (x) > 0

para cada |x| ⩾ R0.

(V2) Existe una constante η0 > 1 tal que

η1 := ı́nf
0 ̸=u∈H1(RN )

∫

RN

(|∇u|2 + V +(x)u2)dx
∫

RN

V −(x)u2dx
⩾ η0.

(KV )
K

|V |
∈ L∞(RN).

(f1) f ∈ C(R) y existen constantes τ1, τ2 ∈ (1, 2) con τ1 < τ2 tal que

0 ≤ f(u)u ≤ |u|τ1 + |u|τ2 , para todo u ∈ R.

(f2) f(u) ⩾ C|u|τ1 , para todo u ∈ R, donde C es una constante positiva,

F (u) =

∫ u

0

f(τ)dτ.

Observación 1. Se pueden encontrar condiciones similares a (V2) con (V1) y las

desigualdades de Hölder y Sobolev. Además se cumple la siguiente desigualdad:

∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2 dx ≥

∫

RN

|∇u|2 + V |u|2dx ≥

(
η0 − 1

η0

)∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2dx.

Demostración: Primero probaremos que

∫

RN

V −(x)u2dx <∞.

Sea u ∈ E ⊂ D1,2(RN) →֒ L2∗(RN), donde 2∗ =
2N

N − 2
, por desigualdad de Hölder
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obtenemos ∫

RN

V −(x)u2dx ≤ ∥V −∥N
2

∥u2∥ N
N−2

. (2.1)

Por la condición (V1) se tiene que V − ∈ L
N
2 (RN,R) por tanto ∥V −∥N

2

es finito,

faltaŕıa probar que ∥u2∥ N
N−2

es finito. En efecto

∥u2∥ N
N−2

=

[∫

RN

(u2)
N

N−2 dx

]N−2

N

=

[∫

RN

u
2N
N−2 dx

]N−2

N

=

[∫

RN

u2
∗

dx

]N−2

N

. (2.2)

Como u ∈ D1,2(RN) ⊆ L2∗(RN) entonces
∫
RN u

2∗ es finito, logrando aśı que ∥u2∥ N
N−2

sea finito, entonces se ha probado que
∫
RN V

−(x)u2dx < ∞ es finito. Además por

(2.1) y (2.2) se tiene

∫

RN

V −(x)u2dx ≤ ∥V −∥N
2

∥u2∥ N
N−2

= ∥V −∥N
2

[(∫

RN

u2
∗

)N−2

2N

]2
.

Dado que 2∗ =
2N

N − 2

∫

RN

V −(x)u2dx ≤ ∥V −∥N
2

[(∫

RN

u2
∗

dx

) 1

2∗

]2
= ∥V −∥N

2

∥u∥22∗ ,

es decir,
1∫

RN

V −(x)u2dx
≥

1

∥V −∥N
2

∥u∥22∗
. (2.3)

Además, como u ∈ E se cumple la siguiente desigualdad:

∫

RN

(|∇u|2 + V +(x)|u|2) dx ≥

∫

RN

|∇u|2 dx. (2.4)

Entonces de las desigualdades (2.3) y (2.4) se tiene

∫

RN

|(∇u|2 + V +(x)|u|2)dx
∫

RN

V −(x)u2dx
≥

∫

RN

|∇u|2dx

∥V −∥N
2

∥u∥22∗
. (2.5)
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Ahora, definimos

S := ı́nf
u∈D1,2(RN )

∥u∥
2∗=1

∥∇u∥22.

Dado 0 ̸= u ∈ D1,2(RN) considere a w = u/∥u∥2∗ . Luego ∥w∥2∗ = 1, entonces por

definición de ı́nfimo

S ≤ ∥∇w∥22 =
∥∇u∥22
∥u∥22∗

,

es decir,
1

∥u∥22∗
≥

1

S−1

∫

RN

|∇u|2 dx

.

Consecuentemente, multiplicamos por

∫

RN

|∇u|2dx

∥V −∥N
2

> 0,

obtenemos ∫

RN

|∇u|2dx

∥V −∥N
2

∥u∥22∗
≥

∫

RN

|∇u|2dx

∥V −∥N
2

S−1

∫

RN

|∇u|2dx

. (2.6)

Por (2.5) y (2.6) tenemos

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2dx
∫

RN

V −u2dx

≥

∫

RN

|∇u|2dx

∥V −∥N
2

∥u∥22∗
≥

∫

RN

|∇u|2 dx

∥V −(x)∥N
2

S−1

∫

RN

|∇u|2 dx

,

es decir, ∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2dx
∫

RN

V −(x)u2dx
≥

S

∥V −∥N
2

.
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Si ∥V −∥N
2

< S, entonces

∫

RN

(|∇u|2 + V +(x)|u|2)dx
∫

RN

V −(x)u2dx
≥

S

∥V −∥N
2

> 1.

Por lo tanto, se ha probado que existe η0 =
S

∥V −∥N
2

> 1 cumpliendo la siguiente

desigualdad

η1 = ı́nf
0 ̸=u∈H1(RN )

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)u2dx
∫

RN

V −(x)u2dx
⩾ η0.

Además, por la condición (V2) tenemos

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2 dx
∫

RN

V −(x)u2dx
≥ η0.

Luego, ∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2 dx ≥ η0

∫

RN

V −(x)u2dx.

Consecuentemente,

−η0

∫

RN

V −(x)u2 dx ≥ −

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2 dx.

Entonces,

η0

∫

RN

|∇u|2+V +|u|2−η0

∫

RN

V −u2dx ≥ η0

∫

RN

|∇u|2+V +|u|2−

∫

RN

|∇u|2+V +|u|2dx.

Por lo tanto,

η0

∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2 − V −|u|2 dx ≥ (η0 − 1)

∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2dx,
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es decir, ∫

RN

|∇u|2 + V |u|2 dx ≥

(
η0 − 1

η0

)∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2 dx.

Finalmente, se obtiene la siguiente desigualdad

∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2 dx ≥

∫

RN

|∇u|2 + V |u|2dx ≥

(
η0 − 1

η0

)∫

RN

|∇u|2 + V +|u|2dx.

(2.7)

2.2. Formulación Variacional

En esta sección definiremos el espacio de solución E, también las inmersiones

que presenta con respecto a otros espacios., finalmente definiremos el funcional de

Euler-Lagrange y su diferenciabilidad.

2.2.1. Estableciendo el espacio E

En esta subsección definimos el siguiente espacio:

E = {u ∈ D1,2(RN) :

∫

RN

V +(x)|u|2dx < +∞}.

Lema 2.1. Sea E ⊆ D1,2(RN) y se satisface la condición (V1). Entonces

(a) La forma bilineal

⟨, ⟩ : E × E → R

⟨u, v⟩ → ⟨u, v⟩ =

∫

RN

∇u∇v + V +(x)uv dx

define un producto interno en E × E. Además

∥u∥E =
√
⟨u, u⟩ =

(∫

RN

∇|u|2 + V +(x)u2dx

) 1

2

.

(b) E es un espacio de Hilbert separable y reflexivo.



Caṕıtulo II. Ecuación sublineal de tipo Schrödinger en R
N 18

Demostración. (a) Para que la forma bilineal defina un producto interno debe satis-

facer las siguientes condiciones:

(i) ⟨u+ v, w⟩ = ⟨u, w⟩+ ⟨v, w⟩ para todo u, v ∈ E.

(ii) ⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ para todo u, v ∈ E.

(iii) ⟨αu, v⟩ = α ⟨u, v⟩ para todo u, v ∈ E y para todo α ∈ R.

(iv) ⟨u, u⟩ ≥ 0 para todo u ∈ E.

(v) ⟨u, u⟩ = 0 ⇔ u = 0.

En efecto (i) Sean u, v y w ∈ E

⟨u+ v, w⟩ =

∫

RN

∇(u+ v)∇w + V +(x)(u+ v)w dx

=

∫

RN

∇u∇w dx+

∫

RN

∇v∇w dx+

∫

RN

V +(x)uw dx

+

∫

RN

V +(x)vw dx

=

∫

RN

∇u∇w + V +(x)uw dx+

∫

RN

∇v∇w + V +(x)vw dx

= ⟨u, w⟩+ ⟨v, w⟩ .

(ii) Sean u y v ∈ E. Luego,

⟨u, v⟩ =

∫

RN

∇u∇v + V +(x)uv dx =

∫

RN

∇v∇u+ V +(x)vu dx = ⟨v, u⟩ .

(iii) Sean u y v ∈ E y α ∈ R. Luego,

⟨αu, v⟩ =

∫

RN

[∇(αu)∇v + V +(x)(αu)v dx]

=

∫

RN

[α∇u∇v + αV +(x)uv dx]

= α

∫

RN

[∇u∇v + V +(x)uv dx]

= α ⟨u, v⟩ .
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(iv) Sea u ∈ E. Luego,

⟨u, u⟩ =

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)u2dx ≥ 0.

(v) Sea u ∈ E

Si u = 0 entonces ⟨u, u⟩ = 0. Por otro lado ⟨u, u⟩ = 0 entonces

∫

RN

|∇u|2dx ≤

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)u2dx = 0,

es decir, ∫

RN

|∇u|2dx = 0,

por desigualdad de Póıncare existe un C > 0 tal que

∥u∥2 ≤ C∥∇u∥2 =

(∫

Ω

|∇u|2dx

) 1

2

≤

(∫

RN

|∇u|2dx

) 1

2

= 0.

Entonces ∥u∥2 = 0. Por lo tanto u = 0.

(b) Dado E un subconjunto cerrado de D1,2(RN), el cual es un espacio de Hilbert

separable y reflexivo, entonces se cumple que E es un espacio de Hilbert separable y

reflexivo.

A continuación mencionaremos algunos espacios de Hilbert que serán utilizados

en estos caṕıtulos.

Definimos Lq
K(R

N) el espacio ponderado de las funciones medibles u : RN → R

que satisface:

∥u∥K,q =

[∫

RN

K(x)|u|qdx

] 1

q

< +∞.

Denotemos Lq(RN) con

∥u∥q =

[∫

RN

|u|qdx

] 1

q

< +∞.
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donde 1 ≤ q <∞ y con norma

∥u∥∞ = ess sup |u(x)|
x∈RN

, u ∈ L∞(RN).

Por E →֒ Ls(RN)(2 ≤ s ≤ 2∗). Ahora damos una desigualdad de tipo Hardy que

extiende la de [2] y es adecuada para tratar con nuestros problemas sublineales.

2.2.2. Inmersión del espacio E

Antes de enunciar el resultado, recordamos la siguiente condición (A).

Condición (A). Si {An} ⊂ R
N es una sucesión de conjuntos de Borel tal que

|An| ≤ R para algún R > 0 y todo n ∈ N, entonces

ĺım
r→∞

∫

An∩Bc
r(0)

K(x) dx = 0, uniformemente en n ∈ N. (2.8)

Como se indica en [2], si K ∈ L1(RN − Bρ(0)) para algún ρ > 0, sabemos que K

satisface la condición (A).

Lema 2.2. Se cumple la siguiente desigualdad:

|s|r ≤ ϵ(|s|+ |s|2
∗

) + Cϵχ[a.b]|s|
2∗ , donde 1 < r ≤ 2. (2.9)

Demostración. En efecto, se cumple

ĺım
s→0

|s|r

|s|+ |s|2∗
= ĺım

s→0

|s|r−1

1 + |s|2∗−1
= 0,

es decir, dado un ϵ > 0 existe δ1 > 0 tal que

0 < |s| < δ1 entonces
|s|r

|s|+ |s|2∗
< ϵ. (2.10)

También se cumple el siguiente ĺımite:

ĺım
s→∞

|s|r

|s|+ |s|2∗
= ĺım

s→0

1
1

|s|r−1
+ |s|2∗−1

= 0,



Caṕıtulo II. Ecuación sublineal de tipo Schrödinger en R
N 21

es decir, dado un ϵ > 0 existe δ2 > 0 tal que

|s| > δ2 entonces
|s|r

|s|+ |s|2∗
< ϵ. (2.11)

Usando (2.10) y (2.11) obtenemos

|s|r ≤ ϵ(|s|+ |s|2
∗

) cuando |s| < δ1 ∨ |s| > δ2. (2.12)

Siendo 0 < δ1 < δ2 se cumple

máx
|s|∈[δ1,δ2]

|s|r

|s|2∗
=

1

|δ1|2
∗−r

= Cϵ.

Por lo tanto,

|s|r ≤ Cϵ|s|
2∗ para todo δ2

∗

1 ≤ |s|2
∗

≤ δ2
∗

2 . (2.13)

Finalmente, de (2.12) y (2.13) se cumple

|s|r ≤ ϵ(|s|+ |s|2
∗

) + Cϵχ[δ2
∗

1
,δ2

∗
2

]|s|
2∗ 1 < r ≤ 2.

Lema 2.3. Si las siguientes condiciones (K1), (V1) y (KV ) se cumplen. Entonces

E es inmerso compactamente en Lr
K(R

N) para r ∈ (1, 2].

Demostración. Dado una sucesión (vn) ⊂ E tal que vn ⇀ v ∈ E, por demostrar que

vn → v ∈ Lr
K(R

N) para r ∈ (1, 2]. En efecto, por la condición (V1) se cumple que

V + ∈ L1(RN ,R). Además, para cualquier ϵ > 0 podemos elegir un Rϵ > R0 tal que

∫

Bc
Rϵ

V (x) dx =

∫

Bc
Rϵ

V +(x) dx < ϵ2. (2.14)

Afirmación: Dado un 1 < r ≤ 2 y ϵ > 0, existe un 0 < T 0
ϵ < Tϵ y Cϵ > 0 tal que

para |x| ≥ Rϵ se cumple

K(x)|s|r ≤ Cϵ(V (x)|s|+ |s|2
∗

) + CϵK(x)χ[T 0
ϵ ,Tϵ]|s|

2∗ para todo s ∈ R
N . (2.15)



Caṕıtulo II. Ecuación sublineal de tipo Schrödinger en R
N 22

En efecto, por (KV ) existe un C1 > 0 tal que

K(x)

|V (x)|
≤ C1 entonces K(x) ≤ C1V (x) si Rϵ > R0 y |x| ≥ Rϵ. (2.16)

Por (K1) existe C2 > 0 tal que

K(x) ≤ C2. (2.17)

Ahora, a la desigualdad (2.9) le multiplicamos por K(x) obteniendo

K(x)|s|r ≤ ϵ(K(x)|s|+K(x)|s|2
∗

) + CϵK(x)χ[T 0
ϵ ,Tϵ]|s|

2∗ .

Entonces, por (2.16) y (2.17) logramos probar que

K(x)|s|r ≤ ϵ(C1V (x)|s|+ C2|s|
2∗) + CϵK(x)χ[T 0

ϵ ,Tϵ]|s|
2∗

≤ Cϵ(V (x)|s|+ |s|2
∗
) + CϵK(x)χ[T 0

ϵ ,Tϵ]|s|
2∗

donde C = máx{C1, C2}.

A continuación integraremos la desigualdad (2.15) sobre el conjunto Bc
Rϵ
(0), ob-

teniendo

∫

Bc
Rϵ

(0)

K(x)|u|rdx ≤ Cϵ

(∫

Bc
Rϵ

(0)

V (x)|u| dx+

∫

Bc
Rϵ

(0)

|u|2
∗

dx

)

+Cϵ

∫

Bc
Rϵ

(0)

K(x)χ[T 0
ϵ ,Tϵ]|u|

2∗ dx.

Por lo tanto,

∫

Bc
Rϵ

(0)

K(x)|u|rdx ≤ Cϵ

(∫

Bc
Rϵ

(0)

V (x)|u| dx+

∫

Bc
Rϵ

(0)

|u|2
∗

dx

)

+ Cϵ

∫

Bc
Rϵ

(0)∩A

K(x)T 2∗

ϵ dx,

(2.18)

donde A = {x ∈ R
N : T 0

ϵ ≤ |u(x)| ≤ Tϵ}. Además, por hipótesis se tiene una sucesión

(vn) ⊂ E tal que vn ⇀ v ∈ E. Entonces como E es un espacio de Banach y reflexivo
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la sucesión (vn) está acotada, es decir, existe M1 > 0 tal que

∥vn∥E ≤M1. (2.19)

Además, se cumple que la siguiente inmersión:

E →֒ L2∗(RN).

Entonces, existe k > 0 tal que

∥vn∥2∗ ≤ k∥vn∥E ≤ kM1.

Por lo tanto, (∫

RN

|vn|
2∗dx

) 1

2∗

≤ kM1,

es decir, ∫

RN

|vn|
2∗dx ≤ (kM1)

2∗ .

En particular, ∫

Bc
Rϵ

|vn|
2∗dx ≤ (kM1)

2∗ . (2.20)

Luego, por (2.19) obtenemos

∫

RN

V +(x)|vn|
2dx ≤

∫

RN

∇|vn|
2 + V +(x)|vn|

2dx ≤M2
1 ,

es decir, ∫

RN

V +(x)|vn|
2dx ≤M. (2.21)
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Ahora, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

∫

Bc
Rϵ

V +(x)|vn| dx =

∫

Bc
Rϵ

[V +(x)]
1

2 |vn|[V
+(x)]

1

2 dx

≤

[∫

Bc
Rϵ

[V +(x)]|vn|
2dx

] 1

2
[∫

Bc
Rϵ

[V +(x)] dx

] 1

2

≤

[∫

RN

[V +(x)]|vn|
2dx

] 1

2

[∫

Bc
Rϵ

[V +(x)] dx

] 1

2

.

Usando (2.14) y (2.21) se tiene

∫

Bc
Rϵ

V +(x)|vn| dx ≤Mϵ. (2.22)

Entonces, por (2.14), (2.20) y (2.22) tenemos

∫

Bc
Rϵ

V +(x)|vn| dx+

∫

Bc
Rϵ

|vn|
2∗dx =

∫

Bc
Rϵ

V (x)|vn| dx+

∫

Bc
Rϵ

|vn|
2∗dx

≤Mϵ+ (kM1)
2∗ .

(2.23)

Luego, por (2.14) y (KV ) se tiene

∫

Bc
Rϵ

K(x) dx =

∫

Bc
Rϵ

K(x)

V (x)
V (x) dx ≤ C

∫

Bc
Rϵ

V (x) dx ≤ Cϵ. (2.24)

Además, An = {x ∈ R
N : T 0

ϵ ≤ |vn(x)| ≤ Tϵ}. Luego, elevando a la 2∗, integrando

sobre An y por (2.20) tenemos

(T 0
ϵ )

2∗ |An| ≤

∫

An

|vn|
2∗dx ≤ (kM1)

2∗ ∀ n ∈ N. (2.25)

Entonces, se tiene que sucesión {An} que está es acotada superiormente para todo

n ∈ N, es decir,

sup
n∈N

|An| < +∞. (2.26)

Por lo tanto, se tiene (2.24) y (2.26) cumplen las premisas de la condición (A).
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Entonces, existe una contante Rϵ > 0 tal que

∫

Bc

Rϵ
(0)∩An

K(x)dx <
ϵ

CϵT 2∗
ϵ

para todo n ∈ N. (2.27)

Luego, por (2.18) tenemos

∫

Bc

R̂ϵ
(0)

K(x)|vn|
r dx ≤ Cϵ

(∫

Bc

R̂ϵ
(0)

V (x)|vn| dx+

∫

Bc

R̂ϵ
(0)

|vn|
2∗ dx

)

+CϵT
2∗

ϵ

∫

Bc

R̂ϵ
(0)∩An

K(x) dx,

donde R̂ϵ = máx{Rϵ, Rϵ}, por tanto se cumplen las siguientes inclusiones:

Bc
R̂ϵ
(0) ⊆ Bc

Rϵ
(0) y Bc

R̂ϵ
(0) ⊆ Bc

Rϵ
(0).

Entonces

∫

Bc

R̂ϵ
(0)

K(x)|vn|
r dx ≤ Cϵ

(∫

Bc
Rϵ

(0)

V (x)|vn| dx+

∫

Bc
Rϵ

(0)

|vn|
2∗ dx

)

+CϵT
2∗

ϵ

∫

Bc

Rϵ
(0)∩An

K(x) dx.

Por lo tanto, por (2.23) y (2.27)

∫

Bc

R̂ϵ
(0)

K(x)|vn|
r dx ≤ Cϵ(Mϵ+ (kM)2 + ϵ) ≤ Ĉϵ. (2.28)

Otras de las condiciones que se cumple es que E →֒ E, donde E = D1,2(Bϵ) y

como |Bϵ| <∞ entonces

D1,2
0 (Bϵ) = H1

0 (Bϵ) y H1
0 (Bϵ)

comp
→֒ Lp(Bϵ) para 1 ≤ p < 2∗

entonces

E →֒ E
comp
→֒ Lr(Bϵ) donde 1 ≤ r < 2∗.
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Sea vn ⇀ v en E, entonces vn → v en Lr(Bϵ), es decir, dado un ϵ > 0 se cumple

∫

B
R̂ϵ

|vn|
r − |v|rdx < ϵ.

Además, como K ∈ L∞(RN), entonces existe un C > 0 tal que

|K(x)| < C c.p.t de R
N .

Entonces, por la desigualdad de Hölder tenemos

∫

B
R̂ϵ

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx < Cϵ. (2.29)

Consecuentemente, por desigualdad triangular

∣∣∣∣
∫

RN

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∫

B
R̂ϵ

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx+

∫

Bc

R̂ϵ

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx

∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣

∫

B
R̂ϵ

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫

Bc

R̂ϵ

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx

∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣

∫

B
R̂ϵ

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫

Bc

R̂ϵ

K(x)|vn|
r dx

∣∣∣∣∣ .

Finalmente, por (2.28) y (2.29) obtenemos

∣∣∣∣
∫

RN

K(x)[|vn|
r − |v|r] dx

∣∣∣∣ ≤ Cϵ,

es decir, vn → v ∈ Lr
K(R

N) para r ∈ (1, 2].

2.2.3. El funcional Euler-Lagrange asociado

En esta subsección nos enfocaremos a probar que el funcional J : E → R dado

por

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx. (2.30)
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está bien definido y es de clase C1(E,R).

Lema 2.4. Sean V − ∈ LN/2(Ω), (un) ⊂ E una sucesión tal que un ⇀ u en E .

Entonces ∫

Ω

V −(x)|un|
2dx→

∫

Ω

V −(x)|u|2dx.

Demostración. Definimos el funcional

ϕ : D1,2
0 (Ω) → R

u→

∫

Ω

V −(x)|u|2dx.

El funcional ϕ está bien definido. En efecto, sea u ∈ D1,2
0 (Ω) →֒ L2∗(RN), aplicando

la desigualdad de Hölder

∫

Ω

V −(x)|u|2dx ≤ ∥V −∥N/2∥u
2∥N/N−2.

Como ∥V −∥N/2 y ∥u2∥N/N−2 son finitos, entonces
∫
Ω
V −(x)|u|2dx es finito. Ahora,

asumiendo que un ⇀ u en D1,2
0 (Ω) y de las siguientes inmersiones

D1,2
0 (Ω) →֒ H1

0 (Ω)
comp
→֒ LP

Loc(Ω).

se deduce que,

D1,2
0 (Ω)

comp
→֒ LP

Loc(Ω),

por lo tanto, existe una subsucesión (unk
) ⊆ (un) tal que

unk
→ u en L2

Loc(Ω) cuando k → +∞

si es necesario a la subsucesión podemos asumir que unk
→ u en c.t.p en Ω, dado

que (unk
) es acotada en L2∗(Ω). Entonces (u2nk

) es acotada en L
N

N−2 (Ω). Luego,

ψ(u2nk
) → ψ(u2) para todo ψ ∈ L

N
2 (Ω).

En particular

ϕ(u2nk
) → ϕ(u2) cuando k → +∞,
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es decir, ∫

Ω

V −u2nk
dx→

∫

Ω

V −u2dx cuando k → +∞.

Lema 2.5. Si las condiciones (K1), (K2) y (KV ) se cumplen. Entonces

∫

RN

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]2 dx→ 0 cuando t→ +∞.

Demostración. Sea un ⇀ u en E, como E es compacto se cumple que dado una

(unk
) ⊆ (un) tal que unk

(x) → u(x) casi todo punto de R
N y Q1(x) ∈ L2

K(R
N),

donde

Q1(x) =

(
∞∑

n=1

|unk
(x)− u(x)|2

) 1

2

.

Luego,

K(x)|f(unk
)− f(u)|2 ≤ 2K(x)(|f(unk

)2 + |f(u)|2)

≤ 4
2∑

i=0

(K(x)|unk
|2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1)).

Por lo tanto

K(x)|f(unk
)− f(u)|2 ≤ 4

2∑

i=0

(K(x)|unk
− u+ u|2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1))

≤

2∑

i=0

C(τi)(K(x)|unk
− u|2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1))

≤
2∑

i=0

C(τi)(K(x)|Q1(x)|
2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1)),

es decir,

K(x)|f(unk
)− f(u)|2 ≤

2∑

i=0

C(τi)(K(x)|Q1(x)|
2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1)),
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donde,

Q2(x) =
2∑

i=0

C(τi)(K(x)Q1(x)|
2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1)).

Ahora,integramos sobre R
N , obteniendo

∫

RN

Q2(x) dx =
2∑

i=0

C(τi)

∫

RN

(K(x)|Q1(x)|
2(τi−1) +K(x)|u|2(τi−1)) dx,

es decir,

∫

RN

Q2(x) dx =
2∑

i=0

C(τi)

∫

RN

(Kτi−1+2−τi(x)|Q1(x)|
2(τi−1)dx

+
2∑

i=0

C(τi)

∫

RN

Kτi−1+2−τi(x)|u|2(τi−1)) dx.

Luego, por (V1) y (KV ), se obtiene que K ∈ L1(RN). Además, se cumple que

1

τi − 1
> 1 y

1

2− τi
> 1.

y por desigualdad de Hölder obtenemos

∫

RN

Q2(x) dx ≤
2∑

i=0

C(τi)

(∫

RN

K(x)Q2
1 dx

)τi−1(∫

RN

K(x) dx

)2−τi

+
2∑

i=0

C(τi)

(∫

RN

K(x)|u|2 dx

)τi−1(∫

RN

K(x) dx

)2−τi

,

es decir,

∫

RN

Q2(x) dx ≤
2∑

i=0

C(τi)|Q1|
2(τi−1)
K,2

(∫

RN

K(x) dx

)2−τi

+
2∑

i=0

C(τi)|u|
2(τi−1)
K,2

(∫

RN

K(x) dx

)2−τi

<∞.
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Aplicando el teorema de la convergencia dominada

ĺım
n→∞

∫

RN

K(x)|f(unk
)− f(u)|2dx = 0.

Lema 2.6. Si las condiciones (K1), (K2) y (KV ) se cumplen. Entonces el funcional

J : E → R dado en (2.30) Está bien definido y pertenece a C1(E,R) y además

⟨J ′(u), v⟩ = ⟨u, v⟩ −

∫

RN

V −(x)uv dx−

∫

RN

K(x)f(u)v dx. (2.31)

Demostración. Primero probaremos que el funcional J : E → R está bien definido.

Sea u ∈ D1,2(RN) →֒ L2∗(RN). Por desigualdad de Hölder

∫

RN

V −(x)|u|2dx ≤ ∥V −∥N
2

∥u2∥ N
N−2

.

Usando la condición (V1) y por (2.2) obtenemos

∥V −∥N
2

< +∞ y ∥u2∥ N
N−2

< +∞.

Por lo tanto, ∫

RN

V −u2 dx < +∞.

Ahora, por la condición (f1) se tiene f ∈ C(R) y existen constantes τ1, τ2 ∈ (1, 2)

con τ1 < τ2 tal que

0 ≤ f(u)u ≤ |u|τ1 + |u|τ2 para todo u ∈ R.

Tomando el valor absoluto y multiplicando por 1/|u| tenemos

|f(u)| ≤ |u|τ1−1 + |u|τ2−1 (2.32)

Además, por la condición (f2) tenemos

F (u) =

∫ u

0

f(u) ds.
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Ahora, tomando valor absoluto y por (2.32) se tiene

|F (u)| ≤

∫ u

0

|f(s)| ds ≤

∫ u

0

|s|τ1−1 + |s|τ2−1 ds =
|s|τ1

τ1
+

|s|τ2

τ2
|u0 ,

es decir,

|F (u)| ≤
|u|τ1

τ1
+

|u|τ2

τ2
≤ c|u|τ1 + c|u|τ2 (2.33)

donde c = máx{ 1
τ1
, 1
τ2
}.

Por el Lema 2.4 se cumple que E
comp
→֒ Lr

k(R
N) para r ∈ (1, 2], es decir, dado u ∈ E

existe un c > 0 tal que

(∫

RN

K(x)|u|r
) 1

r

≤ c∥u∥, para todo r ∈ (1, 2]. (2.34)

Entonces, por (2.33) y (2.34) obtenemos

∫

RN

K(x)|F (u)| dx ≤

∫

RN

K(x)|u|τ1 +K(x)|u|τ2 ds

≤ c∥u∥τ1 + c∥u∥τ2 ,
(2.35)

es decir, ∫

RN

K(x)f(u)dx < +∞.

Por lo tanto, J está bien definido para u ∈ E. A continuación probaremos que

J ∈ C1(E,R). Primero escribiremos el funcional J = J1 − J2 − J3, donde

J1(u) =
1

2
∥u∥2, J2(u) =

1

2

∫

RN

V −(x)∥u∥2dx J3(x) =

∫

RN

K(x)F (u) dx.

Probaremos que J1,J2,J3 ∈ C1(E,R).

J1 es diferenciable según Gateux. En efecto

∂J1(u)

∂v
= ĺım

t→0

J1(u+ tv)− J1(u)

t
= ĺım

t→0

1
2
⟨u+ tv, u+ tv⟩ − 1

2
⟨u, u⟩

t
.
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Por lo tanto

∂J1(u)

∂v
=

1

2
ĺım
t→0

⟨u, u⟩+ 2t ⟨u, v⟩+ t2 ⟨v, v⟩ − ⟨u, u⟩

t
= ĺım

t→0
⟨u, v⟩+

1

2
ĺım
t→0

t ⟨v, v⟩ ,

es decir,
∂J1(u)

∂v
= ⟨u, v⟩ .

J1 es diferenciable según Fréchet. En efecto, observe que la aplicación definida en E

por

v 7→ ⟨u, v⟩ ,

es lineal y continua. Luego,

ĺım
∥v∥→0

J1(u+ v)− J1(u)− ⟨u, v⟩

∥v∥
= ĺım

∥v∥→0

1
2
⟨u+ v, u+ v⟩ − 1

2
⟨u, u⟩ − ⟨u, v⟩

∥v∥

Por lo tanto,

ĺım
∥v∥→0

J1(u+ v)− J1(u)− ⟨u, v⟩

∥v∥
= ĺım

∥v∥→0

1
2
⟨u, u⟩+ ⟨u, v⟩+ 1

2
⟨v, v⟩ − 1

2
⟨u, u⟩ − ⟨u, v⟩

∥v∥

Consecuentemente,

ĺım
∥v∥→0

J1(u+ v)− J1(u)− ⟨u, v⟩

∥v∥
= ĺım

∥v∥→0

1

2

∥v∥2

∥v∥
= ĺım

∥v∥→0

1

2
∥v∥,

es decir,

ĺım
∥v∥→0

J1(u+ v)− J1(u)− ⟨u, v⟩

∥v∥
= 0.

Hemos probado que J1 es diferenciable, ahora veamos que J ′
1 es continua.

Sea la sucesión (un) ⊂ E tal que un → u. Probaremos que ∥J ′
1(un) − J ′

1(u)∥∗ → 0,

donde ∥.∥∗ denota la norma en E ′. Luego,

∥J ′
1(un)− J ′

1(u)∥∗ = sup
∥v∥≤1

|J ′
1(un)− J ′

1(u)|

|[J ′
1(un)− J ′

1(u)]v| = | ⟨un, v⟩ − ⟨u, v⟩ | = | ⟨un − u, v⟩ | ≤ ∥un − u∥.∥v∥
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Finalmente,

∥J ′
1(un)− J ′

1(u)∥ ≤ ∥un − u∥ → 0.

J2 es diferenciable según Gateux. En efecto

∂J2(u)

∂v
= ĺım

t→0

J2(u+ tv)− J2(u)

t

= ĺım
t→0

1

2

∫

RN

V −(x)|u+ tv|2dx−
1

2

∫

RN

V −(x)|u|2dx

t

= ĺım
t→0

1

2

∫

RN

V −(x)[u2 + 2tuv + t2v2 − u2]dx

t
.

Consecuentemente,

∂J2(u)

∂v
= ĺım

t→0

∫

RN

V −(x)[tuv]dx+
1

2

∫

RN

V −(x)[t2v2]dx

t

= ĺım
t→0

∫

RN

V −(x)[uv]dx+ ĺım
t→0

∫

RN

V −(x)[tv]dx

=

∫

RN

V −(x)uv dx.

es decir,
∂J2(u)

∂v
=

∫

RN

V −(x)uv dx.

J2 es diferenciable según Fréchet. En efecto, observe que la aplicación definida en E

por

v 7→

∫

RN

V −(x)uv dx,
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es lineal y continua. Luego,

ĺım
∥v∥→0

J2(u+ v)− J2(u)−

∫

RN

V −(x)uvdx

∥v∥

= ĺım
∥v∥→0

1

2

∫

RN

V −(x)|u+ v|2dx−
1

2

∫

RN

V −(x)|u|2dx−
1

2

∫

RN

V −(x)2uvdx

∥v∥

= ĺım
∥v∥→0

1

2

∫

RN

V −(x)|v|2dx

∥v∥
.

Consecuentemente,

ĺım
∥v∥→0

1

2

∫

RN

V −(x)|v|2dx

∥v∥
≤ ĺım

∥v∥→0

1

2

∥v∥2

∥v∥
.

Entonces,

ĺım
∥v∥→0

J2(u+ v)− J2(u)−

∫

RN

V −(x)uvdx

∥v∥
≤ ĺım

∥v∥→0

1

2
∥v∥ = 0.

Hemos probado que J2 es diferenciable, ahora veamos que J ′
2 es continua.

Sea la sucesión (un) ⊂ E tal que un → u, probaremos que ∥J ′
2(un) − J ′

1(u)∥∗ → 0.

En efecto, sea

∥J ′
2(un)− J ′

2(u)∥∗ = sup
∥v∥≤1

|[J ′
2(un)− J ′

2(u)]v|

Luego, tenemos

|[J ′
2(un)− J ′

2(u)]v| =

∣∣∣∣
∫

RN

V −unv dx−

∫

RN

V −uv dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

RN

V −(un − u)v dx

∣∣∣∣

Usando la condición (V2)

|[J ′
2(un)− J ′

2(u)]v| ≤ | ⟨un − u, v⟩ | ≤ ∥un − u∥.∥v∥
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Finalmente,

∥J ′
2(un)− J ′

2(u)∥ ≤ ∥un − u∥ → 0.

J3 es diferenciable según Fréchet. En efecto, observe que la aplicación definida en E

por

v 7→

∫

RN

K(x)f(u)v dx,

es lineal y continua. Sea u ∈ E fijo, para cada v ∈ E, definimos

r(v) = J3(u+ v)− J3(u)−

∫

RN

K(x)f(u)v dx.

Luego,

r(v) =

∫

RN

K(x)[F (u+ v)− F (u)] dx−

∫

RN

K(x)f(u)v dx. (2.36)

Denotamos ϕ(t) = K(x)F (u+ tv), entonces por el teorema fundamental del cálculo

se cumple

ϕ(1)− ϕ(0) =

∫ 1

0

d

dt
ϕ(t) dt.

Reemplazando,

K(x)F (u+ v)−K(x)F (u) =

∫ 1

0

d

dt
K(x)F (u+ tv) dt.

Además,
d

dt
F (u+ tv) = f(u+ tv)v.

Entonces,

K(x)F (u+ v)−K(x)F (u) =

∫ 1

0

K(x)f(u+ tv)v dt. (2.37)

Ahora, reemplazando (2.37) en (2.36) obtenemos

r(v) =

∫

RN

∫ 1

0

K(x)f(u+ tv)v dt dx−

∫

RN

K(x)f(u)v dx.
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Por lo tanto,

r(v) =

∫

RN

(∫ 1

0

K(x)f(u+ tv)v dt−K(x)f(u)v

)
dx.

Consecuentemente,

r(v) =

∫

RN

(∫ 1

0

K(x)f(u+ tv)v dt−

∫ 1

0

K(x)f(u)v dt

)
dx

=

∫

RN

(∫ 1

0

K(x)f(u+ tv)v −K(x)f(u)v dt

)
dx,

es decir,

r(v) =

∫

RN

(∫ 1

0

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]v dt

)
dx

Intercambiando las integrales por el Teorema de Fubini, se obtiene

r(v) =

∫ 1

0

(∫

RN

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]v dx

)
dt. (2.38)

Por el Lema 2.6 se tiene

ĺım
n→∞

∫

RN

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]2 dx = 0,

es decir, dado ϵ > 0 existe δ > 0 tal que ∥v∥ < δ entonces

∫

RN

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]2 dx < ϵ. (2.39)

Además, por el Lema 2.3 se cumple que E
comp
→֒ L2

K(R
N), es decir, existe um C > 0

tal que (∫

RN

K(x)|v|2dx

) 1

2

≤ C∥v∥E. (2.40)
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A continuación tenemos la siguiente desigualdad:

|r(v)| ≤

∫ 1

0

(∫

RN

K(x)|f(u+ tv)− f(u)|v dx

)
dt

=

∫ 1

0

(∫

RN

K(x)
1

2 (x)vK
1

2 (x)|f(u+ tv)− f(u)| dx

)
dt.

Luego, por desigualdad de Hölder obtenemos

∫ 1

0

(∫

RN

K(x)
1

2 (x)vK
1

2 (x)|f(u+ tv)− f(u)| dx

)
dt

≤

∫ 1

0

(∫

RN

K(x)|v|2dx

) 1

2
(∫

RN

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]2 dx

)
dt.

Además, por (2.39) y (2.40) obtenemos

∫ 1

0

(∫

RN

K(x)|v|2dx

) 1

2
(∫

RN

K(x)[f(u+ tv)− f(u)]2 dx

)
dt ≤

∫ 1

0

C∥v∥ϵ dt,

es decir,

|r(v)| ≤ C∥v∥ϵ.

Finalmente,
r(v)

∥v∥
≤ Cϵ, 0 < ∥v∥ < δ.

Lo que implica

ĺım
∥v∥→0

r(v)

∥v∥
= 0.

Hemos probado que J3 es diferenciable, ahora veamos que J ′
3 es continua.

Sea la sucesión (un) ⊂ E tal que un → u. Probaremos que ∥J ′
3(un)− J ′

3(u∥∗ → 0.

En efecto, sea

∥J ′
3(un)− J ′

3(u)∥∗ = sup
∥v∥≤1

|[J ′
3(un)− J ′

3(u)]v|.
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Aplicando la desigualdad (3.23) y la desigualdad de Hölder, obtenemos

∥J ′
3(un)− J ′

3(u)∥∗ =

∣∣∣∣
∫

RN

K(x)[f(un)− f(u)]v dx

∣∣∣∣

=

∫

RN

K(x)
1

2vK(x)
1

2 |f(un)− f(u)| dx

≤

(∫

RN

K(x)|v|2dx

) 1

2
(∫

RN

K(x)[f(un)− f(u)]2 dx

) 1

2

≤

(∫

RN

K(x)[f(un)− f(u)]2 dx

) 1

2

C∥v∥E.

Finalmente,

∥J ′
3(un)− J ′

3(u)∥∗ ≤ C

(∫

RN

K(x)[f(un)− f(u)]2 dx

) 1

2

→ 0

Entonces, se ha probado que los funcionales J1,J2,J3 ∈ C1(E,R) y como el funcional

J está definido como J = J1 −J2 −J3, por lo tanto se cumple que J ∈ C1(E,R).

Además

⟨J ′(u), v⟩ = ⟨u, v⟩ −

∫

RN

V −(x)uv dx−

∫

RN

K(x)f(u)v dx.



Caṕıtulo III

Demostración de los teoremas de

existencia

En este caṕıtulo nos dedicaremos a estudiar la existencia de una solución no

trivial y la multiplicidad de soluciones de pequeña enerǵıa para la ecuación de tipo

Schrödinger con una no linealidad sublineal

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u), para todo x ∈ R
N (P)

donde N ⩾ 3, V (x) cambia de signo, K es positivo y f ∈ C(R).

3.1. Existencia de al menos una solución para el

problema (P)

En esta sección estudiaremos la existencia de la solución no trivial de la ecuación

(P) a partir de ciertas condiciones.

Lema 3.1. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1), (V2), (KV ) y (f1). Entonces

el funcional J es coercivo y está acotado por debajo en E.

Demostración. Basta probar que

ĺım
∥u∥→∞

J (u) = ∞.

39
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De (2.30) se tiene el funcional

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx,

es decir,

J (u) =
1

2

∫

RN

(
|∇u|2 + V +(x)|u|2

)
dx−

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx.

Como V = V + − V − entonces obtenemos

J (u) =
1

2

∫

RN

|∇u|2 + V (x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx.

Luego, por (2.7) y (2.35) se tiene

J (u) ≥
(η0 − 1

2η0

)
∥u∥2 − c∥u∥τ1 − c∥u∥τ2 ,

es decir,

J (u) ≥ ∥u∥2
(
η0 − 1

2η0
− c∥u∥τ1−2 − c∥u∥τ2−2

)
. (3.1)

Además, dado que τ1, τ2 ∈ (1, 2) entonces τ1 − 2 < 0 y τ2 − 2 < 0, por lo tanto se

cumple

ĺım
∥u∥→∞

(
η0 − 1

2η0
− c∥u∥τ1−2 − c∥u∥τ2−2

)
=
η0 − 1

2η0

Luego,

ĺım
∥u∥→∞

∥u∥2
(
η0 − 1

2η0
− c∥u∥τ1−2 − c∥u∥τ2−2

)
= ∞. (3.2)

Finalmente, por (3.1) y (3.2) se concluye que el funcional J es coercivo.

Por el Lema 3.1 y el principio variacional de Ekeleand, existe una sucesión mini-

mizante (un) tal que

J (un) → ı́nf
E
J y J ′(un) → 0, si n→ ∞.

Por el Lema 3.1, la sucesión minimizante (un) está acotada en E.
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Lema 3.2. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1),(V2),(KV ) y (f1). Entonces

existe una subsucesión convergente de la sucesión minimizante (un).

Demostración. Sea la sucesión minimizante (un) ⊂ E, probaremos que existe una

subsucesión (unk
) ⊂ (un) tal que

∥unk
− u∥ → 0 cuando k → ∞.

En efecto, por el Lema 3.1, la sucesión minimizante (un) está acotada. Pasando a

una subsucesión, se tiene





unk
⇀ u en E cuando k → ∞

unk
→ u en L2

k(R
N) cuando k → ∞

unk
(x) → u(x) casi todo punto en R

N

(3.3)

De (2.31) deducimos que

⟨u, v⟩ = ⟨J ′(u), v⟩+

∫

RN

V −(x)uv dx+

∫

RN

K(x)f(u)v dx.

Entonces

∥unk
− u∥2 = ⟨unk

− u, unk
− u⟩

= ⟨J ′(unk
− u), unk

− u⟩+

∫

RN

V −(x)|unk
− u|2 dx

+

∫

RN

K(x)[f(unk
)− f(u)](unk

− u) dx.

Luego, por el Lema 2.4

∫

RN

V −(x)|unk
− u|2dx→ 0, cuando k → ∞.

Además,

⟨J ′(unk
− u), unk

− u⟩ ≤ ∥J ′(unk
)− J ′(u)∥∗∥unk

− u∥ → 0, cuando k → ∞.
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Por tanto, basta probar que

∫

RN

K(x)[f(unk
)− f(u)](unk

− u) dx→ 0, cuando k → ∞.

En efecto, primero probaremos que

∫

RN

K(x)[f(unk
)](unk

− u) dx < Cϵ cuando k → ∞. (3.4)

Veamos que
1
2

2−τi

+
1

2
+

1
2

τi−1

= 1

para i = 1, 2, entonces

∫

RN

K(x)|unk
|τi−1|unk

− u| dx =

∫

RN

K(
2−τi

2
+ 1

2
+

τi−1

2
)(x)|unk

|τi−1|unk
− u| dx

=

∫

RN

K
2−τi

2 (x)K
τi−1

2 (x)|unk
|τi−1K

1

2 (x)|unk
− u| dx;

y por desigualdad de Hölder generalizado obtenemos

∫

RN

K(x)|unk
|τi−1|unk

− u| dx ≤

[∫

RN

(K(
2−τi

2 (x))
2

2−τi

] 2−τi
2

[∫

RN

(K(
τi−1

2 (x)|unk
|τi−1)

2

τi−1

] τi−1

2

[∫

RN

(K
1

2 (x)|unk
− u|)2

] 1

2

,

es decir,

∫

RN

K(x)|unk
|τi−1|un − u| dx ≤

[∫

RN

K(x)

] 2−τi
2

∥unk
∥τi−1
K,2 ∥unk

− u∥K,2. (3.5)
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Luego, por (f1) se tiene

∫

RN

K(x)[f(un)](unk
− u) dx =

∫

RN

K(x)[|unk
|τ1−1 + |unk

|τ2−1](unk
− u) dx

=

∫

RN

K(x)
2∑

i=1

|unk
|τi−1(unk

− u) dx,

es decir,

∫

RN

K(x)[f(un)](unk
− u) dx =

2∑

i=1

∫

RN

K(x)|unk
|τi−1(unk

− u) dx.

Ahora, por (3.5) se obtiene

∫

RN

K(x)[f(un)](unk
− u) dx ≤

2∑

i=1

[∫

RN

K(x)

] 2−τi
2

∥unk
∥τi−1
K,2 ∥unk

− u∥K,2

Como la sucesión miniminizante (un) está acotada en E. Además, por (K1) y (3.2)

existe un C > 0 tal que

∫

RN

K(x)[f(un)](unk
− u) dx ≤ Cϵ. (3.6)

De manera similar se demuestra que

∫

RN

K(x)[f(u)](un − u) dx ≤ ϵ.

En efecto, Luego, por (f1) se tiene

∫

RN

K(x)[f(u)](unk
− u) dx =

∫

RN

K(x)[|u|τ1−1 + |u|τ2−1](unk
− u) dx

=

∫

RN

K(x)
2∑

i=1

|u|τi−1(unk
− u) dx,
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es decir,

∫

RN

K(x)[f(u)](unk
− u) dx =

2∑

i=1

∫

RN

K(x)|u|τi−1(unk
− u) dx.

Ahora, por (3.5) se obtiene

∫

RN

K(x)[f(u](unk
− u) dx ≤

2∑

i=1

[∫

RN

K(x)

] 2−τi
2

∥u∥τi−1
K,2 ∥unk

− u∥K,2

Por (K1) y (3.2) ∫

RN

K(x)[f(u)](unk
− u) dx ≤ ϵ. (3.7)

Finalmente, aplicando desigualdad triangular logramos obtener

∫

RN

K(x)[f(unk
)− f(u)](unk

− u) dx ≤

∫

RN

K(x)|[f(unk
)](unk

− u)|

+

∫

RN

K(x)|[f(u)](unk
− u)|.

Además, por (3.6) y (3.7) obtenemos

∫

RN

K(x)[f(unk
)− f(u)](unk

− u) dx ≤ Cϵ+ ϵ = ϵ.

Por lo tanto, se ha demostrado que

∥unk
− u∥ → 0 cuando k → ∞.

Teorema 3.3. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1),(V2),(KV ), (f1) y (f2).

Entonces el ĺımite u0 de la sucesión minimizante (un) es no trivial.

Demostración. Sea la sucesión minimizante (un) tal que un → u0, cuando n → ∞,

probaremos que u0 ̸= 0.

Primero consideraremos un subespacio Ê ⊂ E, donde dim Ê < ∞. Por el Lema

2.3 y un discusión similar al Lema 2.4 de [19] (Ver(5) del Lema 2.4 en [15]), existe
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una constante k tal que

Ω := {x : K(x)|u(x)|τ1 ≥ k∥u∥τ1 , ∀u ∈ E} y |Λ| ≥ k. (3.8)

A continuación consideraremos los siguientes conjuntos:

Λ := {x : K(x)F (u) ≥ k∥u∥τ1 , ∀u ∈ Ê} y

Ω := {x : K(x)|u(x)|τ1 ≥ k∥u∥τ1 , ∀u ∈ Ê}.
(3.9)

Afirmación : el conjunto Ω ⊆ Λ.

En efecto, sea x ∈ Ω, entonces por definición del conjunto Λ y la condición (f2) existe

un C > 0 tal que

k∥u∥τ1 ≤ K(x)|u(x)|τ1 ≤ K(x)
1

C
F (u) = ĈK(x)F (u),

es decir, existe un k̂ > 0 tal que

k̂∥u∥τ1 ≤ K(x)F (u).

Por lo tanto x ∈ Λ. En consecuencia de la afirmación 1 y por (3.8) se cumple que

k ≤ |Ω| ≤ |Λ|. (3.10)

Entonces, para cualquier u ∈ Ê − {0} fijo y s > 0 y por (2.30) se tiene

J (su) =
1

2
∥su∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|su|2 dx−

∫

RN

K(x)F (su) dx

≤
1

2
∥su∥2 −

∫

RN

K(x)F (su) dx

≤
1

2
∥su∥2 −

∫

Λ

K(x)F (su) dx
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Luego, por la condición (f2) y la definición (3.9) ovtenemos

J (su) ≤
1

2
∥su∥2 −

∫

Λ

k∥su∥τ1dx

≤
1

2
∥su∥2 − k∥su∥τ1 |Λ|

≤
1

2
∥su∥2 − ksτ1∥u∥τ1k

≤
1

2
∥su∥2 − k2sτ1∥u∥τ1

= s2∥u∥2
(
1

2
− k2sτ1−2∥u∥τ1−2

)
,

donde 1 < τ1 < 2. Además, para un s muy pequeño y τ1 − 2 < 0 se tiene

s2∥u∥2 ≥ 0 y
1

2
− k2sτ1−2∥u∥τ1−2 < 0.

entonces

J (su) < 0.

Por el Lema 3.1 el funcional J es coercivo, se obtiene

ĺım
n→∞

J (un) = J (u0) = ı́nf
u∈E

J (u).

De lo anterior si u0 = 0 se cumpliŕıa que

J (u0) = ı́nf
u∈E

J (u) = 0 < 0

lo cual seria una contradicción. Por tanto queda demostrado que u0 ̸= 0.

3.2. Geometŕıa de la fuente dual

En esta sección mostramos que el funcional de Euler-Lagrange tiene las propie-

dades geométricas de la Proposición 1.45 bajo las condiciones del Teorema 0.2. A

continuación haremos mención de la condición P.S y del teorema de la fuente dual.
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Definición 3.4. (Condición PS) Sea E un espacio de Banach, c ∈ R y J ∈

C1(E;R). La función J se dice que satisface la condición (PS)c en E si hay al-

guna (PS)c sucesión (un) tal que

J (un) → c y J ′(un) → 0 ;n→ ∞

tiene una subsucesión fuertemente convergente en E.

Sea ej una base ortonormal del espacio de Hilbert E y defina

Xj = Rej, Yk =
k⊕

j=1

Xj, Zk =
∞⊕

j=1

Xj.

Para el enunciado del teorema de la fuente dual, necesitamos la siguiente condición.

Se pueden obtener más detalles encontrado en [17]. (A1) Un grupo compacto G

actúa isometricamente sobre el espacio de Hilbert E =
⊕∞

j∈NXj; los espacios Xj,

son invariantes y existe un espacio de dimensión finita V tal que, para todo j ∈ N,

Xj ⋍ V y es admisible la acción de G sobre V .

Proposición 3.5 (Teorema de la fuente dual, Bartsch-Willem, 1995). Si se cumple la

condición (A1) y sea J ∈ C1(E,R) un funcional invariante. Si existen dos sucesiones

0 < rk < ρk → 0 cuando k → ∞. Además se cumplen las siguientes condiciones:

(D1) ak := ı́nf
u∈Zk,∥u∥=ρk

J (u) ≥ 0;

(D2) bk := máx
u∈Yk,∥u∥=rk

J (u) < 0;

(D3) dk := ı́nf
u∈Zk,∥u∥≤ρk

J (u) → 0 cuando k → ∞;

(D4) para todo c ∈ [dk, 0), J satisface la condición (PS)c, es decir, dada una suce-

sión (unj
) ⊂ E que satisface

unj
∈ Ynj

, J (unj
) → c, J |′Ynj

(unj
) → 0, nj → ∞

contiene una subsucesión que converge a un punto cŕıtico de J . Entonces existe

la sucesión de valores cŕıticos negativos que convergen a 0.
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Lema 3.6. si 1 < p < 2∗ entonces se cumple

βk := sup
∥u∥∈Zk,∥u∥=1

∥u∥p → 0 cuando k → ∞.

Demostración. Sea u ∈ Zk y w ∈ Zk+1 entonces

u ∈
∞⊕

j=k

Xj y w ∈

∞⊕

j=k+1

Xj.

Por lo tanto

∥u∥p ≥ ∥w∥p > 0.

Consecuentemente,

sup
∥u∥∈Zk,∥u∥=1

∥u∥p ≥ sup
∥w∥∈Zk+1,∥w∥=1

∥w∥p,

es decir,

βk ≥ βk+1 > 0.

Como la sucesión (βk) es monótona decreciente y acotada interiormente por 0 se

cumple que existe un β ≥ 0 tal que

βk → β cuando k → ∞.

Además, por definición de Zk, uk ⇀ 0 en H1
0 (Ω) y por inmersión de Sobolev

H1
0 (Ω) →֒ LP (Ω) para 1 < p < 2∗

Entonces

uk → 0 en Lp(Ω) cuando k → ∞.

Luego, dado un k ∈ N, existe uk ∈ Zk tal que ∥uk∥ = 1 y por definición de supremo

∥uk∥p >
βk
2
> 0

Finalmente, β = 0 cuando k → ∞
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Lema 3.7. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1),(V2),(KV ), (f1) y (f2). Además

f(u) = −f(−u), para todo u ∈ R. Entonces existe un sucesión 0 < ρk (ρk → 0,

cuando k → ∞) tal que

ak := ı́nf
u∈Zk,∥u∥=ρk

J (u) ≥ 0.

Demostración. De (2.30) se tiene el funcional

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx,

es decir,

J (u) =
1

2

∫

RN

|∇u|2 + V +(x)|u|2 dx−
1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx.

Como V = V + − V − entonces obtenemos

J (u) =
1

2

∫

RN

|∇u|2 + V (x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx.

Luego, por (2.7) y (2.35) se tiene

J (u) ≥

(
η0 − 1

2η0

)
∥u∥2 − c∥u∥τ1K,τ1

− c∥u∥τ2K,τ2
, (3.11)

Ahora, para i=1,2 se define

βk,τi := sup
w∈Zk,∥w∥=1

∥w∥K,τi para todo k ∈ N. (3.12)

En particular, para i=1,2

βk,τi ≥ ∥w∥K,τi para todo w ∈ Zk, ∥w∥ = 1, k ∈ N.

Para cada 0 ̸= u ∈ Zk, tomando w = u
∥u∥

βk,τi ≥
∥∥∥ u

∥u∥

∥∥∥
K,τi

,
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es decir,

βk,τi∥u∥ ≥ ∥u∥K,τi

Consecuentemente, para cada i=1, 2 tenemos

− ∥u∥τiK,τi
≥ −βτi

k,τi
∥u∥τi para todo u ∈ Zk, k ∈ N. (3.13)

Entonces, por (3.11) y (3.13) se obtiene

J (u) ≥

(
η0 − 1

2η0

)
∥u∥2 − c∥u∥τ1K,τ1

− c∥u∥τ2K,τ2

≥

(
η0 − 1

2η0

)
∥u∥2 − cβτ1

k,τ1
∥u∥τ1 − cβτ2

k,τ2
∥u∥τ2 ,

es decir,

J (u) ≥ ∥u∥2
[(

η0 − 1

2η0

)
− cβτ1

k,τ1
∥u∥τ1−2 − cβτ2

k,τ2
∥u∥τ2−2

]
. (3.14)

Luego, elegimos la sucesión

∥u∥ = ρk :=

(
η0

η0 − 1

) 1

2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




(
1

2−τ1

)

.

(3.15)

Ahora elevaremos a la τ1 − 2 y multiplicamos por cβτ1
k,τ1

obtenemos,

cβτ1
k,τ1

ρτ1−2
k = cβτ1

k,τ1

(
η0

η0 − 1

) τ1−2

2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




(
τ1−2

2−τ1

)

.

Consecuentemente,

cβτ1
k,τ1

ρτ1−2
k = cβτ1

k,τ1

(
η0

η0 − 1

)−1

8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2



−1

.
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Entonces

cβτ1
k,τ1

ρτ1−2
k =

cβτ1
k,τ1

(
η0

η0 − 1

)
8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2



. (3.16)

Además,

0 ≤

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2 .

Seguidamente le sumamos 8cβτ1
k,τ1

y luego multiplicando por η0/(η0 − 1) obtenemos

(
η0

η0 − 1

)
8cβτ1

k,τ1
≤

(
η0

η0 − 1

)
8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2


 .

Para después pasar a dividir y obtener

cβτ1
k,τ1

(
η0

η0 − 1

)
8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)
(
8cβτ2

k,τ2

) 2−τ1
2−τ2




≤

(
η0 − 1

8η0

)
. (3.17)

Finalmente, por (3,16) y (3.17) obtenemos

cβτ1
k,τ1

ρτ1−2
k =

cβτ1
k,τ1

(
η0

η0 − 1

)
8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




≤

(
η0 − 1

8η0

)
.

(3.18)

Análogamente de la igualdad (3.15) elevamos a la τ2 − 2 y multiplicamos por cβτ2
k,τ2

cβτ2
k,τ2

ρτ2−2
k = cβτ2

k,τ2

(
η0

η0 − 1

) τ2−2

2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




(
τ2−2

2−τ1

)

.
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Consecuentemente,

cβτ2
k,τ2

ρτ2−2
k = cβτ2

k,τ2



(

η0
η0 − 1

) 2−τ2
2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




(
2−τ2
2−τ1

)


−1

.

Entonces

cβτ2
k,τ2

ρτ2−2
k =

cβτ2
k,τ2

(
η0

η0 − 1

) 2−τ2
2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




(
2−τ2
2−τ1

) .

(3.19)

Además, se cumple

0 ≤ 8cβτ1
k,τ1

,

y sumándole
(

η0
η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2 .

Obtenemos

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2 ≤ 8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2 .

Luego, elevando a la
2− τ2
2− τ1

obtenemos

(
η0

η0 − 1

)(
1−

2−τ2
2−τ1

)

8cβτ2
k,τ2

≤


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




2−τ2
2−τ1

,

y pasando a dividir se obtiene

cβτ2
k,τ2

(
η0

η0 − 1

) 2−τ2
2−τ1

[
8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2

] 2−τ2
2−τ1

≤

(
η0 − 1

8η0

)
. (3.20)
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Entonces, por (3.19) y (3.20) obtenemos

cβτ2
k,τ2

ρτ2−2
k =

cβτ2
k,τ2

(
η0

η0 − 1

) 2−τ2
2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




2−τ2
2−τ1

≤

(
η0 − 1

8η0

)
.

(3.21)

Ahora, sustituiremos (3.15) en (3.14) obteniendo

J (u) ≥ ∥u∥2
[(

η0 − 1

2η0

)
− cβτ1

k,τ1
∥u∥τ1−2 − cβτ2

k,τ2
∥u∥τ2−2

]

= ρ2k

[(
η0 − 1

2η0

)
− cβτ1

k,τ1
ρτ1−2
k − cβτ2

k,τ2
ρτ2−2
k

]
.

(3.22)

Entonces, por (3.18) y (3.21)

J (u) ≥ ρ2k

(
η0 − 1

2η0

)(
1

2
−

1

4

)
,

es decir,

J (u) ≥
η0 − 1

4η0
ρ2k > 0

Asi, para todo k, u ∈ Zk y ∥u∥ = ρk se obtiene

ak = ı́nf
u∈Zk,∥u∥=ρk

J (u) ≥ 0.

Además,

ρk =

(
η0

η0 − 1

) 1

2−τ1


8cβτ1

k,τ1
+

(
η0

η0 − 1

)(
2−τ1
2−τ2

−1
)

(8cβτ2
k,τ2

)
2−τ1
2−τ2




(
1

2−τ1

)

.

Ahora, usando el Lema 3.6 tenemos

βk,τi → 0, para i = 1, 2, cuando k → ∞.
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Finalmente, se cumple que

ρk → 0, cuando k → ∞.

Lema 3.8. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1), (V2), (KV ), (f1) y (f2).

Además f(u) = −f(−u), para todo u ∈ R. Entonces existe un sucesión (rk),

0 < rk < ρk, rk → 0 cuando k → ∞ tal que

bk := máx
u∈Yk,∥u∥=rk

J (u) < 0.

Demostración. El espacio Yk es de dimensión finita para todo k ∈ N. Luego, de

manera similar al Teorema 3.3 dado un u ∈ E por (2.30) se tiene

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx

≤
1

2
∥u∥2 −

∫

RN

K(x)F (u) dx

≤
1

2
∥u∥2 −

∫

Λ

K(x)F (u) dx.

Luego, por la condición (f2) y la definición (3.9) obtenemos

J (u) ≤
1

2
∥u∥2 −

∫

Λ

k∥u∥τ1dx ≤
1

2
∥u∥2 − k∥u∥τ1 |Λ| ≤

1

2
∥u∥2 − k∥u∥τ1k,

es decir,

J (u) ≤ ∥u∥τ1
(
1

2
∥u∥2−τ1 − k2

)
. (3.23)

Ahora, definimos la sucesión

rk := mı́n{(k2)
1

2−τ1 ,
1

2
ρk}.
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Por la definición anterior se obtiene

0 < rk < ρk.

Además, considerando ∥u∥ = rk, entonces

∥u∥ ≤ (k2)
1

2−τ1 .

Consecuentemente
1

2
∥u∥2−τ1 ≤

1

2
k2,

es decir,
1

2
∥u∥2−τ1 − k2 ≤ −

1

2
k2 < 0.

Por lo tanto, de la desigualdad (3.23) se obtiene

J (u) ≤ ∥u∥τ1
(
1

2
∥u∥2−τ1 − k2

)
< 0.

Luego, para cada u ∈ Yk con norma ∥u∥ = rk se cumple

J (u) ≤ rτ1k

(
−k2

2

)
< 0.

Entonces

supJ (u)
u∈Yk,∥u∥=rk

< 0.

Como Yk es un conjunto cerrado, entonces

máxJ (u)
u∈Yk,∥u∥=rk

= supJ (u)
u∈Yk,∥u∥=rk

.

Finalmente,

bk := máx
u∈Yk,∥u∥=rk

J (u) < 0.
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Lema 3.9. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1), (V2), (KV ), (f1) y (f2).

Además, f(u) = −f(−u), para todo u ∈ R. Entonces se obtiene

dk := ı́nf
u∈Zk,|u∥≤ρk

J (u) → 0. cuando k → ∞.

Demostración. Sea u ∈ Zk y

∥u∥ ≤ ρk (3.24)

obtenemos

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx ≤
1

2
∥u∥2 ≤

1

2
ρ2k,

es decir,

J (u) ≤
1

2
ρ2k.

En particular

ı́nf
u∈Zk,|u∥≤ρk

J (u) ≤
1

2
ρ2k. (3.25)

Por otro lado de (2.30) se tiene

J (u) =
1

2
∥u∥2 −

1

2

∫

RN

V −(x)|u|2 dx−

∫

RN

K(x)F (u) dx.

Luego, por (3.11), (3.14) y (3.22)

J (u) ≥

(
η0 − 1

2η0

)
∥u∥2 − c∥u∥τ1K,τ1

− c∥u∥τ2K,τ2

≥

(
η0 − 1

2η0

)
∥u∥2 − cβτ1

k,τ1
∥u∥τ1 − cβτ2

k,τ2
∥u∥τ2

≥ −cβτ1
k,τ1

ρτ1k − cβτ2
k,τ2

ρτ2k ,

es decir,

J (u) ≥ −cβτ1
k,τ1

ρτ1k − cβτ2
k,τ2

ρτ2k .
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Luego, por definición de ı́nfimo

ı́nf
u∈Zk,|u∥≤ρk

J (u) ≥ −cβτ1
k,τ1

ρτ1k − cβτ2
k,τ2

ρτ2k . (3.26)

Entonces de las desigualdades (3.25) y (3.26) se obtiene

−cβτ1
k,τ1

ρτ1k − cβτ2
k,τ2

ρτ2k ≤ ı́nf
u∈Zk,|u∥≤ρk

J (u) ≤
1

2
ρ2k.

Finalmente

βk,τi → 0, para i = 1, 2, cuando k → ∞.

Entonces

ρk → 0, cuando k → ∞.

Por lo tanto,

dk := ı́nf
u∈Zk,|u∥≤ρk

J (u) → 0. cuando k → ∞.

3.3. Existencia de infinitas soluciones para el pro-

blema (P)

En esta sección estudiaremos la existencia de infinitas soluciones de pequeña

enerǵıa de la ecuación (P) a partir de ciertas condiciones.

Teorema 3.10. Si se cumplen las condiciones (K1), (V1),(V2),(KV ), (f1) y (f2).

Además f(u) = −f(−u), para todo u ∈ R. Entonces la ecuación (P) posee infinitas

soluciones de pequeña enerǵıa.

Demostración. Por los Lemas 3.7, 3.8 y 3.9 se ha demostrado que se cumplen las tres

primeras condiciones de la Proposición 3.5, entonces bastaŕıa demostrar la condición

(P.S).

Consideremos una sucesión (unj
) tal que

unj
∈ Yj, J (unj

) → c, J |′Yj
(unj

) → 0, cuando nj → ∞. (3.27)
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Suponer que

∥unj
∥ → +∞ cuando nj → +∞. (3.28)

Por el Lema 2.6 para todo unj
∈ Yj se obtiene

〈
J ′(unj

), unj

〉
= onj

(1). (3.29)

De (2.31) tenemos

〈
J ′(unj

), unj

〉
=

〈
unj

, unj

〉
−

∫

RN

V −(x)(unj
)(unj

) dx−

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx.

= ∥unj
∥2 −

∫

RN

V −(x)|unj
|2 dx−

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx.

=

∫

RN

∇u2nj
+ V +(x)|unj

|2 dx−

∫

RN

V −(x)|unj
|2 dx

−

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx.

=

∫

RN

∇u2nj
+ V (x)|unj

|2 dx−

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx,

es decir,

〈
J ′(unj

), unj

〉
=

∫

RN

∇u2nj
+ V (x)|unj

|2 dx−

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx.

Luego, aplicando ĺımite cuando nj → +∞ se tiene

〈
J ′(unj

), unj

〉
=

∫

RN

∇u2nj
+ V (x)|unj

|2 dx−

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx→ 0.

Entonces, por (2.36) obtenemos

∫

RN

∇u2nj
+ V (x)|unj

|2 dx =

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx+ onj
(1) (3.30)

Además, por (2.7) se deduce

(
η0 − 1

η0

)
∥unj

∥2 ≤

(
η0 − 1

η0

)∫

RN

|∇unj
|2+V +|unj

|2 dx ≤

∫

RN

|∇unj
|2+V |unj

|2 dx,



Caṕıtulo III. Demostración de los teoremas de existencia 59

es decir, (
η0 − 1

η0

)
∥unj

∥2 ≤

∫

RN

|∇unj
|2 + V |unj

|2 dx, (3.31)

Luego, de (3.30) y (3.31)

(
η0 − 1

η0

)
∥unj

∥2 ≤

∫

RN

|∇unj
|2 + V |unj

|2 dx =

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx+ onj
(1).

(3.32)

Además, para 1 < τ1 < τ2 < 2 y por el Lema 2.3 se deduce

Yj ⊆ E →֒ Lτi
K(R

N) para i = 1, 2.

es decir, dado un C > 0 se cumple

∥unj
∥K,τi ≤ C∥unj

∥.

Por lo tanto,

∥unj
∥τiK,τi

≤ C∥unj
∥τi . (3.33)

Luego, por (2.35), (3.32) y (3.33) se obtiene

η0 − 1

η0
≤

∫

RN

K(x)f(unj
)unj

dx

∥unj
∥2

≤
∥unj

∥τ1K,τ1
+ ∥unj

∥τ2K,τ2

∥unj
∥2

≤
C∥unj

∥τ1 + C∥unj
∥τ2

∥unj
∥2

≤
C

∥unj
∥2−τ1

+
C

∥unj
∥2−τ2

,

(3.34)

es decir,
η0 − 1

η0
≤

C

∥unj
∥2−τ1

+
C

∥unj
∥2−τ2

.
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Entonces, por (3.28) para 1 < τ1 < τ2 < 2 obtenemos

η0 − 1

η0
≤

C

∥unj
∥2−τ1

+
C

∥unj
∥2−τ2

= 0 cuando nj → ∞

Finalmente
η0 − 1

η0
≤ 0,

es decir, η0 ≤ 1 lo que resulta una contradicción. Por lo tanto deducimos que (unj
)

está acotado en E. Siendo E un espacio reflexivo y (unj
) un sucesión acotada, existe

una subsucesión el cual lo seguiremos denotando como (unj
), tal que

unj
⇀ uj, en E

Luego, procediendo como en el Lema 3.2 se tiene unj
→ uk en E. Por lo tanto

se cumple la última condición de la Proposición 3.5, entonces existe la sucesión

de valores cŕıticos negativos que convergen a 0. Además por la parte (D3) de la

Proposición 3.5 se infiere que el problema (P) tiene infinitas soluciones de enerǵıa

pequeña.



Conclusiones

En el presente trabajo se analizaron ecuaciones de Schrödinger de la forma

−∆u+ V (x)u = K(x)f(u), para todo x ∈ R
N , (P)

para N ≥ 3, a partir de ciertas condiciones impuestas en V ,K y f , mencionadas en la

introducción y usando el teorema de fuente dual. A continuación mencionaremos los

resultados más importantes obtenidos en este trabajo, aśı como también los proyectos

a futuro:

i) Bajo ciertas condiciones impuestas en V , K y f , se obtuvo un resultado im-

portante de compacidad en las inmersiones de Sobolev, además de conseguio

asociar un funcional de Euler-Lagrange adecuado J ∈ C1(E;R).

ii) Usando las condiciones impuestas en V , K y f se garantizo la existencia de

una solución no trivial para el problema (P).

iii) Adicionando, la condición de que la función f sea impar y usando el teorema

de fuente dual, se probó la existencia infinitas soluciones de pequeña enerǵıa

para el problema (P).

iv) Un proyecto a futuro, podŕıa basarse en el estudio de la existencia de soluciones

no triviales para la siguiente clase de sistemas hamiltonianos

{
−∆u+ V (x)u = K(x)g(v), x ∈ R

N ,

−∆v + V (x)v = K(x)f(u), x ∈ R
N ,

donde f y g poseen crecimiento sublineal, V y K poseen condiciones similares

a las impuestas en el problema (P). Para la existencia se soluciones se utilizaŕıa

el teorema el teorema de enlace junto con una aproximación finita dimensional,

argumentando de manera similar a los trabajos [9, 10, 12, 13] .
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