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RESUMEN. 

El objetivo fundamental de este informe de tesis es introducir lo que Diestel denomina el 

Enfoque de Grothendieck al  Teorema de  Dvroetzky – Rogers, es decir, definiremos los 

operadores  p-sumantes  y demostraremos  que una sucesión débilmente p-sumable en un espacio 

de Banach X es p-sumable si y solo si X tiene dimensión finita. Además, demostraremos 

demostraremos   los teoremas de factorización y dominación de Pietsch y el teorema de Bessaga-

Pelczynski que afirma que una sucesión débilmente 1-sumable  en un espacio de Banach X es 

incondicionalmente si y solo si     X no posee una copia de ܿ଴. Finalmente, usando los resultados 

anteriores, demostramos el teorema de Dvroetzky -Rogers que afirma que toda serie 

incondicionalmente convergente en un espacio de Banach X es absolutamente  convergente si y 

solo si X tiene dimensión finita.  

 

Palabras clave: Espacio de Banach, serie incondicionalmente convergente, serie 

absolutamente convergente, operadores p-sumables y factorización de Pietsch. 
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ABSTRACT 

The fundamental objective of this thesis report is to introduce what Diestel calls the 

Grothendieck . Approach to the Dvroetzky-Rogers Theorem, that is, we will define p-summation 

operators and show that a weakly p-summable sequence in a Banach space X is p-summable if 

and only if X is finite dimensional. Inaddition, we will prove Pietsch factorization and 

dominance theorems and the Bessaga –Pelczynski theorem which states that a weakly 1-

summable sequence on a Banach space X is unconditionally if and only if X does not possess, a 

copy of ܿ଴ . Finally, using the previous results, we prove the Dvroetzky-Rogers theorem which 

states that every unconditionally convergent series on a Banach space X is absolutely convergent 

if and only if X has finite dimension. 

KEYWORDS: Banach space, unconditionally convergent series, absolutely convergent 

series, p-sumable operators and Pietsch factorization. 
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Introducción 

El principal objetivo de este informe de tesis es estudiar la convergencia de series 

definido en espacios normados.Conocemos  el caso de  espacios de dimensión finita, la 

convergencia absoluta implica la convergencia simple mientras que los conceptos de 

convergencia absoluta y convergencia incondicional son equivalentes. Mientras tanto, un 

ejemplo en �ሺ[Ͳ,ͳ]ሻ nos muestra que en los espacios normados de dimensión infinita la  

convergencia absoluta no siempre implica la convergencia simple .En la verdad, es una 

caracterización de los espacios normados completos  el hecho de que toda serie que converge 

absolutamente es convergente. Como consecuencia inmediata de esto y de la equivalencia entre 

los conceptos de convergencia absoluta y convergencia incondicional en el caso escalar, tenemos 

que un espacio normado es completo si, solo si, toda serie absolutamente convergente es 

incondicionalmente convergente. Por otro lado, observando ejemplos en ܿ଴  y ℓଶ, el hecho de un 

espacio normado ser completo no es suficiente para garantizar la convergencia absoluta de series 

incondicionalmente convergentes.  Pero  precisamente, en un espacio normado de dimensión 

infinita siempre existe una serie  convergente  incondicionalmente que no es absolutamente 

convergente. Este hecho fue demostrado en 1950 por A. Dvoretzky y C.A. Rogers en [5] (ver 

también [1] y[9]).En 1956, A. Grothendieck introdujo y estudio los operadores p-sumables en el 

caso p=1 o p=2 . La extensión al caso en que p es número real positivo cualesquiera se debe a A. 

Pietsch (1967). En este trabajo presentamos lo que Diestel llama el enfoque de Grothendieck al 

teorema de Dvoretzky-Rogers, es decir, demostraremos a través de los operadores p-sumables 

que una sucesión débilmente p –sumable en un espacio de Banach X es p-sumable si, y solo si, X 

tiene dimensión finita. Además  demostraremos  el teorema de Bessaga-Pelczncki, que nos 

garantiza que una sucesión débilmente 1-sumable en un espacio de Banach X es  

incondicionalmente sumable si,  y solo si, X no posee una copia de ܿ଴ .Usando estos dos 

resultados demostraremos que toda serie incondicionalmente convergente en un espacio de 
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Banach X es absolutamente convergente si, y solo si, X tiene dimensión finita, que es el teorema 

de Dvoretzky-Rogers. 

Esta  tesis  está organizado de la siguiente manera: En el capítulo 1 enunciaremos sin  

demostración  algunos teoremas del Análisis Funcional y de la teoría de integración que serán 

usados en otros capítulos. En el capítulo 2 estudiaremos las convergencias absoluta e 

incondicional en espacios normados. Demostraremos  que un espacio normado es completo si, y 

solo si, toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente convergente. Presentaremos 

dos ejemplos de series en espacio de Banach que convergen incondicionalmente pero no 

convergen absolutamente. Después haremos un estudio de las sucesiones p-sumables y 

débilmente p-sumables y demostraremos el teorema de Bessaga-Pelczynski. Finalizaremos este 

capítulo presentando un ejemplo de una sucesión en co que es débilmente p-sumable pero no es 

p-sumable. En el capítulo 3 definiremos los operadores p-sumables entre espacios de Banach y 

probaremos algunas de sus caracterizaciones. Demostraremos también los teoremas de 

factorización y dominación de Pietsch. Estudiaremos los operadores compactos y débilmente 

compactos. Demostraremos que todo operador p-sumables es débilmente compacto y que la 

composición de dos operadores p-sumables es compacto. Con eso, mostraremos con lo que 

Diestel llama el enfoque al Teorema de Dvoretzky-Rogers que nos dice , si X es un espacio de 

Banach y ͳ ൑ ݌ < ∞, entonces toda sucesión débilmente p-sumable es p-sumable si ,y solo si ,X 

tiene dimensión finita. Como corolario de esto, se sigue que el operador identidad es p- sumable 

si, y solo si, X tiene dimensión finita. Concluiremos este capítulo con la demostración del 

Teorema de Dvoretzky- Rogers. 
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 Capítulo 1 

Aspecto teóricos de Análisis         

Funcional 

En este capítulo se presentará algunos conceptos y principales teoremas de las teorías de análisis 

funcional e integración que serán usando en este trabajo. 

1.1 Análisis Funcional 

Estaremos interesados en espacios vectoriales reales y complejos. por lo tanto, representaremos 

por K el cuerpo de reales y de complejos. Consideremos siempre X e Y espacios vectoriales 

sobre el mismo cuerpo K. Iniciaremos enunciando dos desigualdades.  

Proposición 1.1  (DESIGUALDAD DE HOLDER )                                                                            

Si  ݔ = ሺݔଵ, … . , ݕ    ,௡ሻݔ = ሺݕଵ, … . . , ௡ሻݕ א    ௡ entoncesܭ

|௜ݕ௜ݔ|∑ ൑ ௜|௣௡ݔ|∑)
௜=ଵ )ଵ௣ ௜|௤௡ݕ|∑)

௜=ଵ )ଵ௤௡
௜=ଵ  

 

Donde p, q> ͳ  son tales que 
ଵ௣ + ଵ௤ = ͳ. 
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Demostración. 

Ver [6], Teorema 1.5, p.1. 

Proposición 1.2.  (Desigualdad de Minkowski) 

 Si  ݔ = ሺݔଵ, … . , ݕ    ,௡ሻݔ = ሺݕଵ, … . . , ௡ሻݕ א    ௡ entoncesܭ

௜ݔ|∑) + ௜|௣௡ݕ
௜=ଵ )ଵ௣ ൑ ௜|௣௡ݔ|∑)

௜=ଵ )ଵ௣ + ௜|௣௡ݕ|∑)
௜=ଵ )ଵ௣ 

Donde p൒ ͳ. 
Demostración .ver[6]. Teorema 1.7, p.2. 

      Ahora iremos definir algunos espacios de sucesiones que son ejemplos clásicos de espacios 

normados y que aparecen muchas veces en este trabajo. Todos estos espacios son completos, esto 

son espacios de Banach. 

     Dado 1 ൑ ݌ < ∞ un número real fijo, definimos ℓ௣ = ℓ௣ሺ�ሻ como siendo el conjunto de 

todas las sucesiones ሺݔ௡ሻ௡ tal que ݔ௡ א � para todo ݊ א ℕ e  ∑ ௡|௣ݔ| < ∞∞௡=ଵ   .Si ݔ =ሺݔ௡ሻ௡   ݁ ݕ = ሺݕ௡ሻ௡   entonces en ℓ௣ ݁ ߣ א �, tomamos ℓ௣ un espacio vectorial con las siguientes 

operaciones ݔ + ݕ = ሺݔ௡ + ݔߣ  ݁   ௡ሻ௡ݕ = ሺݔߣ௡ሻ௡ . Haciendo               ‖ݔ‖௣ = ሺ∑ ௡|௣∞௡=ଵݔ| ሻభ೛ , 

usando la desigualdad de Minkowski muestre que  ℓ௣ = (ℓ௣,   ‖. ‖௣)݁ܿܽ݊ܽܤ ݁݀ ݋݅ܿܽ݌ݏ݁ ݊ݑ ݏℎ. 

        Definimos ℓ∞ = ℓ∞ሺ�ሻ  es el conjunto de todas las sucesiones  ሺݔ௡ሻ௡  tal que ݔ௡ א � para 

todo ݊ א ℕ y  �up௡ |௡ݔ| < ∞. Tomamos ℓ∞un espacio vectorial con las mismas operaciones de ℓ௣. Si ݔ = ሺݔ௡ሻ௡ א ℓ∞  ,haciendo    ‖ݔ‖∞ �up௡   ௡|   obteniéndose una norma en ℓ∞. Es trivialݔ|

ver que ℓ∞ = ሺℓ∞, ‖. ‖∞ሻ es un espacio de Banach. 

Definimos ܿ଴ como el conjunto de todas las sucesiones ሺݔ௡ሻ௡  tal que ݔ௡ א �  para todo ݊ א ℕ y lim௡→∞ ௡ݔ = Ͳ .Observe  que ܿ଴ ⊊ ℓ∞ es claro que ܿ଴ es un subespacio vectorial cerrado de ℓ∞ 

.Considerando en ܿ଴ y la norma inducida por la norma ℓ∞ , se sigue que ܿ଴ = ሺܿ଴, ‖. ‖∞ሻ es un 

espacio de Banach. 



5 

 

Definición 1.1. Una sucesión de elementos ሺݔ௡ሻ௡  de un espacio de Banach X se dice que es una 

base para X si para cada ݔ א ܺ existe una única sucesión de escalares ሺݔ௡ሻ௡  tal que ݔ = lim௡→∞∑ ௞௡௞=ଵݔ௞ߙ . 

Definición 1.2. Una sucesión de elementos ሺݔ௡ሻ௡  de un espacio de Banach X se dice que es una 

sucesión básica si ሺݔ௡ሻ௡ es una base para ܮ�݊̅̅ ̅̅ ̅̅݊�ܮ donde el ,[௡ݔ] ̅̅  denota el conjunto de todas [௡ݔ]

las combinaciones lineales de ሺݔ௡ሻ௡ . 
Es claro que toda subsucesión de una sucesión básica es una sucesión básica. Sea una sucesión ሺݔ௡ሻ௡ tal que ݔ௡ ≠ Ͳ para todo ݊ א ℕ. Es posible mostrar que una condición necesaria y 

suficiente para que ሺݔ௡ሻ௡ sea una sucesión básica es que exista un número real k>0  tal que 

‖∑ ܽ௜ݔ௜௠+௡
௜=ଵ ‖ ൒ ܭ ‖∑ܽ௜ݔ௜௠

௜=ଵ ‖         ሺכሻ 
Para todo  ݉, ݊ א ℕ y ܽ௜ א  tal que la ܭ Llamamos al supremo de todos los .(ver A [10]) ܭ

desigualdad (*) satisface la constante básica. Es trivial  ver que si ܭes una constante básica de 

una sucesión básica ሺݔ௡ሻ௡  entonces para ܽଵ, …… , ܽ௡  arbitrarios tenemos 

.  

‖∑ܽ௜ݔ௜௠
௜=ଵ ‖   ൒ ܭʹ max଴≤௜≤௡{|ܽ௜|‖ݔ௜‖} 

Denotaremos por ሺ݁௡ሻ௡  la sucesión canónica tal que ݁௡=ሺ�௡௠ሻ௠ donde �௡௠ = ͳ ݅ݏ ݊ =݉ y �௡௠ = Ͳ ݅ݏ ݊ ≠ ݉ para m,݊ א ℕ. Observe que esta sucesión ሺ݁௡ሻ௡  pertenece a los 

espacios ܿ଴ y ℓ௣ para ͳ ൑ ݌ < ∞, Es fácil ver que para todo elemento x de ܿ଴  o ℓ௣ ( ͳ ൑ ݌ <∞ሻ existe una única sucesión de escalares ሺߙ௡ሻ௡  en  K tal que ݔ = lim௡→∞∑ ௡݁௡௞௡=ଵߙ  , lo que hace 

esto un espacio separable. Decimos entonces que una sucesión ሺ݁௡ሻ  es una sucesión básica 

canónica de ܿ଴ o de ℓ௣ ( ͳ ൑ ݌ < ∞ሻ. Observe que ܿ଴ = ̅̅݊�ܮ ̅̅ [݁௡] ⊊ ݈∞ y ℓ௣ = ̅̅݊�ܮ ̅̅ [݁௡] (cerrados 

con respectivas normas) 
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Otro ejemplo clásico de espacio normado completo que aparecerá en este informe de 

tesis es el siguiente: Sea K un subconjunto compacto de un espacio topológico X. Definimos C(K) 

como el conjunto de todas las funciones continuas f: K             �. Si f , g א ߣ ݕ ሻܭሺܥ א � 

 

 

Tomamos C(K) un espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones. Haciendo ‖݂‖௄ = �up௫א௄|݂ሺݔሻ| , muestre que C(K)=(C(K), ‖. ‖௄) es un espacio de Banach. 

Definición 1.3. Sean X e Y espacios normados. Una aplicación T:X            Y es un operador 

lineal cuando para todo u, v א X e Y א  � , T(ݑ +  .Tvߣ+ሻ=Tuݒߣ

Definición 1.4. Sean X e Y espacios normados. Una aplicación T:X            Y es limitado si 

existe c> Ͳ tal que ‖ܶݑ‖ ൑  X א para todo u ‖ݑ‖ܿ

A rigor deberíamos de escribir ‖. ‖௑ ݁ ‖. ‖௒ para indicarnos normas en X e Y , 

respectivamente . Para no sobrecargar la notación, iremos usar la misma notación ‖. ‖ para 

indicar las normas en X e Y. 

Teorema1.1. Sean X e Y espacios normados y sea T:X            Y es un operador lineal. Las 

siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) T es limitado. 

b) T es continua en algún ݑ଴ א ܺ. 

c) T es continua. 

Demostración. Ver [6], proposición 1.17, recordando que, como T es lineal, es claro que 

vale (b) si, y solamente si T es continua en el origen. 

Definición 1.5. Sean X e Y espacios normados. Denotaremos por ℒሺܺ, ܻሻ el conjunto de todos 

los operadores lineales T:X            Y que son limitados. 
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Observación 1.1 Definiendo ‖ܶ‖ = ݂݅݊{ܿ > Ͳ; ‖ݑܶ‖ ൑ para �o�o u  ‖ݑ‖ܿ א X} para todo ܶ ,ℒሺܺא ܻሻ tenemos: 

1) ‖ܶ‖ = �up௨≠଴ ‖்௨‖‖௨‖ = �up‖௨‖=ଵ‖ܶݑ‖ = �up‖௨‖≤ଵ‖ܶݑ‖. 

2) T es continuo si, y solamente si ‖ܶ‖ < ∞. 

3) ‖. ‖ define una norma en ℒሺܺ, ܻሻ 
Proposición 1.3. Si X e Y son espacios normados, entonces ℒሺܺ, ܻሻ es un espacio normado con 

las operaciones usuales de funciones y con la norma anterior. 

Demostración. Trivial 

A partir de adelante  ℒሺܺ, ܻሻ denotara el espacio normado. 

Definición 1.6. Sean X e Y espacios normados. Diremos que X e Y son isomorfos si existe un 

operador lineal biyectivo continuo T: X→ Y. Si además T es una isometría (esto es ‖ܶݑ‖ ݑ ݋݀݋ݐ ܽݎܽ݌ ‖ݑ‖= א ܺ) entonces diremos que X e Y son isométricamente isomorfos. 

Recordemos que una función continua con inversa también es continua se dice que es un 

homeomorfismo. Cuando un espacio normado tiene dimensión finita tenemos lo siguiente: 

Proposición 1.4. Supongamos que el espacio normado X tiene dimensión finita y sea n la 

dimensión de X. entonces X y �௡ son isomorfos. Además, X y �௡  son homeomorfismo y X es 

un espacio de Banach. 

Demostración. Ver [4], teorema 1, p.1. 

Definición 1.7. Sea X un espacio normado. El dual topológico de ܺ, denotado por ܺכ, es el 

conjunto de funciones lineales continuas de X en �   , כܺ  , ݏ݁ ݋ݐݏ݁ =  ℒሺܺ,�ሻ. 
Teorema1.2. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach. Entonces ℒሺܺ, ܻሻ es un 

espacio de Banach. En particular, ܺכ es un espacio de Banach. 

Demostración. Ver [6], proposición 1.19. p5. 
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Ejemplo 1.1. Dado � = ሺ�௡ሻ௡ א ݈ଵ , sea �ܶ: ܿ଴ →� definido por �ܶሺݔሻ = ∑ �௡ݔ௡∞௡=ଵ  para todo ݔ = ሺݔ௡ሻ௡ א ܿ଴. La aplicación T:݈ଵ         ሺܿ଴ሻכ definida por ܶሺ�ሻ = �ܶ  establece un isomorfismo 

isométrico entre ሺܿ଴ሻכ y ݈ଵ , esto es , ሺܿ଴ሻכ = ݈ଵ  a menos de un isometría. 

Ejemplo 1.2. Sea ͳ ൑ ݌ ൑ ∞ y tomamos כ݌ tal que 
ଵ௣ + ଵ௣כ = ͳ si ݌ > Ͳ (con כ݌ = ∞ si ݌ = ͳ. 

Dado � = ሺ�௡ሻ௡ א ݈௣כ , sea �ܶ: ݈௣ →� definido por �ܶሺߣሻ = ∑ �௡ߣ௡∞௡=ଵ  para todo ߣ = ሺߣ௡ሻ௡ →כLa aplicación ܶ:݈௣ .כ௣݈א ቀ݈௣ ቁכ definida  por ܶሺ�ሻ = �ܶ  establece un isomorfismo isométrico 

entre (݈௣)ݕ כ ݈௣כ  , esto es , (݈௣)כ = ݈௣כ al menos de una isometría. 

Ejemplo 1.3. Sea ݈௣௠ = {ሺߣ௡ሻ௡ א ݈௣: ௡ߣ = Ͳ, ݊ > ݉} , para ͳ ൑ ݌ ൑ ∞ . Es claro  que ݈௣כ௠ ⊂ ݈௣כ 
es la aplicación T del ejemplo 1.2 restricta a ݈௣כ௠  establece un isomorfismo isométrico entre (݈௣௠)ݕ כ  ݈௣כ௠  . 
Proposición 1.5.(extensión de operadores lineales limitados ) Sea X un espacio normado, G un 

subespacio de X e Y es un  espacio de Banach, Si ܶ: ܩ → ܻ es un operador lineal limitado , 

entonces existe una extensión ܶ̃: ܩ̅ ⟶ ܻ lineal y limitada tal que ܶ̃ݔ = ݔ para todo ݔܶ ‖̃ܶ‖  ݕ ܩא = ‖ܶ‖, 

Teorema1.3.(Teorema de Hahn-Banach).  

Sean X un espacio normado y ܩ ⊊ ܺ un subespacio. Si ݂: ܩ ⟶ �  es lineal y continua , 

entonces existe ݂̃: ܺ ⟶ �  , ݂̃ א ሻݔtal que ݂̃ሺ כܺ = ݂ሺݔሻ para todo xא ‖݂̃‖ ݕ ܩ = ‖݂‖. 

Demostración. Ver[2]. Corolario I.2, p.3. 

Como consecuencias inmediatas del teorema de Hahn-Banach tenemos: 

Corolario 1.1. Sean X un espacio normado y ݔ א ܺ , ≠ ݔ Ͳ .Entonces existe ݂ א ‖݂‖ tal que כܺ = ͳ ݕ ݂ሺݔሻ =  .‖ݔ‖

Corolario 1.2. Sean X un espacio normado .Si (݂ሺݔሻ = Ͳ א ݂ ݋݀݋ݐ ܽݎܽ݌  ܺ א  .entonces x=0 כܺ

Corolario 1.3. Sean X un espacio normado. Para todo ݔ א ܺ entonces  
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 �up௙א௑כ‖�‖೉כ=భ |݂ሺݔሻ| = �up|݂ሺݔሻ|௙א௑כ‖�‖೉כ≤భ  
Tenemos que un conjunto ܣ de un espacio vectorial es convexo si dados cualesquiera x, y  א ݔݐ , esto es ,ܣ entonces el segmento de recta que une estos dos puntos están en  ܣ +ሺͳ − א ݕሻݐ ݐ para todo ܣ א [Ͳ,ͳ]. 

Teorema 1.4.(forma geométrica del teorema de Hahn-Banach)  

Sean X un espacio normado sobre ℝ , A y B subconjuntos convexos de X, no vacíos tales que ܣ ת ܤ = ∅. Supongamos que A es abierto. Entonces existen ߙ ݂ ℝ y א א ,כܺ ݂ ≠Ͳ ݁ݑݍ ݏ݈݁ܽݐ ݂ሺݔሻ < ߙ ൑ ݂ሺݕሻ ݔ ݋݀݋ݐ ܽݎܽ݌ א ݕ ݁ ܣ א  .ܤ

Demostración. Ver [2], teorema 1.6, p.5. 

Teorema 1.5.(Teorema de Banach-Steinhaus)  

Sean X un espacio de Banach  e Y un espacio normado. Sea ሺ �ܶሻ�אூ ⊂ ℒሺܺ, ܻሻ ݁ݑݍ ݈ܽݐ   �up�אூ ‖ ݔ es finito para cada ‖ݔܶ� א ܺ . entonces א�݌ݑݏூ ‖ �ܶ‖ es finito . 

Demostración. Ver [2],teorema II.1, p.16. 

Teorema 1.5. Sea B un subconjunto de un espacio normado X. Entonces B es un subconjunto 

limitado de X si y  solamente si ݂ሺܤሻ es un subconjunto limitado de � para todo ݂ א  .כܺ
Demostración . Ver [2*, corolario II.3, p.17. 

Definición 1.8. Sean X e Y espacios normados y ܶ: ܺ ⟶ ܻ un operador lineal. El grafico de T 

es el conjunto ்ܩ = {ሺݔ, ሻݕ א ܺ × ܻ; ݕ =  .{ݔܶ
Teorema 1.7. (Teorema del gráfico cerrado) Sean X e Y espacios de Banach y sea ܶ: ܺ ⟶ ܻ un 

operador lineal. Entonces T es continuo si, y solamente si el gráfico de T es cerrado. 

Demostración. Ver [2], teorema II.7, p.20. 

Definición 1.9. Sean X e Y espacios normados y sea Tא  ℒሺܺ, ܻሻ. Definimos el adjunto T, y 

denotamos por ܶכ, como siendo la aplicación ܶכ : ⟶כܻ ሺ�ሻכܶ  definida por כܺ = � ל ܶ para 

todo � א  .כܻ
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                  Observe que como ܶ: ܺ ⟶ ܻ y  �: ܻ ⟶  � son lineales y continuas , tenemos que � ל ܶ: ܺ ⟶  �  es lineal y continua.  ܶכ está bien definida. La linealidad de  ܶכ es clara .Así 

mismo , por el Teorema de Hahn-Banach (corolario 1.3) tenemos que �up‖�‖≤ଵ|�ሺܶݔሻ| =‖ܶݔ‖, 

donde se sigue que ‖ܶכ‖ = �up‖�‖≤ଵ‖ܶݔ‖ =‖ܶ‖, Concluimos que  ܶכ ,כℒሺܻ  א ‖כܶ‖ ሻ yכܺ = ‖ܶ‖. 
Vamos a denotar por ܤ௑ a la bola cerrada del centro de origen y radio 1 y por ܵ௑ es la esfera de 

centro en el origen y el radio 1 , esto es , ܤ௑ = ݔ} א ‖ݔ‖ ;ܺ ൑ ͳ} y ܵ௑ = ݔ } א ‖ݔ‖ ;ܺ = ͳ}. 
Tenemos la siguiente caracterización: 

Teorema 1.8. (Teorema de Riesz)  

Sea X un espacio normado. Entonces ܤ௑ es compacta si y solamente si, la dimensión de X es 

finita. 

Demostración. Ver [4], teorema 4, p.3. 

Sabemos que los espacios métricos es consecuentemente , los espacios normados, vale el criterio 

secuencial de continuidad es una caracterización de subconjuntos compactos K a través del 

comportamiento de secuencias contenidas en K. De la topología general sabemos que, cuando 

trabajamos con espacios topológicos arbitrarios, se convierte necesario la introducción del 

concepto de red (la secuencia generalizada) que definiremos a seguir. 

Definición 1.10. un conjunto D es dicho dirigido si existe una relación binaria, denotada por ൑,  : que satisface ܦ ݊݁

i) ݀ ൑ ݀ ݋݀݋ݐ ܽݎܽ݌ ݀ א  ܦ

ii) Si ܽ ൑ ܾ ݕ  ܾ ൑ ܽ ݏ݁ܿ݊݋ݐ݊݁  ܿ ൑ ,ܽ ݏ݋݀݋ݐ ܽݎܽ݌ ܿ ܾ, ܿ א  ܦ

iii) Dados ܽ, ܾ א ݀ ݁ݐݏ݅ݔ݁ ܦ א ܽ ݁ݑݍ ݈ܽݐ ܦ ൑ ܾ ݕ ݀ ൑ ݀. 
Definición 1.11. Sea X un espacio topológico. Una red en X es una aplicación ߣ: ܦ ⟶ ܺ, donde 

D es un conjunto dirigido. Denotamos esta red por ሺߣௗሻௗא஽ .Diremos que una red ሺߣௗሻௗא஽ 

converge para  ݔ א ܺ si, para toda vecindad U  de x en X, existe ݀଴ א ௗߣ tal que ܦ א ܷ si ݀଴ ൑݀ . 
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Recordemos que una sub-base para una topología Γ en X es una colección de subconjuntos no 

vacíos de X cuya unión de elemento de S es igual a X y, que la base Base  B asociada a S es una 

colección de todas las intersecciones finitas de elementos de S.  A seguir, definiremos una 

topología en espacios normados que en general, estrictamente menos fina de que la topología de 

norma que desempeña un papel muy importante en el análisis funcional. 

Definición 1.12. sea X un espacio normado. ܣ es una topología débil de X , denotado por w , es 

la topología  que tiene como sub-base a la colección S={�−ଵሺܣሻ;  � א ,כܺ ܣ ⊂  .{݋ݐݎܾ݁݅ܽ �
Diremos que la topología de una  norma es una topología débil de X e indicaremos por ߚ.  A 

partir de la definición , es fácil ver que w⊂  por la definición  de topología  débil , tenemos , ߚ 

que la colección { �ܸ,�ሺݔ௢ሻ; ௢ݔ א ܺ;  � א ;כܺ � > Ͳ }, donde �ܸ,�ሺݔ௢ሻ = ݔ} א ܺ; |�ሺݔ − |௢ሻݔ < �} 
para ݔ௢ א ܺ;  � א ;כܺ � > Ͳ,  forma una sub-base para la topología débil de X .Asimismo , una 

red ሺݔ௢ሻௗא஽ ⊂ ܺ converge para ݔ א ܺ una topologia débil si, y solamente si �ሺݔௗሻ →�ሺݔሻ ܽݎܽ݌ toda � א  ஽ converge débilmente para x eא௢ሻௗݔEn este caso diremos que ሺ .כܺ

indicamos este hecho por ݔௗ ௪→  . ݔ

         El resultado a seguir, cuya demostración puede ser vista en [9]. Nos dice que, en un espacio 

de Banach X, cualquier sucesión débilmente converge a cero tal que ninguna de sus subsecciones 

converge a cero la norma admite siempre una subsucesion básica. 

Teorema 1.9.( Principio de la selección de Bessaga-Pelczynski) .Sea ሺݔ௜ሻ௜  una sucesión de 

elementos de un espacio de Banach X tal que ݔ௜ ௪→ Ͳ  e inf௜ ‖௜ݔ‖ > Ͳ. Entonces dado � > Ͳ existe 

una subsucesión ሺݕ௜ሻ௜ de ሺݔ௜ሻ௜ que es una sucesión básica con constante básica mayor o igual a 

1- �. 
Demostración. Ver [4], p.42. 

       Sea K un subconjunto de un espacio normado X. En este  trabajo ̅ܭ representará el cerrado 

de K en la topología de norma y ̅ܭ௪ representará el cerrado de K en la topología  débil. En 

general, ̅ܭ ⊊  :௪. El siguiente resultado es una consecuencia del teorema de Hahn-Banachܭ̅

Teorema 1.10. Sean X un espacio normado y K un subconjunto convexo de X. Entonces        ̅ܭ =  ௪ܭ̅
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Demostración. Ver [2],teorema III.7, p.38. 

Teorema 1.11. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces ܶ א ℒሺܺ, ܻሻ si, y solamente si ܶ ,ሻݓ,ℒሺሺܺא ሺܻ,  .ሻሻݓ
Demostración. Ver [2], teorema III.9, p.39. 

       Representaremos por ܺככ al dual topológico de ܺכ, donde X es un espacio normado. 

Definimos ܬ: ܺ ⟶ ݔܬ siendo  ככܺ = �௫ para todo ݔ א ܺ , donde �௫: ሻݔy tal que �௫ሺ �⟶כܺ =݂ሺݔሻ para todo ݂ א  es fácil ver que J está.ככܺ J es llamado la aplicación canónica de X en .כܺ

bien definida, es lineal y es una isometría, por lo tanto X y J(X) ⊂   son isométricamente ככܺ

isomorfos. 

Definición 1.13. diremos que un espacio de Banach X es reflexivo si J es sobreyectiva.  en este 

caso, ܺ  y ܺככ son isométricamente isomorfos . 

Teorema 1.12. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si, y solamente si ܤ௑ es 

compacta por la topología débil de X. 

Demostración. Ver [2], teorema III.16, p.44. 

Proposición 1.6. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si M es un subespacio vectorial cerrado 

de X entonces M es un subespacio de Banach reflexivo. 

Demostración. Ver [2], proposición III.17, p.45. 

     Sea ܺכ el dual topológico de un espacio normado X, podemos considerar en ܺכ, además las 

topología fuerte  y débil,  otra topología importante, es llamado topología  estrella débil. 

Definición 1.14. Sea X un espacio normado. La topología estrella débil de ܺכ , denotada por כݓ, 
es la topología que tiene como sub-base a la colección � = {�−ଵሺܣሻ;  � א ሺܺሻܬ ⊂ ⊃A ,ככܺ  � 

abierto}={�௫−ଵ(A); x א X, A ⊂ � a�ier�o}. 
      Es claro que la topología estrella débil de ܺכ es menos fina de que la topología débil de ܺכ. 
De la definición tenemos que la colección � ={ ௫ܹ,�ሺ�଴ ሻ; x א X, �଴ א �,כܺ > Ͳ}, donde 

௫ܹ,�ሺ�଴ ሻ={� א �ሺ|;כܺ − �଴ ሻሺݔሻ| <  �} para x א X, �଴ א � y כܺ > Ͳ es una sub-base para la 

topología débil estrella. Además una red   ሺ�ௗሻௗא஽ ⊂ � converge para כܺ א  topología débil  כܺ
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estrella si y solamente si �ௗ ሺݔሻ ⟶  �ሺݔሻ para todo x א X. En este caso, diremos que ሺ�ௗሻௗא஽ 

converge débil estrella  para � e indicaremos este caso por �ௗ ௪כ→ �. Tenemos el siguiente 

teorema para la bola unitaria cerrada del dual de un espacio de Banach X con respecto a la 

topología débil estrella. 

Teorema 1.13. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sea X un espacio de Banach . Entonces 

el conjunto ܤ௑כ es compacto en la topología débil estrella de ܺכ. 
Demostración. Ver [2], teorema II.15, p,42. 

1.2 Teoría de Integración 

Definición 1.15. Sea X un conjunto no vacío arbitrario. Un � − � en X es una colección  ܽݎܾ݈݁݃ܽ ⊂ �ሺܺሻ , donde �ሺܺሻ denota el conjunto de partes de X, que satisface las siguientes 

condiciones: 

(i) ܺ א �. 
(ii) ܵ݅ ܣ א �, entonces ܺ ך ܣ א  �. 

(iii) ܵ݅ ܣ௡ א � para todo nא ℕ , entonces ⋃ ௡௡ܣ  

� es una � ݅ݏ  − á݈ܾ݃݁ܽݎ  en X, entonces diremos que los elementos de � son los 

conjuntos mensurables en X y que (X, �ሻ es un espacio mensurable. 

Proposición 1.7. Sea X un conjunto cualquier. Si ℱ ⊂ �ሺܺሻ, entonces existe una menor � −á݈ܾ݃݁ܽݎ   �ሺℱሻ݁݊ ܺ que contiene ℱ, esto es, si C es una � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   en X que contiene ℱ 

entonces �ሺℱሻ ⊂ � Diremos que �ሺℱሻ es un .ܥ − á݈ܾ݃݁ܽݎ   en X generada por ℱ. 

 

Demostración. Ver[3], proposición 1.1.1, p.2. 

 

Definición 1.16. Sea ሺܺ, Γሻ un espacio topológico cualquiera y sea ℬ ݊ݑ � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   en X 

generada por Γ, esto es , ℬ = �ሺ Γሻ. Los elementos de  ℬ son los conjuntos de Borel , o 

conjuntos de Borel mensurables o conjuntos mensurables a Borel. 

Definición 1.17. Sea ሺܺ,�ሻ un espacio mensurable. Una medida sobre X es una función ߤ:� ⟶ [Ͳ.+∞] que satisface: 
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(i) ߤሺ∅ሻ = Ͳ 

(ii) ߤሺ⋃ ௜∞௜=ଵܣ ሻ = ∑ ሺ∞௜=ଵߤ ;௜ܣ } ௜ሻ siempre queܣ ݅ א ℕ } es una familia enumerable de 

elementos de � dos a dos disjuntos 

Definición 1.18. Un espacio medida es un espacio mensurable ሺܺ,�ሻ que tiene una medida ߤ 

definida en  � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   � de sus conjuntos mensurables. Denotamos estos espacios como 

triples ሺܺ,�,  .ሻߤ
Observación 1.2. el caso en que ܺ = ℝ௡, H.Lebesgue construyo una � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   ℳሺℝ௡ሻ que 

contiene a los borelianos y una medida m sobre ℳሺℝ௡ሻ. Esta medida m es llamada medida de 

Lebesgue. 

Definición 1.19. una medida ߤ  definida en � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   de todos los conjuntos de Borel en un 

espacio de Hausdorff localmente compacto X es llamado una medida de Borel sobre X.  

Supongamos que � es una � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   que contiene todos los borelianos. Entonces , una 

medida ߤ definida en � se llama regular si 

(i) Para todo subconjunto compacto K de X tiene ߤሺܭሻ < ∞. 
(ii) Para cada A א � tenemos  ߤሺܷሻ=݂݅݊{ߤሺܸሻ: ܣ ⊂ ܸ,  .{݋ݐݎܾ݁݅ܽ ܸ
(iii) Para cada conjunto abierto U de X tenemos ߤሺܷሻ=ߤ}݌ݑݏሺܭሻ:ܭ ⊂  .{݋ݐܿܽ݌݉݋ܿ ܭ,ܷ
Una medida que satisface las condiciones (ii) y (iii) es llamado regular exterior e interior, 

respectivamente. 

Observación 1.3. Recordemos que un espacio de Hausdorff X es un espacio topológico que 

dados x , y א ݔ ,ܺ ≠ אexisten abiertos disjuntos V y W tales que, x , ݕ ܸ e yא ܹ. Un 

espacio topológico X es localmente compacto si todo punto x de X está contenido en un 

abierto V tal que ܸ̅݁݋ݐܿܽ݌݉݋ܿ ݏ. 
Definición 1.20. Si ሺܺ,�ሻ es un espacio mensurable y ሺܻ, Γሻ es un espacio topológico, X 

Observación 1.4. Si ሺܺ, ℬሻ es un espacio mensurable donde ℬ es un � − á݈ܾ݃݁ܽݎ   de Borel 

e Y es un espacio topologico, entonces toda función continua ݂: ܺ ⟶ ܻ es mensurable, o 

Borel mensurable. Las funciones Borel mensurables son frecuentemente llamados de 

funciones de Borel. 
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      Las definiciones que se siguen, iremos siempre considerando que � es un � − á݈ܾ݃݁ܽݎ 

en un conjunto X cualquiera y ߤ una medida definida en �. Si ܣ א �, entonces definimos 

una función característica ܫ஺ como    

 

ሻݔ஺ሺܫ = {ͳ,   ݔ א ,Ͳܣ ݔ ב ܣ  

Definición 1.21. una función ݑ: ܺ ⟶ [Ͳ, +∞ሻ es una función simple si tu conjunto imagen es 

finito, esto es, ݑሺܺሻ = ,ଵߙ} ,ଶߙ … . , ∑ es de la forma ݑ ௡}. En este casoߙ ஺೔௡௜=ଵܫ௜ߙ  , donde ܣ௜ ݔ}= א ܺ; ሻݔሺݑ =  .{௜ߙ 
Definición 1.22. Si u es una función simple y Eא �, definimos la integral de u sobre E como  

∫ ݑ݀ ݑ ௜ܣሺߤ௜ߙ∑= ת ሻ.௡ܧ
௜=ଵா  

Observación 1.5. Como puede acontecer que ߤሺܣ௜ ת ሻܧ = ∞ para algún i, por convención 

escribiremos 0. ∞ = Ͳ. 
Definición 1.23. Si ݂: ܺ ⟶ [Ͳ,+∞ሻ es numerable y Eא �, definimos  

∫ ߤ݂݀ = ∫݌ݑݏ ாா,ߤ݀ߤ  

Donde el supremo es tomado sobre todas las funciones simples mesurables tal que Ͳ ൑ݑ ൑ ݂. 
El número ׬ ாߤ݂݀  es llamado integral de Lebesgue de ݂ sobre Econ respecto a la medida ߤ. 
Sea ݂: ܺ ⟶ ℝ, podemos asociar a ݂ , a su parte positiva (݂+ሻ ݁ܽݒ݅ݐܽ݃݁݊ ݏ  (݂−ሻ del siguiente 

modo ݂+ሺݔሻ = ሺ݂ ש Ͳሻሺݔሻ = max{݂ሺݔሻ, Ͳ} , ݂−ሺݔሻ = −ሺ݂ ר Ͳሻሺݔሻ = −min{݂ሺݔሻ, Ͳ}, 
Luego, tenemos que  ݂ = ݂+ − ݂−. Por lo que se muestra que  

 ݂: ܺ ⟶ ℝ es mensurable si y solamente si ݂+ ݕ ݂− son mensurables. 

 ݈ܾ݁ܽݎݑݏ݊݁݉ ݏ݁ ݂ ݅ݏ,  .es mensurable |݂| ݏ݁ܿ݊݋ݐ݊݁
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Definición 1.24. Sea ሺܺ,�ሻ un espacio mensurable y ߤ es una medida en �. Definimos ℒଵሺߤሻ 
como el conjunto de todas las funciones mensurables ݂: ܺ ⟶ �  tal que ׬ ߤ݀|݂| < ∞.௑  

Los elementos de ℒଵሺߤሻ son llamados funciones Lebesgue integrables (con respecto ߤሻ. 
Definición 1.24. Sea ݂ = ݑ + אሻ y Eߤℒଵሺܥ݂ son funciones reales mensurables en X. Si ݒ ݁ ݑ donde ݒ݅  �, definimos  

׬ ாߤ݂݀ = ׬ ாߤ݀+ݑ − ׬ ாߤ݀−ݑ + ݅ ׬ ா+ݒ ߤ݀ − ݅ ׬ ா−ݒ       , ߤ݀

 donde   ݑ  ,+ݑ− y  ݒ    ,+ݒ−        son las partes positivas y negativas de ݒ ݁ ݑ , respectivamente. 

Proposición 1.8.    ℒଵሺߤሻ  es un espacio vectorial y |׬ ௑ߤ݂݀ | ൑ ׬ ௑ߤ݀|݂|    para todo ݂ א ℒଵሺߤሻ.  
Además la aplicación  �: ℒଵሺߤሻ → ℂ definida por �ሺ݂ሻ = ׬ ௑ߤ݂݀  es una funcional lineal. 

Demostración. Ver [3], proposición 2.3.7, p.66. 

       Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. Denotamos por ܥ௖ሺܺሻ como siendo el 

conjunto de funciones continuas ݂ ݀݁ ܺ en � tal que ݂݌݌ݑݏ = ݔ} א ܺ; ݂ሺݔሻ ≠ Ͳ}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es compacto. 

Diremos que una funcional lineal � sobre ܥ௖ሺܺሻ es positivo si �ሺ݂ሻ > Ͳ para todo ݂ א  ௖ሺܺሻܥ
tal que ݂ > Ͳ. 

Teorema 1.14. (Teorema de representación de Riesz) Sea X un espacio de Hausdorff localmente 

compacto y sea � una aplicación lineal, continua y positiva sobre ܥ௖ሺܺሻ. Entonces existe una 

única medida de Borel regular ߤ sobre X tal que para toda ݂ א   ௖ሺܺሻ entoncesܥ

�ሺ݂ሻ = ׬ ௑ߤ݂݀ . 

Demostración. Ver [3], teorema 7.2.8, p.209. 

Observación 1.6. el teorema de representación de Riesz continua valido si intercambiamos ܥ௖ሺܺሻ 
por C(X) y consideramos X un espacio compacto. 

      Si ℳሺܺሻ denota el conjunto de medidas de Borel ߤ sobre ܺ , esto es , ߤ: ℬ → [Ͳ,∞] donde ℬ 

es un � − á݈ܾ݃݁ܽݎ de todos los conjuntos de Borel en un espacio compacto X, podemos definir 

en ℳሺܺሻ la norma ‖ߤ‖ =  ሺܺሻ y el teorema de representación de Riesz nos dice que cadaߤ
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aplicación lineal positiva � sobre C(X) corresponde una y solo una ߤ א  ℳሺܺሻ tal que ‖�‖  .‖ߤ‖=

Teorema 1.15. Sean p y q números reales positivos tales que 
ଵ௣ + ଵ௤ = ͳ, X un espacio mensurable 

con medida ݕ ߤ ݂, ݃: ܺ → [Ͳ,∞] funciones mensurables, entonces : 

a) Desigualdad de Holder   ׬ ௑ߤ݀|݂݃| ൑ ቀ׬ |݂|௣݀ߤ௑ ቁభ೛ ቀ׬ |݃|௤݀ߤ௑ ቁభ೜. 
 

b) Desigualdad de Minkowski 

 ቀ׬ |݂ + ݃|௣݀ߤ௑ ቁభ೛ ൑ ቀ׬ |݂|௣݀ߤ௑ ቁభ೛ + ቀ׬ |݃|௤݀ߤ௑ ቁభ೛. 

 

Demostración. Ver [3]. Proposiciones 3.3.2 y 3.3.3, p.101. 

 

Definición 1.26. Si Ͳ < ݌ < ∞, el espacio ℒ௣ሺߤሻ   consiste de todas las funciones complejas 

mensurables definidas en X tal que ׬ |݂|௣݀ߤ௑ < ∞. 
Proposición 1.9. Sea  Ͳ < ݌ < ∞. Definido  

‖݂‖௣ = ቆ∫ |݂|௣݀ߤ௑ ቇଵ௣, 
 

 

Tenemos que ‖. ‖௣ es una semi-norma en ℒ௣ሺߤሻ. 
Demostración. Ver [3], corolario 3.3.4, p.102. 

Definición 1.27. Sea ݂: ܺ → [Ͳ,+∞] una función mensurable. Definimos el supremo esencial de ݂, y denotamos por ‖݂‖∞ como siendo el “número” 

 

 ‖݂‖∞ {inf ܵ , ܵ ≠ ∅∞, ܵ = ∅  
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Donde ܵ = ߙ} > Ͳ; ሻ[ሻ∞,ߙሺ]ሺ|݂|−ଵߤ = Ͳ}. 
Definición 1.27. Definimos ℒ∞ሺߤ) como siendo el espacio de todas las funciones complejas 

mensurables en X tal que ‖݂‖∞ < ∞. 

Proposición 1.10. Sean p y q números reales positivas tal que 
ଵ௣ + ଵ௤ = ͳ. Si ݂ א ℒ௣ሺߤሻ   y ݃ א ℒ௤ሺߤሻ, ݂݃  ݏ݁ܿ݊݋ݐ݊݁ א ℒଵሺߤሻ   ݕ   ‖݂݃‖ ൑ ‖݂‖௣‖݃‖௤ 

Demostración. Sale directo de la desigualdad de Holder. 

Sea ͳ ൑ ݌ ൑ ∞: Podemos definir en ℒ௣ሺߤ) a la siguiente relación de equivalencia: ݂~݃ si, y solo si ‖݂ − ݃‖௣=0 si , y solo si ߤሺ{ݔ א ܺ; ݂ሺݔሻ ≠ ݃ሺݔሻ}ሻ = Ͳ. 

Denotaremos por ℒ௣ሺߤ) como siendo el espacio cociente ℒ௣ሺߤ)/ ~. De este modo tenemos que ‖. ‖௣  es una norma. Además , tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 1.16.(Teorema d Riesz-Fisher)          (ℒ௣ሺߤ), ‖. ‖௣  ) es un espacio de Banach para ͳ ൑ ݌ ൑ ∞. 

Demostración. Ver [3], teorema 3.4.1, p.106. 

Teorema 1.17.  los espacios ℒ௣ሺߤ) son reflexivos para ͳ ൑ ݌ ൑ ∞. 

Demostración. Ver [2], teorema IV.10, p.59. 

Teorema 1.18.  (Teorema  de convergencia Dominada de Lebesgue ) Sea ( ௡݂ሻ una sucesión de 

funciones mensurables en X tal que existe ݂ሺݔሻ = lim௡ ௡݂ሺݔሻ para todo xא ܺ. Suponga que exista ݃ א ℒଵሺߤሻ tal que | ௡݂ሺݔሻ| ൑ ݃ሺݔሻ para todos xא ܺ y nא ℕ. Entonces: ݂݃ א ℒଵሺߤሻ ׬ ݕ ௑ߤ݀ ݂ = lim௡ ׬ ௡݂ ݀ߤ௑  

Demostración. Ver [3], teorema 2.4.4, p.72. 
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Capítulo 2 

 

Convergencia de sucesiones en 

espacios de Banach 

En este capítulo, iremos definir convergencias de series en espacios normados y veremos sobre 

qué condiciones las definiciones son equivalentes. En particular, mostraremos que el hecho que 

una serie es absolutamente convergente será incondicionalmente convergente está relacionado 

con la completitud del espacio. Aunque, presentaremos ejemplos en ܿ଴   y ݈ଶ que nos muestran la 

existencia de series incondicionalmente convergentes  que no convergen absolutamente. 

Estudiaremos las sucesiones p-sumables y débilmente p-sumables y por fin , probaremos el 

teorema de Bessaga-Pelczynski. 

2.1 convergencias Absoluta e Incondicional  

Definición 2.1. Sean X un espacio normado y ሺݔ௡ሻ௡ una sucesión en X. Decimos que la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge si la sucesión de sus sumas parciales converge, esto es , si existe un xא ܺ tal 

que la sucesión ሺݏ௞ሻ௞ converge para x, donde ݏ௞ = ∑ ௡௞௡=ଵݔ  para todo k א ℕ. 

Definición 2.2. Sean X un espacio normado y ሺݔ௡ሻ௡ una sucesión en X. Decimos que la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge absolutamente si ∑ ௡‖∞௡=ଵݔ‖ converge. 

    Cuando una función ߨ: ℕ → ℕ es biyectiva, diremos que ߨ es una permutación de ℕ. 
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Definición 2.3. Sean X un espacio normado y ሺݔ௡ሻ௡ una sucesión en X. Decimos que la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge incondicionalmente si ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ�ݔ  converge cualquiera que sea la permutación ߨ de ℕ. 

Observación 2.1. Observe que si una serie convergente incondicionalmente , entonces converge 

pues la identidad es una permutación de ℕ. 

      El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de un conocido resultado de análisis 

real. 

Proposición 2.1. Sean X un espacio normado. Sean ሺݔ௡ሻ௡ y ሺܽ௡ሻ௡ sucesiones en X y en ℝ, 

respectivamente, tal que ‖ݔ௡‖ ൑ ܽ௡, para todo ݊ א ℕ. Si ∑ ܽ௡∞௡=ଵ  converge, entonces ∑ ௡∞௡=ଵݔ  

converge absolutamente. 

    La definición de series incondicionalmente convergentes no exige que las series ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ�ݔ  

sean convergentes para un mismo limite, sea cualquiera de las permutaciones ߨ de ℕ. Cuando 

estudiamos convergencia de series de números reales, tenemos el siguiente: 

Teorema 2.1. Si ∑ ܽ௡∞௡=ଵ  es un<a serie de números reales absolutamente convergente , entonces 

para toda permutación ߨ de ℕ tenemos que ∑ ܽ�ሺ௡ሻ∞௡=ଵ = ∑ ܽ௡∞௡=ଵ . 

Riemann demostró un hecho sorprendente para las series condicionalmente convergente, esto es, 

la serie converge mas no convergen absolutamente.   

Teorema 2.2 (teorema de Riemann )  Sea ∑ ܽ௡∞௡=ଵ  una serie de números reales condicionalmente 

converge. Entonces, fijado a א ℝ, existe una permutación ߨ de ℕ tal que  ∑ ܽ�ሺ௡ሻ∞௡=ଵ = ܽ . 

Además , existen permutaciones para los cuales la serie diverge para+∞ y−∞. 

Sus demostraciones pueden ser vista en [12] (teorema 3.54, página 76). Como consecuencia de 

este teorema tenemos: 

Teorema 2.3. Una serie de números reales es absolutamente convergente si, y solamente si 

converge incondicionalmente. 

Esto nos dice que las convergencias absoluta e incondicional de series de números reales son 

conceptos equivalentes. Este teorema continua valido en ℝࣿ debido a la convergencia 

coordenada a coordenada y por lo tanto este hecho es  válido, también, para cualquier espacio de 
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dimensión finita . Además, los teoremas 2.1 y 2.3 muestran que una serie de números reales 

converge incondicionalmente entonces toda permutación converge para el mismo limite. 

Veremos ahora que este hecho es válido en espacios normados no importan su dimensión. 

Proposición 2.2 Si una serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  es un espacio normado X e incondicionalmente 

convergente, entonces ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ�ݔ  converge para el mismo limite, cualquiera que sea la 

permutación ߨ de ℕ. 

Demostración. Supongamos, por el absurdo, que ∑ ௡∞௡=ଵݔ =  tal ߨ y que exista una permutación ݏ

que ∑ ሺ௡ሻ�ݔ = ௡=ଵ∞′ݏ ≠ ′ݏ Por corolario 1.1, como .ݏ ≠ ݂ existe funcional ,ݏ א ሻ′ݏtal que ݂ሺ כܺ ≠ ݂ሺݏሻ. Como f es lineal y continua tenemos que ∑ ݂ሺݔ௡ሻ∞௡=ଵ  es una serie convergente en �. Por otro lado, por el teorema 2.3, esta serie no puede converger absolutamente pues la 

permutación ߨ es tal que ∑ ݂ሺݔ௡ሻ∞௡=ଵ = ݂ሺݏሻ  ≠ ݂ሺݏ′ሻ=∑ ݂ሺݔ�ሺ௡ሻ∞௡=ଵ ሻ luego por el teorema de 

Riemann (teorema 2.2) existe una permutación  � tal que ∑ ݂ሺݔ� ሺ௡ሻ∞௡=ଵ ሻ diverge . Por lo tanto, la 

serie ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ �ݔ  diverge, pues si ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ �ݔ = ܽ , entonces por linealidad y continuidad de f, 

tendríamos ∑ ݂ሺݔ� ሺ௡ሻ∞௡=ଵ ሻ=f(a)  y que contradice la elección de �. Luego ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ �ݔ  es 

divergente esto contradice la hipótesis de ∑ ௡∞௡=ଵݔ   ser incondicionalmente convergente. 

      Un ejemplo a seguir muestra que un espacio normado de dimensión infinita puede ser una 

serie que converge absolutamente mas no converge. 

Ejemplo 2.1. Sea X=�ሺܭሻ el espacio de polinomios reales con dominio ܭ = [Ͳ,ͳ]. Para todo n א ℕ, sea ݌௡: ܭ ⟶ ℝ definida por ݌௡ = ௫೙௡! . Tenemos que ሺ݌௡ሻ௡ ⊂  �ሺܭሻ  ⊂ ௡‖௄݌‖      ሻ yܭሺܥ = ଵ௡!  Para todo n א ℕ . Sabemos de análisis real que ∑ ௡‖௄݌‖ = ݁∞௡=଴  , de modo que 

la serie ∑ ሻ∞௡=଴ݔ௡ሺ݌  es absolutamente convergente para todo x א ∑ Por otro lado tenemos que . ܭ ௡∞௡=଴݌   converge en C(K) para una función ݂ א ሻݔሻ definida por ݂ሺܭሺܥ = ݁௫, que no es un 

polinomio. 

      De hecho vamos a ver el teorema 2.4 que la existencia de una serie absolutamente 

convergente que no sea convergente solo es posible si este espacio no está completo. Antes de 

presentar el teorema 2.4, vamos enunciar el criterio de Cauchy, cuya demostración se hace de 

manera similar en el caso de series en �, una vez que los espacios de Banach son completos. 
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Proposición 2.3. (Criterio de Cauchy) Sea X un espacio de Banach. Entonces la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  

Converge si y solamente si la sucesión de la sumas parciales es de Cauchy, esto es  

lim௡,௠→∞‖ ∑ ௜௡ݔ
௜=௠+ଵ ‖ = Ͳ 

Teorema 2.4. un espacio normado X es un espacio de Banach si y solamente si toda serie 

absolutamente convergente es convergente. 

Demostración. Sea ∑ ௡∞௡=ଵݔ  una serie en un espacio de Banach X tal que ∑ ௡‖∞௡=ଵݔ‖  converge. 

Demostraremos   que ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge , usando la proposición anterior. De hecho, sea ݊ > ݉ , 

entonces tenemos que ‖∑ ௜௡௜=௠+ଵݔ ‖ ൑ ∑ ௜‖௡௜=௠+ଵݔ‖  y dar, como ∑ ௜‖∞௜=ଵݔ‖  es una serie 

convergente de números reales tenemos que lim௡,௠→∞‖∑ ௜௡௜=௠+ଵݔ ‖ = Ͳ de donde se sigue de la 

proposición anterior que la serie converge. Recíprocamente, sea ሺݔ௡ሻ௡ una sucesión de Cauchy 

en X. Entonces para cada k א ℕ existe ݊௞ > ݊௞−ଵ tal que ‖ݔ௠ − ‖௡ݔ < ଵଶೖ para todos m,n ൒ ݊௞ . 
Como ݊௞+ଵ > ݊௞ tenemos ‖ݔ௡ೖ+భ − ‖௡ೖݔ < ଵଶೖ . llamando ݕ௞ = ௡ೖ+భݔ − ‖ ௞ݕ‖ ௡ೖ entoncesݔ ൑ଵଶೖ . Como ∑ ଵଶೖ ∞௞=ଵ  converge , tenemos que ∑ ௞  ∞௞=ଵݕ  converge absolutamente y, por hipótesis , 

es convergente .Pero tenemos que ݔ௡భ + = ௞ݕ+.……+ଵݕ →௡ೖ+భ y haciendo kݔ ∞ sigue que (ݔ௡ೖ)௞ es  convergente. Luego ሺݔ௡ሻ௡ es una sucesión de Cauchy y tiene una subsucesion 

convergente, donde se sigue que ሺݔ௡ሻ௡ es convergente, y que prueba que X es un espacio de 

Banach. 

Corolario 2.1. Un espacio normado X es un espacio de Banach si y solamente si toda serie 

absolutamente convergente es incondicionalmente convergente. 

Demostración. Supongamos que toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente 

convergente. Luego, en particular, tenemos que la serie y ella misma converge, y por lo tanto, 

por el teorema anterior, tenemos que X es un espacio de Banach. Recíprocamente, sea ∑ ௡∞௡=ଵݔ  

una serie absolutamente convergente es un espacio de Banach X .Luego  ∑ ௡‖∞௡=ଵݔ‖   es 

absolutamente convergente en ℝ, donde por el teorema 2.3 tenemos que   ∑ ሺ௡ሻ‖∞௡=ଵ�ݔ‖  converge 

para toda permutación ߨ ݀݁ ℕ. Como X es un espacio de Banach  por el teorema anterior, 
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tenemos que ∑ ሺ௡ሻ∞௡=ଵ�ݔ  es convergente para toda permutación ߨ ݀݁ ℕ, esto es ∑ ௡∞௡=ଵݔ  es 

incondicionalmente convergente. 

           Vimos entonces para toda serie absolutamente convergente en un espacio normado es 

incondicionalmente convergente y es importante el espacio de ser completo y esto no depende de 

la dimensión del espacio. Por otro lado, el hecho que el espacio es completo no es suficiente para 

garantizar la convergencia absoluta  de series incondicionalmente convergente. Veremos a través 

de dos ejemplos , que lo contrario del caso de la dimensión finita , en un espacio de Banach de 

dimensión infinita la convergencia incondicional de una serie no garantiza la convergencia 

absoluta de esta serie. 

Ejemplo 2.2 sea X=ܿ଴  y tomemos la sucesión ሺݔ௡ሻ௡  con ݔ௡ = ௘೙௡  para todo ݊ א ℕ . analicemos 

la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  en ܿ଴. 
Esta serie no converge absolutamente, pues ∑ ∞‖௡ݔ‖ =∞௡=ଵ ∑ ଵ௡∞௡=ଵ  que la serie armónica. Ahora 

veamos que esta serie converge incondicionalmente para ݔ = ቀଵ௡ቁ௡ א ܿ଴. En efecto sea � una 

permutación de ℕ y sea � > Ͳ. Existe Nא  ℕ tal que N > ଵ� . Para todo kא {ͳ, … . . , ܰ} existe ݊௞ ௞ሻ݊)� ݁ݑݍ ݈ܽݐ ℕ א = ݇. Sea ݊଴ = max {݊ଵ, … . . ݊ே}. Para n൒ ݊଴, tenemos  ∑ ሺ௝ሻ�ݔ = ሺଵሻ�ݔ +⋯+ ሺ௡ሻ௡௝=ଵ�ݔ = ሺ௡భሻ�ݔ +⋯+ ∑+ሺ௡�ሻ�ݔ ஺אሺ௝ሻ௝�ݔ ଵݔ= +⋯+ ∑+ேݔ ஺אሺ௝ሻ௝�ݔ  

Donde A={1,…,n}\ {݊ଵ, … , ݊ே}. 

Luego para todo n ൒ ݊଴, ‖∑ ሺ௝ሻ�ݔ − ௡௝=ଵݔ ‖∞ ൑ ଵே+ଵ < ଵே < �. 
Como la permutación � fue  tomada arbitrariamente tenemos que la serie converge 

incondicionalmente. 

Ejemplo 2.3. Sea X=݈ଶ y tomemos la misma sucesión ሺݔ௡ሻ௡ del ejemplo 2.2 y analicemos la 

serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  en ݈ଶ. 
Asi como el ejemplo 2.2 tenemos que esta serie no converge absolutamente en ݈ଶ, pues ∑ ௡‖ଶݔ‖ =∞௡=ଵ ∑ ଵ௡∞௡=ଵ  que es la serie armónica. Resta verificar que esta serie converge 
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incondicionalmente para x=ቀଵ௡ቁ௡ א ݈ଶ.Para eso , sea � una permutación cualquiera de ℕ y sea � > Ͳ. Tomemos Nא  ℕ tal que para todo n> N tenemos ∑ ଵ௝మ < �ଶ∞௝=௡  .Para kא {ͳ,… . , ܰ} existe ݊௞ א  ℕ tal que �ሺ݊௞ሻ = ݇. Sea ݊଴=max{݊ଵ, …… . ݊ே}. Para n൒ ݊଴ ya hemos visto que  ∑ ሺ௝ሻ�ݔ =௡௝=ଵ ሺ௡భሻ�ݔ +⋯+ ∑+ሺ௡�ሻ�ݔ ஺אሺ௝ሻ௝�ݔ ,ଵ   Donde A={1,…,n}\ {݊ଵݔ= … , ݊ே}. 

Reorganizamos los elementos del conjunto A de la forma que A={݆ଵ, … . , ݆௡−ே} donde  �ሺ݆ଵሻ <�ሺ݆ଶሻ < ⋯ < �ሺ݆௡−ேሻ. Como �ሺ݆௜ሻ ൒ ܰ + ݅ para todo i=1,……,n-N, obtenemos que ‖∑ ሺ௝ሻ�ݔ − ௡௝=ଵݔ ‖ଶଶ=‖ሺͲ,… . . ,Ͳ, ଵே+ଵ , ଵே+ଶ , … . ሻ‖ଶଶ que tiene apenas un numero finito de ceros, 

luego  

 

ሺ௝ሻ�ݔ∑‖ − ௡ݔ
௝=ଵ ‖ଶ

ଶ ൑∑ ͳ݆ଶ < �ଶ∞
௝=௡ . 

Y por lo tanto, como � es tomada una permutación cualquiera, tenemos que la serie converge 

incondicionalmente. 

Observe que si intercambiamos la sucesión ቀଵ௡ቁ௡ por una sucesión ሺܽ௡ሻ௡ tal que ሺܽ௡ሻ௡ א ݈ଶ pero ሺܽ௡ሻ௡ ב ݈ଵ , tenemos que ∑ ܽ௡݁௡∞௡=ଵ  converge incondicionalmente mas no absolutamente. El 

Teorema Clásico de Dvoretzky-Rogers, que será demostrado en el capítulo 3, nos garantiza que 

un espacio de Banach de dimensión infinita siempre podemos encontrar una serie 

incondicionalmente convergente que no se absolutamente convergente. 

Antes de terminar este párrafo vamos introducir el concepto de serie perfectamente convergente 

y mostrar que   el espacio de Banach, este concepto es equivalente a la de serie 

incondicionalmente convergente. 

Definición 2.4. Una serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  en un espacio normado y perfectamente convergente si la 

serie  ∑ ௡∞௡=ଵݔ௡ߙ  converge para toda sucesión ሺߙ௡ሻ௡ donde ߙ௡ א {−ͳ,ͳ} para todo nא  ℕ. 
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Teorema 2.5. Sea ∑ ௡∞௡=ଵݔ  una serie en un espacio de  Banach X. Son equivalentes: 

a) La serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge incondicionalmente , 

b) Toda serie de la forma ∑ ௡೔∞௜=ଵݔ (subserie de la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ ሻ donde ሺ݊௜ሻ௜ es una sucesión 

creciente, convergente. 

c) La serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge perfectamente. 

Demostración. (b)→ ሺܿሻ 
Sea ሺߙ௡ሻ௡ una sucesión arbitraria tal que ߙ௡ א {−ͳ,ͳ} para todo nא  ℕ . Particionemos  el 

conjunto de números naturales de la siguiente manera , ℕ = ܣ ׫ ,donde A={݊ଵ ,ܤ ݊ଶ, ….} y 

el conjunto de índices tal que ߙ௡ = ͳ y B={݉ଵ, ݉ଶ, ….} es el conjunto de índices tal que ߙ௡ = −ͳ. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las sucesiones  ሺ݊௜ሻ௜  ݕ ( ௝݉)௝  
son crecientes. Por hipótesis, tenemos que ∑ ௡೔∞௜=ଵݔ  y ∑ ௠ೕ∞௝=ଵݔ  convergen. Como para todo 

kא  ℕ tenemos ∑ ௡௞௡=ଵݔ௡ߙ = ∑ ௡೔௞௜=ଵݔ −∑ ௠ೕ௞௝=ଵݔ  , , ݏ݁ܿ݊݋ݐ݊݁ ݇ ݋݀݊ܽݑܿ ݁ݐ݈݅݉݅ ݈݁ ݋݀݊ܽ݉݋ݐ → ∑   ݁ݑݍ ݁ݑ݃݅ݏ ∞ ௡∞௡=ଵݔ௡ߙ =∑ ௡೔∞௜=ଵݔ − ∑ ௠ೕ∞௝=ଵݔ   converge. 

(c)→ ሺܾሻ 
Sea ሺ݊௜ሻ௜ una sucesión arbitraria creciente en ℕ . Considere A={݊ଵ, ݊ଶ, ….} y B= ℕ\ܣ. 
Sean ሺߙ௞ሻ௞  ݕ ሺߚ௞ሻ௞  sucesiones tal que ߙ௞ = ͳ para todo kא  ℕ y ߚ௞ = ͳ si kא  o  -1 si  ܣ 

kא ∑  Por hipótesis, tenemos que .ܤ  ௞∞௞=ଵݔ௞ߙ  y ∑ ௞ߚ  ௞∞௡=ଵݔ   convergen y por lo tanto, ∑ ௡೔∞௜=ଵݔ = ∑ ሺߙ௞ݔ௞ +∞௞=ଵ ௞ߚ   .௞ሻ/ʹ  convergeݔ

(a)→ ሺܾሻ 
Supongamos, por el absurdo, que exista la sucesión creciente de números naturales ሺ݊௜ሻ௜ tal 

que ∑ ௡೔∞௜=ଵݔ   diverge. Luego por el criterio de Cauchy, existen �଴ > Ͳ y números naturales  

݉௞ < ∑‖ ௞<݉௞+ଵ tal queݎ ௡೔௥ೖ௜=௠ೖݔ ‖ ൒ �଴ para todo kא  ℕ. Denotemos los términos de la 

sucesión ሺݔ௞ሻ௞ que no aparecen  en ninguno de los segmentos (ݔ௡೔)௜=௠మ௥ೖ
  por ݕଵ, ,ଶݕ ……  

Construimos un reordenamiento de la serie  ∑ ௞∞௞=ଵݔ  de la siguiente manera : añadimos los 
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elementos del segmento (ݔ௡೔)௜=௠మ௥೔
 seguido del termino  ݕଶ  etc .Por construcción, tenemos 

que esta serie diverge ,esto contradice (a). ሺܾሻ → ሺܽሻ 
Supongamos, por el absurdo, que exista una permutación ߨ  de ℕ tal que  ∑ ሺ݇ሻ∞௞=ଵ�ݔ  

diverge . Por el criterio  de Cauchy tenemos que existen �଴ > Ͳ y números naturales ݈௜ ௜݌> < ݈௜+ଵ tal que ‖∑ ሺ݇ሻ௣೔௞=௟೔�ݔ ‖ ൒ �଴ para todo i א ℕ. Denotamos por ∆௜ el segmento ቀݔ�ሺೖሻቁ௞=௟೔௣೔
  para todo i א ℕ. Tenemos que los ∆௜ son disjuntos e inf௜ ‖∑ ሺ௞ሻ௣೔௞=௟೔�ݔ ‖ = � > Ͳ 

reorganizamos los ∆௜ de modo creciente y denotamos por ݉௜ y ݎ௜ como el menor y mayor 

índice, respectivamente. Luego ∆௜⊂ ሺݔ௡ሻ௡=௠೔௥೔  para todo i א ℕ.  Pasando a una subsucesión es 

necesario , podemos escribir los ∆௜ de modo que ݎଵ < ݉ଶ < ଶݎ < ݉ଷ < ଷݎ ,݋ݐ݊ܽݐ ݋݈ ݎ݋�…⋯>  , ଵ con ∆ଶ después ∆ଷ así sucesivamente∆ ݁݀ ݏ݋݊݅݉ݎ݁ݐ ݏ݋݈ ݋݀݊ܽ݉ݑݏ

obtenemos una subserie de la serie ∑ ௞∞௞=ଵݔ  que diverge , esto contradice (b) 

2.2 Los espacios �࢖ሺࢄሻ y  �࢖�ሺࢄሻ 
Definición 2.5. Sea X un espacio de Banach y ͳ ൑ ݌ < ∞ . Una sucesión  ሺݔ௡ሻ௡ en X y 

fuertemente p-sumable (o simplemente p-sumable) si ∑ ௡‖௣ݔ‖ < ∞∞௡=ଵ , es decir , la sucesión 

de escalares ሺ‖ݔ௡‖ሻ௡ está en ℓ௣. 

         Por simplicidad, denotaremos las sucesiones ሺݔ௡ሻ௡ por ሺݔ௡ሻ. Observe que directamente 

de la definición, tenemos ሺݔ௡ሻ es 1-sumable si y solamente si ∑ ௡∞௡=ଵݔ   es absolutamente 

convergente . 

Indicaremos por ℓ௣ሺܺሻ el conjunto de sucesiones p-sumables en X. Definido la adición y el 

producto por escalar en ℓ௣ሺܺሻ de la siguiente manera  ሺݔ௡ሻ+ሺݕ௡ሻ=ሺݔ௡ + ,௡ሻݔ௡ሻ,      ሺݕ ሺݕ௡ሻ א ℓ௣ሺܺሻ, ߣሺݔ௡ሻ = ሺݔߣ௡ሻ,                  ߣ א �, ሺݔ௡ሻ א ℓ௣ሺܺሻ, 
Muestre que ℓ௣ሺܺሻ es un espacio vectorial sobre �. 
Es natural definir ‖. ‖௣: ℓ௣ሺܺሻ → ℝ por  



27 

 

‖ሺݔ௡ሻ‖௣ = ∞௡‖௣ݔ‖∑)
௡=ଵ )ଵ/௣ 

Para toda ሺݔ௡ሻ א ℓ௣ሺܺሻ. Afirmamos que ‖. ‖௣ es una norma en ℓ௣ሺܺሻ y que (ℓ௣ሺܺሻ, ‖. ‖௣ሻ es un 

espacio de Banach. La demostración de este hecho es de forma análogo en el caso de ℓ௣. 

Definición 2.6. Sea X un espacio de Banach y ͳ ൑ ݌ < ∞ . Una sucesión ሺݔ௡ሻ   en X y 

fuertemente p –sumable si ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣ < ∞∞௡=ଵ  para todo � א ௡ሻሻݔes decir , (�ሺ , כܺ א  ℓ௣ para 

todo � א  .כܺ
  Indicaremos por ℓ௣௠ሺܺሻ como siendo el conjunto de sucesiones fuertemente p-sumables en X. 

Tomamos ℓ௣௠ሺܺሻ un espacio vectorial sobre � definido en ℓ௣௠ሺܺሻ una adición y un producto por 

escalar de manera análogo en el hecho en  ℓ௣ሺܺሻ. 
Observación 2.2. Tenemos que ℓ௣ሺܺሻ ⊂ ℓ௣௠ሺܺሻ. 
En efecto, si ሺݔ௡ሻ א ℓ௣ሺܺሻ, entonces ∑ ௡‖௣∞௡=ଵݔ‖  converge. Si � א אentonces para todo k ,כܺ ℕ, ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣ <௞௡=ଵ ‖�‖௣ ∑ ௡‖௣∞௡=ଵݔ‖ y luego tenemos que ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣∞௡=ଵ  converge .Como  es 

tomada arbitrariamente , se sigue que ሺݔ௡ሻ א ℓ௣௠ሺܺሻ. 
     Es natural definir ‖. ‖௣௪ : ℓ௣௠ሺܺሻ → ℝ por  

 ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪= �up�א஻೉כሺ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣∞௡=ଵ ሻభ೛ 

Para toda ሺݔ௡ሻ א ℓ௣௠ሺܺሻ. 
Proposición 2.4. la función ‖. ‖௣௪ es una norma en ℓ௣௠ሺܺሻ y (ℓ௣௠ሺܺሻ, ‖. ‖௣௪ሻ es un espacio de 

Banach. 

Demostración. Es fácil de verificar que ℓ௣௠ሺܺሻ es un espacio vectorial sobre � con las 

operaciones definidas. Veremos que ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ es una norma en ℓ௣௠ሺܺሻ. Tenemos que ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ <∞ para toda ሺݔ௡ሻ א ℓ௣௠ሺܺሻ .De  hecho ,asociamos a cada ሺݔ௡ሻ א ℓ௣௠ሺܺሻ a la siguiente 

aplicación: ݑ: כܺ → ℓ௣ 
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                                                                      � ⟼ ሺ�ሺ݊ݔሻሻ 
Tenemos que u está bien definida, pues ሺݔ௡ሻ א ℓ௣௠ሺܺሻ.Ademas , es claro que u es lineal. Veremos 

que u es continua. Para probar este hecho, usaremos el teorema del grafico cerrado (teorema 1.7). 

Supongamos que (�௞  , ሺ�௞ሻሻݑ → ሺ�, ሺݕ௡ሻሻ en ܺכx݈௣. Esto significa que cuando k→ ∞ tenemos �௞   →  � en ܺכ y ሺ�௞ሺݔ௡ሻሻ௡ = ሺ�௞ሻݑ  → ሺݕ௡ሻ en ݈௣. Mostraremos que ݑሺ� ሻ= ሺݕ௡ሻ, donde el 

grafico de u es cerrado y por lo tanto , u es continua . En efecto , como ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣ < ∞∞௡=ଵ  para 

todo � |௡ሻݔtenemos que lim௡→∞|�ሺ כܺ  א = Ͳ para todo � ;௡ሻݔluego { �ሺ , כܺ  א ݊ א ℕ} es 

limitada en X , es decir M>0 tal que para todo ݊ א ℕ, ‖ݔ௡‖ ൑ ,ܯ ଵெ‖ ܽ݁ݏ ݋ ‖௡ݔ ൑ ͳ para todo ݊ א ℕ . Pero como �௞   →  � en ܺכ, dado � > Ͳ, existe un ݇ଵ א ℕ tal que ‖�௞ − �‖ < �ଶெ para 

todo ݇ ൒ ݇ଵ, esto es |�௞ሺݖሻ − �ሺݖሻ| < �ଶெ para todo ݇ ൒ ݇ଵ y para todo ݖ א ܺ con ‖ݖ‖ = ͳ. En 

particular, para ݖ௡ = ଵெ א௡ , nݔ ℕ, tenemos que |�௞ሺݔ௡ሻ − �ሺݔ௡ሻ|<�ଶ                 (*) 

para todo ݇ ൒ ݇ଵ y para todo nא ℕ. Por otro lado, tenemos ݑሺ�௞ሻ → ሺݕ௡ሻ  en  ݈௣  mas ݑሺ�௞ሻ =(�௞ሺݔ௡ሻ)௡,  luego existe ݇ଶ א ℕ tal que ሺ∑ |�௞ሺݔ௡ሻ − ௡|௣∞௡=ଵݕ ሻభ೛ < �ଶ   Para todo ݇ ൒ ݇ଶ, donde    

|�௞ሺݔ௡ሻ − |௡ݕ < �ଶ          (**) 

para todo ݇ ൒ ݇ଶ y para todo nא ℕ. Sea  ݇଴=max{݇ଵ, ݇ଶ}. Entonces para todo nא ℕ tenemos  Ͳ ൑ |�ሺݔ௡ሻ − |௡ݕ ൑ |�ሺݔ௡ሻ − �௞଴ሺݔ௡ሻ|+|�௞଴ሺݔ௡ሻ − |௡ݕ < �ଶ+ �ଶ =  � 
Luego para todo � > Ͳ tenemos Ͳ ൑ |�ሺݔ௡ሻ − |௡ݕ <  �  para todo nא ℕ . Donde �ሺݔ௡ሻ =  ௡ݕ

para todo nא ℕ , es decir (ݕ௡ሻ=( �ሺݔ௡ሻሻ = ‖ݑ‖ ሺ�ሻ. Por lo tanto u es continua . Deݑ < ∞ y 

‖ݑ‖ = max�א஻೉כ ሺ�ሻ‖௣ݑ‖ = max�א஻೉כ ‖ሺ �ሺݔ௡ሻሻ‖௣ = �up�א஻೉כሺ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣∞௡=ଵ ሻభ೛ = ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ , 

concluimos que ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ < ∞. 

Verificamos las condiciones de norma. Sean ሺݔ௡ሻ, ሺݕ௡ሻ א ݈௣௪ሺܺሻ y ߣ א �. Tenemos : 

(i) ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ ൒ Ͳ ,  .݊�݂݅ܿ݅݊݅݁݀ ݈ܽ ݎ݋݌
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(ii) ݅ݏ ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ = Ͳ entonces ሺݔ௡ሻ = Ͳ. De hecho , pues si ሺݔ௡ሻ ≠ Ͳ entonces existe ݊଴ ௡బݔ ℕ tal queא ≠ Ͳ y por el teorema Hahn-Banach (corolario 1.1), existe �଴ א  tal כܺ

que ‖�Ͳ‖=1 y �଴(ݔ௡బ) = ‖௡బݔ‖ ≠ Ͳ .Por lo tanto, 

‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ = �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣∞
௡=ଵ )ଵ௣ ൒ |�Ͳ(݊ݔͲ)| > Ͳ 

Esto es ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ ≠ Ͳ  ݅ݏ ሺݔ௡ሻ ≠ Ͳ. 
(iii) ‖ߣሺݔ௡ሻ‖௣௪ = =௡ሻ‖௣௪ݔሺߣ‖  ݋ݐ݂ܿ݁݁ ݊ܧ ௡ሻ‖௣௪ݔሺ‖|ߣ| �up�א஻೉כሺ∑ |�ሺݔߣ௡ሻ|௣∞௡=ଵ ሻభ೛= �up�א஻೉ߣ|]כ|ሺ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣∞௡=ଵ ሻభ೛]= |ߣ|‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪. 

(iv) ‖ሺݔ௡ሻ + ሺݕ௡ሻ‖௣௪ ൑ ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪+‖ሺݕ௡ሻ‖௣௪  .Basta recordar la desigualdad de Minkowski 

tenemos que 

(∑|�ሺݔ௡ሻ + �ሺݕ௡ሻ|௣∞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣∞

௡=ଵ )ଵ௣ + (∑|�ሺݕ௡ሻ|௣∞
௡=ଵ )ଵ௣ 

Y tomar el supremo cuando � א כ௑ܤ   . 
Veamos finalmente  que  ሺ݈௣௪ሺܺሻ, ‖. ‖௣௪) es un espacio de Banach. Sea (ݔሺ௞ሻ)௞=ଵ∞

 una 

sucesión de Cauchy en ݈௣௪ሺܺሻ. Para cada k א ℕ, sea ݔ௞ = ∞௞=ଵ(ሺ௞ሻݔ)
. Dado � >Ͳ, existe ݇଴ א ℕ tal que para todo ݇′>k൒ ݇଴, tenemos ‖ݔሺ௞ሻ −   ሺ௞′ሻ‖௣௪< �, es decirݔ

 

 �up�א஻೉כ (∑ (௡ሺ௞ሻݔ)�| − � ቀݔ௡ሺ݇′ሻቁ|௣∞௡=ଵ )భ೛< �. 

Luego, para todo ݇′>k൒ ݇଴ y para todo � א כ௑ܤ  entonces, 

(∑ (௡ሺ௞ሻݔ)�| − � ቀݔ௡ሺ݇′ሻቁ|௣∞௡=ଵ )భ೛ < �௣   (***) 

Además, para cada  ݊ א ℕ  tenemos que |�(ݔ௡ሺ௞ሻ) − |(௡ሺ௞′ሻݔ)� <  �   para todo � א  y כ௑ܤ

para todo ݇′>k൒ ݇଴. 

Por el coralario 1.3, tenemos que para todo ݊ א ℕ   
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௡ሺ௞ሻݔ‖ − =‖௡ሺ௞′ሻݔ �up�א஻೉כ �−(ሺ݇ሻ݊ݔ)�| ቀ݊ݔሺ݇′ሻቁ| <  � 
para todo ݇′>k൒ ݇଴. Así , fijando ݊ א ℕ  , tenemos que (ݔሺ௞ሻ)௞=ଵ∞

 es una sucesión de Cauchy en 

X que es completo , donde existe ݔ௡ א ܺ tal que lim௞→∞ ௡ሺ௞ሻݔ = ௡ሻݔ௡ .Veamos que x= ሺݔ א ݈௣௪ሺܺሻ. 
y lim௞→∞ ሺ௞ሻݔ =  .en ݈௣௪ሺܺሻ ݔ
para � א (௡ሺ௞′ሻݔ)�∞→′tenemos lim௞ כ௑ܤ = �ሺݔ௡ሻ  donde por (***) se sigue que  

(௡ሺ௞ሻݔ)�|∑ − �ሺݔ௡ሻ|௣∞
௡=ଵ ൑ �௣ 

 Para todo ݇ ൒ ݇଴, entonces ‖ݔ − ∑ቀכ஻೉א�ሺ௞ሻ‖௣௪= �upݔ (௡ሺ௞ሻݔ)�| − �ሺ݊ݔሻ|௣∞௡=ଵ ቁభ೛ ൑ �  Para todo ݇ ൒݇଴ 
Ahora observe que x=ሺݔ௡ሻ = (௡ሺ௞బሻݔ)  − ሺݔ௡ሺ௞బሻ − ௡ሺ௞బሻݔ௡ሻ y  como ሺݔ − (௡ሺ௞బሻݔ) , ௡ሻݔ א௣௪ሺܺሻ. y ݈௣௪ሺܺሻ es un espacio vectorial sobre �, tenemos que x݈א ݈௣௪ሺܺሻ. Concluimos que lim௞→∞ ሺ௞ሻݔ = ,en ሺ݈௣௪ሺܺሻ ݔ ‖. ‖௣௪)  y que completa la demostración . 

Observación 2.3. Por la observación 2.2 la aplicación id : ሺ݈௣௪ሺܺሻ, ‖. ‖௣ሻ →  ሺ݈௣௪ሺܺሻ, ‖. ‖௣௪)  , 

donde id es una aplicación identidad , esta bien definida y además , para todo ሺݔ௡ሻ א ݈௣ሺܺሻ y � א   tenemos כܺ

 

(∑|�ሺ݊ݔሻ|௣∞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ‖�‖‖ሺ݊ݔሻ‖௣ 

Y por lo tanto, tomando el supremo en relación a todos � א ௡ሻ‖௣௪ݔtenemos que ‖ሺ  כ௑ܤ ൑ ‖ሺݔ௡ሻ‖݌. 
Esto significa que la aplicación inclusión arriba definida es continua. 

Observación 2.4. Sea E un espacio vectorial sobre � y sea P un conjunto dirigido de semi-

normas en E. Supongamos que P separa los puntos de E, esto es , dado ݔ ≠ Ͳ , ݔ א ߙ existe ,ܧ ሻݔሺߙ tal que �א ≠ Ͳ . Sea S={ܤ��:� > Ͳ, ߙ א ��ܤ ݁݀݊݋݀ {� = ݔ} א ;ܧ ሻݔሺߙ  < �}. El conjunto {a 



31 

 

+S} es una base para una topología de Hausdorff en E tal que las operaciones de espacio 

vectorial (x,y)א ܧݔܧ ↦ ݔ + ݕ א ,ߣ) y ܧ ሻݔ א ܧݔ� ↦ ݔߣ א  son continuas. Además, S es una ܧ

base de vecindades de cero en esta topología (formada por conjuntos absolutamente convexos). 

Diremos que un espacio E equipado con esta topología y un espacio vectorial topológico 

localmente convexo o simplemente , es un espacio localmente convexo. Podemos definir  ݈௣ሺܧሻ 
como siendo el conjunto de sucesiones ሺݔ௡ሻ en E tal que ∑ ሻ|௣݊ݔሺߙ| < ∞∞௡=ଵ  para toda ߙ א �. 

Diremos que los elementos de ݈௣ሺܧሻ son las sucesiones p-sumables o absolutamente p-sumables 

es un espacio localmente convexo E. 

    Si E es un espacio normado con dual topológico כܧ , podemos asociar a cada � א -la semi כܧ

norma  ݉� definida por ݉�ሺݔሻ = |�ሺݔሻ| para todo ݔ א ;�݉}=Observe que la familia P . ܧ  � ݔ un conjunto de semi-normas que separa los puntos de E. En efecto, dado  ݏ݁ {כܧא ≠ Ͳ, ݔ א  ,ܧ

por el corolario 1.2, existe � א ሻݔtal que �ሺ כܧ  ≠ Ͳ y por lo tanto, existe ݉� א � tal que ݉�ሺݔሻ  ≠ Ͳ . La topología generada en E por esta familia de semi-normas es la topología débil. 

Vamos denotar por ܧ௪ el espacio normado E equipado con una topología débil. Entonces  ݈௣ሺܧ௪ሻ = ݈௣௪ሺܧሻ 
Pues ሺݔ௡ሻ א  ݈௣ሺܧ௪ሻ si y solamente si ∑ |݉�ሺ݊ݔሻ|௣ < ∞∞௡=ଵ  para toda � א  o que equivale a ,כܧ

decir que ∑ |�ሺ݊ݔሻ|௣ < ∞∞௡=ଵ  para toda � א ௡ሻݔo sea , ሺ כܧ א ℓ௣௪ሺܧሻ. 
    Sea E un espacio normado . Una sucesión ሺݔ௡ሻ ⊂  será dicho incondicionalmente sumable si ܧ

la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge incondicionalmente en E. Mostraremos la proposición 2.2 que si ሺݔ௡ሻ 
es una sucesión incondicionalmente sumable, entonces todas las sucesiones (∑ ሺ௡ሻሻ௞௡=ଵ�ݔ  

converge en E para el mismo limite cuando ߨ recorre el conjunto de permutaciones de ℕ. 

Proposición 2.5. Toda sucesión incondicionalmente sumable en un espacio normado y 

débilmente 1-sumable. 

Demostración . En efecto , sea ሺݔ௡ሻ es una sucesión incondicionalmente sumable en un espacio 

normado E. Mostraremos que ሺݔ௡ሻ א ݈ଵ௪ሺܧሻ. Por hipótesis la serie ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge 

incondicionalmente en E , esto es , ሺ∑ ሺ௡ሻሻ௞௡=ଵ�ݔ ௞ converge para toda permutación ߨ de ℕ. Esto 

implica que para todo � א ∑la sucesión ሺ כܧ �ሺݔ௡ሻ௞௡=ଵ ሻ converge incondicionalmente en � , 
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donde el teorema 2.3 converge absolutamente, esto es, ∑ ‖�ሺݔ௡ሻ‖∞௡=ଵ  converge para todo � ௡ሻݔO sea ሺ .כܧא א ݈ଵ௪ሺܧሻ. 
Es natural preguntarnos que una sucesión débilmente 1-sumable será incondicionalmente 

sumable. El ejemplo a seguir muestra que no siempre esto será verdad. 

Ejemplo 2.4. Considere la sucesión canónica ሺ݁௡ሻ en ܿ଴. Tenemos que ሺ݁௡ሻ א  ݈௣௪ሺܿ଴ሻ. De 

hecho, para todo � א ሺܿ଴ሻכ=݈ଵ, tenemos � = ሺߙ௜ሻ , donde ∑ |�ሺ݁௡ሻ|∞௡=ଵ =∑ |∑ ௜∞௜=ଵߙ ݁௡,௜|∞௡=ଵ =∑ ௡|∞௡=ଵߙ| =‖�‖ < ∞. 
Por otro lado, la serie ∑ ݁௡∞௡=ଵ  diverge pues ‖݁௡‖∞ = ͳ para todo nא ℕ. Por lo tanto ሺ݁௡ሻ no es 

incondicionalmente sumable . 

Además , ∑ ݁௡∞௡=ଵ  también diverge en la topología débil, de lo contrario, existiría un ݏ = ሺߙ௝ሻ ௞ሻݏ଴ tal que �ሺܿא  → �ሺݏሻ para todo � א ሺܿ଴ሻכ, donde ሺݏ௞ሻ es una sucesión de sus sumas 

parciales. En particular, dado ݆ א ℕ, tomando � = ݁௡ א ሺܿ଴ሻכ tenemos  �ሺݏ௞ሻ=1 para todo ݇ ൒ ݆ 
y luego concluimos que ݔ௝ =  �ሺݏሻ = ͳ para todo ݆ א ℕ. Por lo tanto tendríamos que 

(1,1,1,…)=sא ܿ଴, lo que es un absurdo. 

Definición 2.7. diremos que un espacio de Banach X contiene una copia de ܿ଴ si existe un 

homeomorfismo lineal entre ܿ଴ y un subespacio de X. 

     En los ejemplos 2.2 y 2.4 se observa que cualquier espacio de Banach que contenga una copia 

de ܿ଴ existen una serie que converge incondicionalmente mas no absolutamente es una sucesión 

débilmente 1-sumable que tiene una serie fuertemente divergente. El Teorema de Bessaga –

Pelczynski nos garantiza que cuando el espacio de Banach  no contiene una copia de ܿ଴ en toda 

sucesión débilmente 1-sumable será incondicionalmente sumable. 

Lema 2.1. Sean X un espacio de Banach y ሺݔ௡ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ. Entonces existe una constante A>0 tal 

que ∑ |�ሺݔ௡ሻ|∞௡=ଵ ൑ � para toda ‖�‖ܣ א  .כܺ
Demostración. Sea ሺݔ௡ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ y considere (݁௡ሻ la sucesión canónica de ݈ଵ. Definimos para 

todo kא ℕ los operadores  ܵ௞: ܺכ → ݈ଵ  por  ܵ௞ሺ�ሻ = ∑ �ሺݔ௡ሻ௞௡=ଵ ݁௡  para toda � א  Es fácil .כܺ

ver que (ܵ௞ሻ ⊂ ℒሺܺכ, ݈ଵ  ). Como  ሺݔ௡ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ, tenemos que �up௞ ‖ܵ௞ሺ�ሻ‖ଵ.  es finito para todo � א  ,es un espacio de Banach,  por el teorema de Banach-Steinhaus (teorema 1.5) כܺ Como.כܺ
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tenemos que �up௞ ‖ܵ௞‖  es finito. A sí que tomando A=�up௞ ‖ܵ௞‖  , tenemos que ∑ |�ሺݔ௡ሻ|∞௡=ଵ ൑ܣ‖�‖ para toda � א  .כܺ
Teorema 2.6. (Teorema de Bessaga-Pelczynshi) 

Sea X un espacio de Banach . Son equivalentes: 

a) X no contiene una copia de ܿ଴ 
b) Toda sucesión en ݈ଵ௪ሺܺሻ tiene una serie débilmente convergente. 

c) Toda sucesión en ݈ଵ௪ሺܺሻ es incondicionalmente sumable. 

d) Toda sucesión en ݈ଵ௪ሺܺሻ tiene una serie débilmente convergente. 

e) Toda sucesión en ݈ଵ௪ሺܺሻ tiene una serie convergente. 

Demostración . (d)⇒ ሺܿሻ 
Supongamos que  ሺݔ௡ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ y sea una sucesión de escalares ሺߙ௡ሻ ⊂ {−ͳ,ͳ}. Entonces para � א ∑ tenemos que כܺ |�ሺߙ௡ݔ௡ሻ|∞௡=ଵ = ∑ |�ሺݔ௡ሻ|∞௡=ଵ  converge. Luego, ሺߙ௡ݔ௡ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ y por 

hipótesis, ∑ ௡∞௡=ଵݔ௡ߙ  converge. Como la sucesión  ሺߙ௡ሻ ⊂ {−ͳ,ͳ} fue elegido arbitrariamente, 

tenemos por el teorema 2.5 que ሺݔ௡ሻ es incondicionalmente sumable. ሺܿሻ ⇒ ሺܾሻ 
Sea ሺݔ௡ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ. Por hipótesis, ሺݔ௡ሻ es incondicionalmente sumable, donde ∑ ௡∞௡=ଵݔ  converge 

y por lo tanto, ∑ ௡∞௡=ଵݔ  es débilmente convergente. ሺܾሻ ⇒ ሺܽሻ 
Se sigue del hecho que todo espacio de Banach que contiene una copia de ܿ଴ tiene una sucesión 

débilmente 1-sumable que tiene una serie débilmente divergente (ver ejemplo 2.4) ሺܽሻ ⇒ ሺ݀ሻ 
Supongamos que exista en X una sucesión ሺݔ௡ሻ débilmente 1-sumable tal que ∑ ௜∞௜=ଵݔ  diverge. 

Por el criterio de Cauchy, existen �଴ y números naturales ݊௞+ଵ > ݊௞ + ͳ tal que ‖∑ ௜௡ೖ+భ௜=௡ೖ+భݔ  ‖ ൒ �଴ para todo kא ℕ. Consideremos la sucesión ሺݕ௞ሻ tal que ݕ௞ = ∑ ௜௡ೖ+భ௜=௡ೖ+భݔ  para 
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todo kא ℕ. Tenemos entonces que inf௞ ‖௞ݕ‖ = � ൒ �଴ > Ͳ. Además , ሺݕ௞ሻ א  ݈ଵ௪ሺܺሻ. De hecho. 

Si � א אtenemos que si p כܺ ℕ, entonces 

∑|�ሺݕ௞ሻ| = ∑ | ∑ �ሺݔ௜ሻ௡ೖ+భ
௜=௡ೖ+భ | ൑ ∑ ∑ |�ሺݔ௜ሻ|௡ೖ+భ

௜=௡ೖ+భ
௣
௞=ଵ

௣
௞=ଵ

௣
௞=ଵ ൑ ∑|�ሺݔ௜ሻ|௡೛+భ

௜=ଵ ൑∑|�ሺݔ௜ሻ|∞
௜=ଵ  

Y haciendo p→ ∞ tenemos que ∑ |�ሺݕ௞ሻ|∞௞=ଵ  converge pues a ሺݔ௜ሻ y débilmente 1-sumable. 

Consecuentemente ݕ௞ ௪→ Ͳ y, como inf௞ ‖௞ݕ‖ > Ͳ, por el teorema 1.9 , podemos extraer de ሺݕ௞ሻ 
una subsucesión básica ሺݖ௞ሻ es débilmente 1-sumable donde, por el lema 2.1, existe una 

constante A>0 tal que ∑ |�ሺݖ௞ሻ|∞௞=ଵ ൑ � para todo ‖�‖ܣ א :ܶ Sea ሺ݁௞ሻ la sucesión canónica de ܿ଴ y considere .כܺ [௞݁]݊݅ܮ → ̅̅݊�ܮ ̅̅ [௞ݖ] ⊂ ܺ definida por T݁௞ = א௞ para todo kݖ ℕ .Por definición 

>Entonces, por el teorema de Hahn –Banach (corolario 1.3) tenemos  ‖ܶݔ‖ = ‖∑ ௞∞௞=ଵݖ௞ߙ ‖ = �up�אௌ೉כ|�ሺ∑ ௞∞௞=ଵݖ௞ߙ ሻ| = �up�אௌ೉כ|∑ ௞∞௞=ଵݖ௞�ሺߙ ሻ| ൑maxଵ≤௞≤௡|ߙ௞| �up�אௌ೉כ ∑ |�ሺݖ௞ሻ| ൑ ௡௞=ଵܣ maxଵ≤௞≤௡|ߙ௞| =  , ∞‖ݔ‖ܣ

Y esto vale para todo x݊݅ܮ  א[݁௞], donde T es continua. Por lo tanto, tenemos que T es un 

operador lineal continuo y ܮ�݊̅̅ ̅̅  es un espacio de Banach y de allí la proposición 1.5 nos [௞ݖ]

garantiza que existe un operador lineal continuo ܶ̃: ܮ�݊̅̅ ̅̅  [݁௞] → ̅̅݊�ܮ ̅̅  que extiende T. Veamos [௞ݖ]

que ܶ̃−ଵ es continua. En efecto, sea ∑ ௞∞௞=ଵݖ௞ߙ ̅̅݊�ܮ א  ̅̅  ௞ሻ es unaݖentonces como ሺ ,[௞ݖ]

subsucesión básica existe una constante M >0 tal que ‖∑ ௞∞௞=ଵݖ௞ߙ ‖ ൒ ܯ maxଵ≤௞≤௡|ߙ௞|  ௞‖ dondeݖ‖

sigue que ‖∑ ௞∞௞=ଵݖ௞ߙ ‖ ൒ ܯ  maxଵ≤௞≤௡|ߙ௞|min௞ ‖௞ݖ‖ ൒ �ܯ maxଵ≤௞≤௡|ߙ௞|. Observando que 

T(∑ ௞݁௞௡௞=ଵߙ )= ∑ ௞௡௞=ଵݖ௞ߙ  , se sigue que T(∑ ௞݁௞௡௞=ଵߙ ) ൒ ∑‖�ܯ ௞݁௞௡௞=ଵߙ ‖∞. Recordando que  ܶ̃ 

es una extensión continua de T , tomando el limite cuando n → ∞ en la desigualdad anterior 

tenemos que ‖ܶ ̃ሺ∑ ௞݁௞∞௞=ଵߙ ሻ ‖ ൒ ∑‖�ܯ ௞݁௞௡௞=ଵߙ ‖∞  y esto muestra que T es un 

homeomorfismo lineal . Observando que el hecho de que la norma en ܿ଴ del espacio generado 

por la sucesión canonica y el propio ܿ଴, tenemos que X contiene una copia de ܿ଴, y esto 

contradice a nuestra hipótesis. 

Observación 2.5. Sea X un espacio de Banach y K⊂ ݔ Supongamos que para todo .כܺ א ܺ 

entonces ‖ݔ‖ = �up�א௄|�ሺݔሻ|. Si ሺݔ௡ሻ א ݈௣௪ሺܺሻ entonces  
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௡‖௣௪ݔ‖ = �up�א௄ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣∞
௡=ଵ )ଵ௣ 

En efecto por la definición tenemos  

௡‖௣௪ݔ‖ = �up�א௄ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣∞
௡=ଵ )ଵ௣ = �up�א஻೉כ�up௠ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣௠

௡=ଵ )ଵ௣ = �up௠ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣௠
௡=ଵ )ଵ௣ 

Entonces,  ‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪=�up௠ �up�א஻೉כ‖�ሺݔ௡ሻ௡=ଵ௠ ‖௣ 

Por el corolario 1.3 y el ejemplo 1.3, si �ሺݔ௡ሻ௡=ଵ௠ א ݈௣௠ 

‖�ሺݔ௡ሻ௡=ଵ௠ ‖௣ = �up�א஻ሺ೗೛೘ሻߙ|כ[(�ሺݔ௡ሻ)]| = �upሺ�೙ሻא஻ሺ೗೛೘ሻכ ௡ሻ௠ݔ௡�ሺߙ∑|
௡=ଵ | 

Por lo tanto ,  ‖ሺݔ௡ሻ‖௣=  ௪ �up௠ �up�א஻೉כ �upሺ�೙ሻא஻ሺ೗೛೘ሻכ|∑ ௡ሻ௠௡=ଵݔ௡�ሺߙ | =
�up௠ �upሺ�೙ሻא஻ሺ೗೛೘ሻכ �up�א஻೉כ|�ሺ∑ ௡ሻ௠௡=ଵݔ௡ߙ |=�up௠ �up‖∑ ௡௠௡=ଵݔ௡ߙ ‖ሺ�೙ሻא஻ሺ೗೛೘ሻכ =
�up௠ �upሺ�೙ሻא஻ሺ೗೛೘ሻכ�up�א௄|�ሺ∑ ௡ሻ௠௡=ଵݔ௡ߙ | = �up௠ �up�א௄ �upሺ�೙ሻא஻ሺ೗೛೘ሻכ|∑ ௡ሻ௠௡=ଵݔ௡�ሺߙ | = �up௠ ‖�ሺݔ௡ሻ௡=ଵ௠ ‖௣ =
�up�א௄ �up௠ ሺ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣௠௡=ଵ ሻభ೛ =�up�א௄ሺ∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣∞௡=ଵ ሻభ೛ 

Ya vimos que   ݈௣ሺܺሻ ⊂ ݈௣௠ሺܺሻ . La igualdad no vale en general, como muestra el siguiente 

ejemplo: 

Ejemplo 2.5. Sea X= ܿ଴ y ݔ௡ = ଵ௡ ݁௡, para todo n א ℕ. 

Tenemos ݔ௡ = ሺݔ௡,௞ሻ௞=ଵ∞  donde  

௡,௞ݔ = {Ͳ,    ݇ ≠ ݊ͳ݊ , ݇ = ݊  

Donde ‖ݔ௡‖∞ = ଵ௡ para todo n א ℕ , luego ∑ ௡‖∞∞௡=ଵݔ‖  diverge así que ሺݔ௡ሻ ב  ݈ଵሺܿ଴ሻ ܸ݁ܽ݉ݏ݋  
que ሺݔ௡ሻ א ݈ଵ௪ሺܿ଴ሻ . Para esto tenemos que ݈ଵ = ሺܿ଴ሻ כ(ejemplo 1.1.) 
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Luego, para todo � = ሺ�௞ሻ   ଵ tenemos݈ א

∑|�ሺݔ௡ሻ| = ∑ |∑�௞ݔ௡.௞∞
௡=ଵ | =∞

௡=ଵ
∞
௡=ଵ ∑ͳ݊ |�௡|∞

௡=ଵ ൑∑|�௡|∞
௡=ଵ < ∞. 

Además ݈ଵሺܿ଴ሻ ⊊ ݈ଵ௪ሺܿ଴ሻ 
Aun mas, ݈௣ሺܿ଴ሻ ⊊ ݈௣௪ሺܿ଴ሻ parea p>1 . Basta tomar para todo n א ℕ la sucesión ݔ௡ = ଵ√௡೛ ݁௡ y 

usando el mismo argumento utilizado anteriormente , recordando que ݈ଵ ⊊ ݈௣. 
Pero en el ejemplo anterior, tenemos que no siempre ݈௣ሺܺሻ = ݈௣௪ሺܺሻ para un espacio de Banach 

X cualquiera y ͳ ൑ ݌ ൑ ∞. Mostraremos en el capítulo 3 que una condición necesaria y 

suficiente para que esto ocurra es que la dimensión de X es finita. 
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Capítulo 3 

El Teorema de Dvoretzky-

Rogers 

En este capítulo, a menos que se indique explícitamente lo contrario, nuestros espacios serán 

siempre espacios de Banach. A fin de probar el teorema de Dvoretzky-Rogers, definiremos los 

operadores p-sumas, daremos ejemplos de operadores y probaremos algunas caracterizaciones de 

estos operadores así como también el teorema de dominación y factorización de Pietsch. 

Asimismo, probaremos que todo operador p-suma es completamente continuo, es decir toma 

sucesiones débilmente convergente en sucesiones convergentes en la norma. Por fin , 

definiremos los operadores compacto y débilmente compactos, veremos que todo operador p-

suma y débilmente compactos donde concluiremos que la composición de operadores p-suma y 

compacto. . Además , mostraremos que el operador identidad en X será p-suma si, y solamente si 

X tiene dimensión finita. Usando este resultado en conjunto con el teorema de Bessaga-

Pelczynski, probaremos el teorema de Dvoretzky-Rogers. 

 

 

 

 



38 

 

 

3.1 Operadores p-sumantes 

Definición 3.1.  un operador S:ܺ → ܻ es absolutamente p-sumante (o , simplemente, p-sumante) 

si (ܵݔ௡ሻ א ݈௣ሺܻሻ siempre que (ݔ௡ሻ א ݈௣௠ሺܺሻ. 
Denotamos por ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  o espacio de operadores p-sumantes de X en Y 

Si X=ܿ଴ , en el ejemplo 2.5 mostramos que ݈௣ሺܿ଴ሻ ⊊ ݈௣௪ሺܿ଴ሻ por lo tanto el operador identidad id: 

:ܺ → ܺ no es p-sumante. Observe que la dimensión de X es finita .  Mas adelante se probará que 

un operador identidad es p-sumante si y solamente si la dimensión de X es finita. 

Proposición 3.1. Todo operador p-sumante de X en Y es continuo. 

Demostración: En efecto , sea S:ܺ → ܻ un operdador p-sumante y supongamos, por absurdo, que 

S no es continuo, es decir , dado n א ℕ existe ݔ௡ א ܺ, ‖௡ݔ‖ ൑ ͳ tal que ‖ܵݔ௡‖ > ʹ௡. 

Mas ቀ௫೙ଶ೙ቁ א ݈௣ሺܺሻ pues  ∑ ‖௫೙ଶ೙‖௣ ൑ ∑ ଵଶ೙೛ ൑∞௡=ଵ∞௡=ଵ ∑ ଵଶ೙ < ∞∞௡=ଵ , 

Y como ݈௣ሺܺሻ ⊂ ݈௣௠ሺܺሻ tenemos ቀ௫೙ଶ೙ቁ א ݈௣௠ሺܺሻ. 
Por otro lado (Sቀ௫೙ଶ೙ቁሻ = ቀௌ௫೙ଶ೙ ቁ ב ݈௣ሺܻሻ, pues lo contrario 

ௌ௫೙ଶ೙ → Ͳ, cuando n→ ∞ donde existiría ݊଴ א ℕ tal que ‖ௌ௫೙ଶ೙ ‖ < ͳ para todo ݊ ൒ ݊଴ lo que contradice la construcción de (ݔ௡ሻ. Entonces 

S no es p-sumante, lo que contradice la hipótesis. 

Lema 3.1. Para toda Sא ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  la aplicación  ∑ௌ: ݈௣௪ሺܺሻ → ݈௣ሺܻሻ  
௡ሻݔ)        ௡ሻݔܵ )↦
Es lineal y continua. 

Demostración. Sea Sא ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  cualquier . La aplicación ∑ௌ está bien definida pues S es p-

sumante.Es fácil verificar que ∑ௌ es lineal. Asimismo, basta mostrar la continuidad de ∑ௌ. 
Sea ሺݖ௞ሻ௞ ⊂ ݈௣௪ሺܺሻ una sucesión convergente en ݈௣௪ሺܺሻ tal que ∑ௌ ݖ௞ሻ௞ converge ݈௣ሺܻሻ. 
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Sean z= lim௞→∞ ௞ݖ = ௣௪ሺܺሻ e y݈ א lim௞→∞∑ ௌ ∑=௣ሺܻሻ. Mostraremos que y݈  א ௞ݖ ௌ  ௞ donde, por elݖ

teorema del grafico cerrado (teorema 1.7),  ∑ ௌ   es continua. Como z, ݖ௞ א ݈௣௪ሺܺሻ para todo kאℕ entonces z=ሺݖ௡ሻ y ݖ௞ = ሺݖ௡௞ሻ௡ para todo kא ℕ. luego , dado � > Ͳ existe ݇଴ א ℕ tal que si 

k൒ ݇଴ tenemos ‖ݖ௞ − ௣௪‖ݖ < � . Dado � א אpara todo n ,כ௑ܤ ℕ tenemos  

|�ሺݖ௡௞ − |௡ሻݖ ൑ (∑|�ሺݖ௡௞ − ∞௡ሻ|௣ݖ
௡=ଵ )ଵ/௣ 

Y tomando el supremo cuando � א   tenemos כ௑ܤ

�up�א஻೉כ |�ሺݖ௡௞ − |௡ሻݖ ൑ ௞ݖ‖ −  .௣௪‖ݖ
Además , para cualquier nא ℕ fijado , por el corolario 1.3, obtenemos  ‖ݖ௡௞ − ‖௡ݖ ൑ ௞ݖ‖ − ௣௪‖ݖ < � 
Para todo k൒ ݇଴. Esto es , fijando nא ℕ tenemos lim௞→∞ ௡௞ݖ  ௡ en X, y como S es continua, puesݖ=

si p-sumante, lim௞→∞ܵ ௡௞ݖ א௡  en Y para todo  nݖܵ= ℕ. Ahora como yא ݈௣ሺܻሻ , tenemos y=ሺݕ௡ሻ. 
Entonces, dado � > Ͳ, existe ݇ଵ א ℕ tal que cualquier que sea k൒ ݇ଵ tenemos que ‖∑ ௌ ௞ݖ − ௣‖ݕ = ‖ሺܵ ௡௞ሻ௡ݖ − ሺݕ௡ሻ௡‖௣ < �. Mas ‖. ‖௣௪ ൑ ‖. ‖௣ en ݈௣ሺܻሻ, donde para todo k൒݇ଵ tenemos ‖ሺܵ ௡௞ሻ௡ݖ − ሺݕ௡ሻ௡‖ ௣௪ <  �. Usando el mismo argumento usando para mostrar que lim௞→∞ ௡௞ݖ ܵ∞→௡  en X, obtenemos que lim௞ݖ= ௡௞ݖ א௡ en Y para todo nݕ= ℕ . de la unicidad de 

limites ܵݖ௡ = א௡ para todo nݕ ℕ y por lo tanto y=(ݕ௡ሻ = ሺܵݖ௡ሻ  =∑ݖௌ . 

Proposición 3.2. Un operador S:ܺ → ܻ es p-sumante si y solamente si existe ߩ ൒ Ͳ tal que para 

todo conjunto finito {ݔଵ,….. ݔ௡} ⊂ ܺ vale la desigualdad  

 

௜‖௣௞ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )ଵ/௣ ൑ ߩ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣                     ሺכሻ 
En este caso, ‖∑ௌ‖ es menor ߩ ൒ Ͳ que satisface (*) 
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Demostración. Por el lema 3.1, ∑ ௌ es lineal y continua, y por lo tanto ‖ሺܵݔ௡ሻ‖௣ ൑‖∑ ௌ‖‖ሺݔ௡ሻ‖௣௪ si ሺݔ௡ሻ א  ݈௣௪ሺܺሻ. Consecuentemente, dado cualquier subconjunto finito 

{௡ݔ ..…,ଵݔ} ⊂ ܺ , definido x=ሺ�௡ሻ donde  

�௡ = ,௡ݔ} ݊ = ͳ,… . , ݇Ͳ,       ݊ > ݇  

Tenemos que  ሺ�௡ሻ א  ݈௣௪ሺܺሻ además  

 

௜‖௣௞ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )ଵ/௣ ൑ ‖∑ ௌ‖ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣                   ሺͳሻ 
Donde satisface (*) 

Recíprocamente, supongamos que existe ߩ ൒ Ͳ tal que para todo conjunto finito 

௡ሻݔvale la desigualdad (*). Sea ሺ ܺ ݁݀ {௡ݔ ..…,ଵݔ} א  ݈௣௪ሺܺሻ. Tenemos que 

௜‖௣௞ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )ଵ/௣

= �up௞ ௜‖௣௞ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )

൑ up௞�ߩ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞
௜=ଵ )ଵ௣

ߩ = �up�א஻೉כ�up௞ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞
௜=ଵ )ଵ௣ ߩ    = �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣∞

௜=ଵ )ଵ௣ =                  

Donde sigue que  ‖ሺܵݔ௜ሻ‖௣ ൑ ௜ሻ‖௣௪ݔሺ‖ߩ < ∞ pues ሺݔ௡ሻ א  ݈௣௪ሺܺሻ .Entonces por la definición 3.1 

tenemos que S es p-sumante. 
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Por (1), ‖∑ ௌ‖ א ߩ } ൒ Ͳ; ∑‖ ሻ} , luegoכሺ ݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ ߩ ௌ‖ ൒ inf { ߩ ൒ Ͳ;  .{ሻכሺ ݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ ߩ
Por otro lado, si ݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ ߩ (*), tenemos ‖ሺܵݔ௜ሻ‖௣ ൑ ௡ሻݔ௜ሻ‖௣௪ para todo ሺݔሺ‖ߩ א  ݈௣௪ሺܺሻ donde ‖∑ ௌ‖ ൑ ∑‖  y por lo tanto ߩ ௌ‖ ൑ inf { ߩ ൒ Ͳ;  .{ሻכሺ ݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ ߩ
Se sigue que ‖∑ ௌ‖ = inf { ߩ ൒ Ͳ;   .{ሻכሺ ݂݁ܿܽݏ݅ݐܽݏ ߩ
Iremos denotar el número ‖∑ ௌ‖ por ∏ ௣ሺܵሻ. Además la  desigualdad (*) puede ser escrita 

del siguiente modo: 

௜‖௣௞ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )ଵ/௣ ൑∏ ௣ሺܵሻ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣                  
Donde {ݔଵ,….. ݔ௡}  ⊂ ܺ es un subconjunto finito de X. 

Observacion 3.1. ‖ܵ‖ = ∏ ௣ሺܵሻ.  
Ejemplo 3.1. Sean K un espacio de Hausdorff compacto, ߤ una medida de Borel regular sobre K 

y ͳ ൑ ݌ < ∞. Para cada  � א :�ܯ  ”ሻ podemos definir un “operador multiplicaciónߤ)௣ܮ ሻܭሺܥ ሺ݂ሻ�ܯ  ሻ definido porߤ)௣ܮ → = ݂� tal que ܯ� es un operador p-sumante y ∏ ௣ሺܯ�ሻ = ‖�‖௣. 

En efecto: 

Es claro que ܯ� es lineal. Definimos para cada  wא ሻܭሺܥ :y la aplicación �௪ ܭ → ℂ tal que �௪ሺ݂ሻ = ݂ሺݓሻ.  Entonces �௪ está bien definida .Además es claro que es lineal y como wא  ,ܭ

tenemos |�௪ሺ݂ሻ| = |݂ሺݓሻ| ൑ �up௫א௄|݂ሺݔሻ| =‖݂‖௄ . Esto implica la continuidad de  �௪. 

Además, tenemos que �௪ א אpara todo w כሻܭሺܥ Sea D={�௪. ܭ ∶ א ݓ {ܭ ⊂ ,y ଵ݂ כሻܭሺܥ  …… . ௠݂ א ሻ. Observe que ‖݂‖௄ܭሺܥ  = �up௪א௄|�௪ሺ݂ሻ| = �up�א௄|�ሺ݂ሻ| y ,por la observación 2.5 , 

tenemos  

‖ሺ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣௪ = �up�א஽(∑|�ሺ ௜݂ሻ|௣௠
௜=ଵ )ଵ௣ = �up�א௄ (∑|�௪ሺ ௜݂ሻ|௣௠

௜=ଵ )ଵ௣ = �up�א௄ (∑| ௜݂ሺݓሻ|௣௠
௜=ଵ )ଵ௣ 

De ahí  
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�ܯ‖∑) ௜݂‖௣௣௠
௜=ଵ )ଵ௣ = (∑∫ | ௜݂�|௣௄

௠
௜=ଵ ଵ௣(ݑ݀ ൑ [∫ |�|௣ሺ�up௪א௄௄ ∑| ௜݂ሺݓሻ|௣௠

௜=ଵ ሻ݀ݑ]ଵ௣
= �up௪א௄ (∑| ௜݂ሺݓሻ|௣௠

௜=ଵ )ଵ௣ ሺ∫ |�|௣݀ݑሻ௄
ଵ௣ = ‖ሺ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣௪‖�‖௣

= ‖�‖௣ �up�א஻�ሺ�ሻכ (∑|�ሺ ௜݂ሻ|௣௠
௜=ଵ )ଵ௣ 

Por la proposición anterior, tenemos que ܯ� es p-sumante y ∏ ௣ሺܯ�ሻ ൑ ‖�‖௣. Por  otro lado, 

por la observación 3.1 ∏ ௣ሺܯ�ሻ ൒ ∏  ௣ y sigue de allí que‖�ܯ‖ ௣ሺܯ�ሻ ൒ ͳ‖௣�ܯ‖ =‖�‖௣. Por lo tanto , ܯ� es p-sumante y ∏ ௣ሺܯ�ሻ = ‖�‖௣. 

Ejemplo 3.2. Sean K y ߤ con las condiciones del ejemplo anterior. Sea ͳ ൑ ݌ < ∞. El operador 

inclusión ܬ௣: ሻܭሺܥ → � ሻ es p-sumante .En efecto, tomando � en el ejemplo 3.1, tenemos queߤ௣ሺܮ א ଵܯ ሻyߤ௣ሺܮ = ∏ ௣. Además tenemosܬ ௣(ܬ௣) = ሺߤሺܭሻሻଵ/௣ 

Proposición 3.3. Para todo ͳ ൑ ݌ < ∞ tenemos 

a) Si ܶ א ℒሺܺ, ܻሻݕ ܵ א ∏ ௣ሺܻ, ܼሻ entonces ܵܶ א ∏ ௣ሺܺ, ܼሻ donde ܵܶ =  .ܶ݋ܵ
b) Si ܴ א ℒሺܻ, ܼሻݕ ܵ א ∏ ௣ሺܺ, ܻሻ entonces ܴܵ א ∏ ௣ሺܺ, ܼሻ donde ܴܵ =  .ܵ݋ܴ

Demostración a) Si T≡ Ͳ , entonces es afirmativa se verifica trivialmente, Supongamos 

que ܶ ≠ Ͳ. Sea {ݔଵ,….. ݔ௞} ⊂ ܺ un subconjunto finito. Entonces {ܶݔଵ,….. ܶݔ௞} ⊂ ܻ es 

un subconjunto finito de Y es por la proposición 3.2, como S es p-sumante, existe ߩ ൒ Ͳ 

tal que  

(∑‖ܵܶሺݔ௡ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ߩ �up�א஻ೊכ (∑|�ሺܶݔ௡ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣.   
Mas por la definición 1.9, �ሺܶݔ௡ሻ =  ௡ሻ, dondeݔሺ�ሻሺכܶ

(∑‖ܵܶሺݔ௡ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ߩ �up�א஻ೊכ ௡ሻ|௣௞ݔሺ�ሻሺכܶ|∑)

௜=ଵ )ଵ௣ = כ஻ೊא�up� ‖כܶ‖ߩ (∑| ‖כܶ‖כܶ ሺ�ሻሺݔ௡ሻ|௣௞
௜=ଵ )ଵ௣   
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Como 
‖כ்‖ሺ�ሻכ் א  ‖‖כ்‖ሺ�ሻכ்‖ y כܺ ൑ ͳ si � א  tenemos que ,כ௒ܤ

‖כ்‖ሺ�ሻכ் א � si כ௒ܤ א  De allí , כ௒ܤ

 �up�א஻ೊכ (∑| ‖כܶ‖כܶ ሺ�ሻሺݔ௡ሻ|௣௞
௜=ଵ )ଵ௣ ൑   �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  
Y por lo tanto (∑ ‖ܵܶሺݔ௡ሻ‖௣௞௡=ଵ )భ೛ ൑ ߩଵ �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ௡ሻ|௣௞௜=ଵ )భ೛  

Donde ߩଵ = א Donde se sigue de la proposición 3.2 que ST .‖כܶ‖ߩ ∏ ሺܺ, ܼሻ.௣  

Demostración parte b) Sean {ݔଵ,….. ݔ௞} ⊂ ܺ un subconjunto finito. Luego  

{௞ݔܵ ..…,ଵݔܵ} ⊂ ܻ es finito. Como ܴ א ℒ(Y,Z) tenemos que  

 

(∑‖ܴܵሺݔ௡ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ‖ܴ‖(∑‖ܵሺݔ௡ሻ‖௣௞

௡=ଵ )ଵ௣ 

Como S es p-sumante, por la proposición 3.2, existe ߩ ൒ Ͳ tal que  

 

(∑‖ܵሺݔ௡ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ߩ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  
Donde sigue que  

 

(∑‖ܴܵሺݔ௡ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ߩ‖ܴ‖ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௡ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  
Luego, por la proposición 3.2 tenemos que RS א ∏ ሺܺ, ܼሻ.௣  

Proposición 3.4. Para todo ͳ ൑ ݌ < ∞ tenemos: 

a) (∏ ሺܺ, ܻሻ,௣ ∏ ሺ. ሻ௣  Es un espacio de Banach. 

b) Si S א ∏ ሺܧ, ሻ௣ܨ  , ܴ א ℒሺܨ, ܻሻ א ܶ ݕ ℒሺܺ, אሻ entonces RSTܧ ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . Además,  ∏ ሺܴܵܶሻ ൑ ‖ܴ‖∏ ሺܵሻ‖ܶ‖௣௣ . 
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Demostración a) Es fácil verificar que ∏ ሺ. ሻ௣  Es una norma en ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . Veamos que 

(∏ ሺܺ, ܻሻ,௣ ∏ ሺ. ሻ௣ ) es completo . En efecto sea (ܵ௡)⊂ ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  una sucesión de Cauchy, esto es 

, dado � > Ͳ, existe ݊଴ א ℕ tal que si n, m ൒ ݊଴ entonces  

∏ ሺܵ௡ − ܵ௠ሻ௣ <  �            ሺͳሻ 
Como ‖ܵ௡ − ܵ௠‖ ൑ ∏ ሺܵ௡ − ܵ௠ሻ௣  si n, mא ℕ , tenemos que (ܵ௡ሻ es una sucesión de cauchy en ℒሺܺ, ܻሻ , que es completo , pues Y es un espacio de Banach y, por lo tanto, existe Sא  ℒሺܺ, ܻሻ tal 

que ‖ܵ௡ − ܵ‖ → Ͳ ܿ݋݀݊ܽݑ ݊ → ∞ . Como ܵ௡ − ܵ௠  es p-sumante para todo n, m א ℕ, dado 

cualquier {ݔଵ,….. ݔ௞} ⊂ ܺ finito tenemos que  

 

(∑ ‖ܵ௡ݔ௜ − ܵ௠ݔ௜‖௣௞௜=ଵ ሻଵ/௣ ൑ ∏ ሺܵ௡ − ܵ௠ሻ௣ �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ௜ሻ|௣௞௜=ଵ )భ೛  
 

Luego , para todos n, m൒ ݊଴, usando (1) obtenemos que 

 

(∑ ‖ܵ௡ݔ௜ − ܵ௠ݔ௜‖௣௞௜=ଵ ሻଵ/௣ < � �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ௜ሻ|௣௞௜=ଵ )భ೛  
Mas ‖ܵ௡ − ܵ‖ → Ͳ , donde ܵ௡ሺݔሻ  → ܵሺݔሻ para todo xא ݊ ݋݀݊ܽݑܿ ܺ → ∞ , luego, para ͳ ൑ ݅ ൑݇ tenemos que ܵ௡ሺݔ௜ሻ  → ܵሺݔ௜ሻ cuando ݊ → ∞. Manteniendo m൒ ݊଴  fijo y cuando ݊ → ∞  a la 

desigualdad mencionada  , tenemos 

(∑ ‖ܵ௡ݔ௜ − ܵ௠ݔ௜‖௣௞௜=ଵ ሻଵ/௣ ൑ � �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ௜ሻ|௣௞௜=ଵ )భ೛  
Y por la proposición 3.2 tenemos ܵ௠-Sא  ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  y ∏ ሺܵ௠ − ܵሻ ൑ �௣  para todo m൒ ݊଴. Sigue 

de allí que Sא  ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  y lim௠→∞ ܵ௠ = ܵ en ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  . Por lo tanto probamos (a). 
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(b) Como consecuencia directa de la proposición 3.3 tenemos que RST א  ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . Por lo tanto  

nos resta verificar que א  ∏ ሺܴܵܶሻ௣ ൑ ‖ܴ‖∏ ሺܵሻ‖ܶ‖௣ . Si T ≡ Ͳ, la desigualdad es trivialmente 

satisface. Supongamos entonces T≠ Ͳ. Sea {ݔଵ,….. ݔ௞} ⊂ ܺ finito. Tenemos que ܴ א ℒሺܨ, ܻሻ, 
Donde  

(∑‖ܴܵܶሺݔூሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑ ‖ܴ‖(∑‖ܵܶሺݔூሻ‖௣௞

௡=ଵ )ଵ௣ 

Como S א  ∏ ሺܧ, ሻ௣ܨ  ,entonces  

(∑‖ܴܵሺݔ௜ሻ‖௣௞
௜=ଵ )ଵ௣ ൑∏ ሺܵሻ௣ �up�א஻೉כ (∑|�ሺܶݔ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  . 
Mas �ሺܶݔ௜ሻ = ‖כܶ‖ ௜ሻ para todo i=1,2,3,…,k y de allí , comoݔሺ�ሻሺכܶ = ‖ܶ‖, obtenemos como 

una demostración de la proposición 3.3, la desigualdad 

 

(∑‖ܵܶሺݔ௜ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑∏ ሺܵሻ௣ ‖ܶ‖ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  . 
  ݁݀݊݋݀

 

(∑‖ܴܵܶሺݔ௜ሻ‖௣௞
௡=ଵ )ଵ௣ ൑∏ ሺܵሻ௣ ‖ܶ‖‖ܴ‖ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  . 
 

 Y , por lo tanto, por la definición de ∏ ሺܴܵܶሻ௣  , Tenemos ∏ ሺܴܵܶሻ௣ ൑ ‖ܴ‖∏ ሺܵሻ‖ܶ‖௣  

Proposición 3.5. Si ͳ ൑ ݌ < ∞, entonces ∏ ሺܺ, ܻሻ ⊂ ∏ ሺܺ, ܻሻ௣௣  y ∏ ሺ. ሻ ൑௤ ∏ ሺ. ሻ௣  en ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . 
Demostración. Sea rݎ > Ͳ ݁ݑݍ ݈ܽݐ ଵ௥ + ଵ௤ = ଵ௣. 
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Observe que 
ଵ௥ + ଵ௤ = ଵ௣ si y solo si 

௣௤௥ +p=q si y solo si 
ଵ௥/௣ + ଵ௤/௣ = ͳ. Sean Sא ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  y 

{௞ݔ ..…,ଵݔ} ⊂ ܺ un subconjunto finito.  Definimos ߣ௜=‖ܵݔ௜‖೜ೝ para todo ݅ = ͳ,ʹ,… , ݇ tenemos  

௜‖௤௞ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )ଵ௣ = ௜‖௣௤௥ݔܵ‖∑) +௣௞

௜=ଵ )ଵ௣
= ௜‖௣௤௥௞ݔܵ‖௜‖௣ݔܵ‖∑)

௜=ଵ )ଵ௣ = ௣௞݅ߣ௜‖௣ݔܵ‖∑)
௜=ଵ )ଵ௣ = (∑‖ܵሺݔ݅ߣ௜ሻ‖௣௞

௜=ଵ )ଵ௣ 

Como S es p-sumante  

(∑‖ܵሺݔ݅ߣ௜ሻ‖௣௞
௜=ଵ )ଵ௣൑∏ ሺܵሻ௣ �up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ݅ߣ௜ሻ|௣௞

௜=ଵ )ଵ௣  . 
 

Luego (∑ ௜‖௤௞௜=ଵݔܵ‖ )భ೛൑ ∏ ሺܵሻ௣ �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ݅ߣ௜ሻ|௣௞௜=ଵ )భ೛ .      ሺͳሻ 
 

Tomando � א  y usando la desigualdad  de Holder( proposición 1.1) para los exponentes כ௑ܤ
௥௣ , ௤௣ 

tenemos que  

∑ ௜ሻ|௣௞ݔ௣|�ሺ݅ߣ
௜=ଵ ൑ ሺ∑ ௥௞݅ߣ

௜=ଵ ሻ௣/௥ሺ∑|�ሺݔ௜ሻ|௤௞
௜=ଵ ሻ௣/௥ 

Además (∑ |�ሺݔ݅ߣ௜ሻ|௣௞௜=ଵ )భ೛ ൑ ሺ∑ ௥௞௜=ଵ݅ߣ ሻଵ/௥ሺ∑ |�ሺݔ௜ሻ|௤௞௜=ଵ ሻଵ/௤ 

Y tomando el supremo cuando � א  en esta desigualdad, obtenemos כ௑ܤ

�up�א஻೉כ (∑|�ሺݔ݅ߣ௜ሻ|௣௞
௜=ଵ )ଵ௣ ൑ ሺ∑ ௥௞݅ߣ

௜=ଵ ሻଵ/௥ �up�א஻೉כሺ∑|�ሺݔ௜ሻ|௤௞
௜=ଵ ሻଵ/௤ 

 

De (1) tenemos entonces (∑ ௜‖௤௞௜=ଵݔܵ‖ )భ೛൑ ∏ ሺܵሻ(∑ ௜‖௤௞௜=ଵݔܵ‖ )భೝ௣ �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ௜ሻ|௤௞௜=ଵ )భ೜ . 
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Donde (∑ ௜‖௤௞௜=ଵݔܵ‖ )భ೛൑ ∏ ሺܵሻ௣ �up�א஻೉כ(∑ |�ሺݔ௜ሻ|௤௞௜=ଵ )భ೜ . 
 Y por la proposición 3.2 esto nos dice que Sא  ∏ ሺܺ, ܻሻ௤  y   ∏ ሺܵሻ௤ ൑ ∏ ሺܵሻ௣ . Como S es 

tomado arbitrariamente en  ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ , tenemos que  ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ ⊂ ∏ ሺܺ, ܻሻ௤  y  ∏ ሺܵሻ௤ ൑ ∏ ሺܵሻ௣  

para todo Sא  ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . 

Observación 3.2. la proposición anterior también nos menciona que la inclusión  

݅݀: ሺ ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ ,∏ ሺ. ሻሻ → ሺ௣ ∏ ሺܺ,ܻሻ௤ ,∏ ሺ. ሻ௤ ሻ 
 Es continua. 

Ejemplo 3.3. Sea (X, �, ሺܺሻߤ ሻ un espacio de medida tal queߤ = ͳ (0 sea un espacio de 

mediada de probabilidad). Dado ͳ ൑ ݌ < ∞,cada � א  ሻ induce un “operadorߤ௣ሺܮ

multiplicación” . ܮ :�ܯ∞ሺߤሻ →   ሻߤ௣ሺܮ
       ݂ ↦ ݂� 

Tal que ݌ ݏ݁ �ܯ − ∏ y ݁ݐ݊ܽ݉ݑݏ ௣(�ܯ) = ‖�‖௣ . En efecto: 

Sean ଵ݂ , … , ௠݂ א  tal queכ݌ ሻ y tomamosߤሺ∞ܮ
ଵ௣ + ଵ௣1=כ  si p>1  ( o כ݌ = ݌ ݅ݏ ∞ = ͳሻ. 

Definimos ݑ: ℓ௣כ௠ → ሻݔሺݑ ሻ tal queߤሺ∞ܮ = ௫ݑ = ∑ ௜ݔ ௜݂௠௜=ଵ  para todo x=ሺݔ௜ሻ௜=ଵ∞ א ℓ௣כ௠  , donde ℓ௣כ௠  

esta definido en el ejemplo 1.3. Veamos fácilmente que u es lineal. Sean ܤ ௣כ = ೘כℓ೛ܤ = ೘כሺℓ೛ܤ ሻכ y 

E=ܮ∞ሺߤሻ. Para todo Tא tenemos ሺܶ , כா ܤ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ א ℓ௣௠ y en este caso , usando el corolario 1.3, 

tenemos ‖ሺܶ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣= �up௫̃א஻ ೛ݔ̃|כሺሺܶ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ |= �upሺ௫೔ሻ೔=భ೘ ∑|כ஻ ೛א ௜ܶݔ ௜݂௠௜=ଵ | = �up௫א஻ ೛כ|ܶሺݑሺݔሻሻ|. 
De allí, tomando un supremo cuando Tא ሺܶ‖כ஻ ೛אup௫̃� .כா ܤ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣ = �upTא஻ �כ �up௫א஻ ೛כ|ܶሺݑሺݔሻሻ| = �up௫א஻ ೛כ �upTא஻ �כ|ܶሺݑሺݔሻሻ| = �up௫א஻ ೛ݑ‖כሺݔሻ‖∞ 
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Por otro lado ,  �upTא஻ �כ‖ሺܶ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣ = �upTא஻ �כሺ∑ |ܶ ௜݂|௣௠௜=ଵ ሻଵ/௣ = ‖ሺ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣௪. Luego  

=‖ݑ‖ �up௫א஻ ೛ݑ‖כሺݔሻ‖∞ = ‖ሺ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣௪.   (*) 

Fijemos x=ሺݔ௜ሻ௜=ଵ∞ א y sea (ܿ௡ሻ una sucesión de números reales tal que ܿ௡ כ௣ ܤ ൒ ሻ‖∞ y ܿ௡ݔሺݑ‖ → ሻݔሻ‖∞. Considere ௡ܰሺݔሺݑ‖ = ݒ} א ܺ; ሻݒ௫ሺݑ > ܿ௡} para todo nא ℕ. es fácil verificar que 

௡ܰሺݔሻ א )ߤ ݕ � ௡ܰሺݔሻ) = Ͳ  para todo nא ℕ .Sea ௫ܰ = ⋃ ௡ܰሺݔሻ∞௡=ଵ . Tenemos ௡ܰሺݔሻ א � y ߤሺ ௫ܰሻ = Ͳ .Ademas , para todo ݒ א ܺ |ሻݒ௫ሺݑ| ௫ܰ tenemos ך ൑  ,௫‖∞ , por lo contrarioݑ‖

existiría ݊଴ א ℕ tal que ‖ݑ௫‖∞ ൑ ܿ௡బ < ݒ ሻ|, donde tendríamosݒ௫ሺݑ| א ௡ܰబሺݔሻ ⊂ ௫ܰ, o que no 

puede ocurrir. Como ℓ௣כ௠  es un espacio separable, pues es homeomorfo a �௠, podemos 

considerar un conjunto ܦ ⊂ ⋃=Sea N . כ௣ܤ ௫ܰ௫א஽  . Tenemos que Nא  � y ߤሺܰሻ = Ͳ. Además 

vale |ݑ௫ሺݒሻ| ൑ ݒ ௫‖∞ para todoݑ‖ א ܺ אN  y x ך ܦ̅ ሻ. Así , porככሺ  ܦ =  ,(*) y  (**) , כ௣ܤ

tenemos  

�up௩א௑ך N(∑| ௜݂ሺݒሻ|௣௠
௜=ଵ )ଵ/௣ = �up௩א௑ך N‖ሺ ௜݂ሺݒሻሻ௜=ଵ௠ ‖௣

= �up௩א௑ך N �up௫א஻೛כ )ሺݔ| ௜݂ሺݒሻ)௜=ଵ௠ ሻ| = �up௩א௑ך N �up௫א஻೛ݑ|כ௫ሺݒሻ| = �up௩א௑ך N�up௫א஽|ݑ௫ሺݒሻ| = �up௫א஽ �up௩א௑ך N|ݑ௫ሺݒሻ| ൑ �up௫א஽‖ݑ௫‖∞
= �up௫א஻೛ݑ‖כ௫‖∞ = ‖ሺ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣௪ 

Por lo tanto  

ሺ�ܯ‖∑) ௜݂ሻ‖௣௣௠
௜=ଵ )ଵ/௣ = (∑∫ | ௜݂�|௣݀ݑ௑

௠
௜=ଵ )ଵ/௣ = (∫ ∑| ௜݂�|௣݀ݑ௠

௜=ଵ௑ך N )ଵ/௣
൑ [∫ |�|௣ሺ �up௩א௑ך N∑| ௜݂ሺݒሻ|௣ሻ݀ݑ௠

௜=ଵ௑ך N ]ଵ௣ = [ሺ �up௩א௑ך N∑| ௜݂ሺݒሻ|௣ሻ௠
௜=ଵ ]ଵ௣ [∫ |�|௣݀ݑ௑ך N ]ଵ௣

= [ሺ �up௩א௑ך N∑| ௜݂ሺݒሻ|௣ሻ௠
௜=ଵ ]ଵ௣ ‖�‖௣ ൑ ‖�‖௣‖ሺ ௜݂ሻ௜=ଵ௠ ‖௣௪ 

Acabamos de mostrar que para ଵ݂, …… ௠݂ א   ሻ tenemosߤሺ∞ܮ
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ሺ�ܯ‖∑) ௜݂ሻ‖௣௣௠
௜=ଵ )ଵ/௣ ൑ ‖�‖௣�up(∑|ܶ ௜݂|௣௠

௜=ଵ )ଵ/௣ כ�஻א்.
 

Luego, ܯ� es p-sumante y ∏ ሺܯ�ሻ ൑௣ ‖�‖௣. Mas, por otro lado ∏ ሺܯ�ሻ ൒ ௣‖�ܯ‖  donde se 

sigue que ∏ (�ܯ) =௣ ‖�‖௣. 

Ejemplo 3.4. Las condiciones del ejemplo anterior, el operador inclusión ܫ௣: ܮ∞ሺߤሻ →  ሻ  esߤ௣ሺܮ

p-sumante. En efecto, tomando � = ͳ en el ejemplo 3.3, tenemos que � א ଵܯ ሻ   yߤ௣ሺܮ =  .௣ܫ

Además, tenemos ∏ (௣ܫ) = ͳ.௣  

Teorema 3.1. (Teorema de dominación de Pietsch) 

Sea ͳ ൑ ݌ ൑ ∞. Tenemos que un operador ܵ: ܺ → ܻ es p-sumante si y solamente si existen una 

medida de probabilidad ߤ sobre ܤ௑כ es una constante ߩ ൒ Ͳ tal que para todo xא ܺ  , tenemos  

‖ݔܵ‖ ൑ ߩ  ቌ∫ |ܽሺݔሻ|௣݀஻೉כ ሺܽሻቍଵ௣ߤ .     ሺכሻ 
En este caso, ∏ ሺܵሻ௣  es el menor ߩ ൒ Ͳ que satisface (*). 

Definición 3.2. Una función ݂: ܺ → ܻ es dicho completamente continua si lleva sucesiones 

débilmente convergente en sucesiones convergentes con norma. 

Denotamos por ࣰሺܺ, ܻሻ  el espacio de aplicaciones ܶ: ܺ → ܻ que son lineales y completamente 

continuas. 

Observación 3.3. Observe que ࣰሺܺ, ܻሻ ⊂ ℒሺܺ, ܻሻ.  Basta recordar que la topología débil es 

menos fina que la topología de la norma y ܶ: ܺ → ܻ es continua si ܶሺݔ௡ሻ → ܶሺݔሻ siempre que ݔ௡ →  .ݔ

Proposición 3.6. Sea ͳ ൑ ݌ ൑ ∞. Entonces ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ ⊂  ࣰሺܺ, ܻሻ. 
Demostración . Sea ܵ א ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . Por el teorema de dominación de Pietsch, teorema 3.1, 

existen ߩ ൒ Ͳ es una medida de probabilidad ߤ sobre ܤ௑כ tal que para todo xא ܺ   tenemos  



50 

 

‖ݔܵ‖ ൑ ߩ  ቌ∫ |ܽሺݔሻ|௣݀஻೉כ ሺܽሻቍଵ௣ߤ .     ሺכሻ 
Sea (ݔ௡)⊂  ܺ tal que ݔ௡ ௪→Ͳ. Mostraremos que ‖ܵݔ௡‖ ⟶ Ͳ , ݊ ݋݀݊ܽݑܿ ⟶ ∞. Para cada ݊ א ℕ 

definimos ݔ௡̃: ܤ௑כ → �  tal que ݔ௡̃ሺ�ሻ = �ሺݔ௡ሻ. Recordemos que estamos considerando ܤ௑כ 
tiene la topología débil-estrella. Dado ሺ��ሻ�אூ ⊂ �� tal que כ௑ܤ ௪א �  →כ ௡̃ሺ��ሻݔ es claro que כ௑ܤ ⟶ א ௡̃ݔ ௡̃ሺ�ሻ, tenemos queݔ ݊ ሻ para todoכ௑ܤሺܥ א ℕ. Además, fijado � א ௡ݔ como ,כ௑ܤ ௪→Ͳ , tenemos ݔ௡̃ሺ�ሻ =  �ሺݔ௡ሻ ⟶ �ሺͲሻ = Ͳ cuando ݊ ⟶ ∞, luego (ݔ௡̃ሻ converge 

puntualmente a cero en ܥሺܤ௑כሻ. Por otro lado, como ݔ௡ ௪→Ͳ , entonces { �ሺݔ௡ሻ;  ݊ א ℕ} es 

limitado para toda � א ;௡ݔ} ,y , por el teorema 1.6 כܺ  ݊ א ℕ} es limitado la norma. Así , existe 

M>0 tal que dada � א tenemos  Ͳ ,כ௑ܤ ൑ |�ሺݔ௡ሻ|௣ ൑ ‖�‖௣‖ݔ௡‖௣ ൑ ௡‖௣ݔ‖ ൑ �up௡ ௡‖௣ݔ‖ =  ܯ

Y como ׬ כ஻೉݀ܯ ߤ = ሻכ௑ܤሺߤܯ =  ,ܯ
Tenemos que M א ௡̃|௣ሻݔ|ሻ. Entonces ሺߤଵሺܮ ⊂  ሻ es una sucesión de funciones mediblesכ௑ܤሺܥ   

en ܤ௑כ tal que |ݔ௡̃|௣ ௪כ→  Ͳ  y existe M א ௡௣̃ሺ�ሻݔ ሻ tal queߤଵሺܮ ൑ א � para todo ܯ ݊ y para todo כ௑ܤ א ℕ. Luego, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue (teorema 1.18) 

lim௡ ∫ כ௡̃ሺ�ሻ|௣݀஻೉ݔ| ߤ = Ͳ. 
De allí, por (*) tenemos que lim௡ ‖௡ݔܵ‖ = Ͳ y, por lo tanto que  ܵ א ࣰሺܺ, ܻሻ. 
Iremos ahora a probar el teorema de factorización de Pietsch, que nos dice que podemos 

factorizar un operador p-sumante a través de un espacio de funciones continuas y de un espacio ܮ௣ሺߤሻ donde  ߤ es una medida de probabilidad. Inicialmente vamos establecer algunas 

notaciones . Si S es un conjunto cualquiera, podemos definir ℓ∞ሺܵሻ = { ݂: ܵ → �; ௌא௫݌ݑݏ |݂ሺݔሻ| <∞}. Es claro que ℓ∞ሺܵሻ es un espacio vectorial con las operaciones de adición y multiplicación 

por escalar definidas puntualmente. Además , es fácil ver que ‖݂‖∞ = ௌא௫݌ݑݏ |݂ሺݔሻ| define una 
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norma en ℓ∞ሺܵሻ. Cuando S=ܤ௑כ, denotaremos ℓ∞ሺܵሻ por ܺ∞ . Dada cualquier ݔ א ܺ , 

continuaremos denotando por ̃ݔ la restricción a ܤ௑כ la aplicación canónica ̃כܺ :ݔ → �. Podemos 

considerar la siguiente aplicación ܬ௑: ܺ → ݔ para todo ݔ̃ =௑(x)ܬ definida por  כܺ א ܺ , esto es,  ܬ௑(x)=ሺ�ሺݔሻሻ஻೉כ  para todo ݔ א ܺ. Por el teorema de Hahn-Banach, corolario 1.3, la aplicación 

lineal ܬ௑ es una isometría . Luego sigue , ܬ௣ denota la inclusión de C(K) en ܮ௣ሺߤሻ (ver ejemplo 

3.2) 

Proposicion 3.7. (Propiedad  de extensión) 

Sea F un subespacio de un espacio normado E y sea S un conjunto cualquiera. Entonces, toda 

aplicación lineal y continua ܶ: ܨ → ℓ∞ሺܵሻ tiene una extensión lineal y continua ܶ̌: ܧ → ℓ∞ሺܵሻ 
tal que ‖ܶ‖ = ‖ܶ̌‖. 

Demostracion ; Dada ݂ א ℓ∞ሺܵሻ podemos representarla por ݂ = ሺሺ݂ሺݏሻሻ௦אௌ y tenemos ‖݂‖∞ 

finito . Sea una aplicación lineal y continua ܶ: ܨ → ℓ∞ሺܵሻ donde ܶሺݕሻ = ௬݂ para ݕ א ሻݕesto es , ܶሺ ,ܨ = ሺሺ ௬݂ ሺݏሻሻ௦אௌ. Fijemos ݏ଴ א ܵ y sea ∏ :௦బ ℓ∞ሺܵሻ → � y la proyección definida por ∏ ሺ௦బ ሺሺ݂ሺݏሻሻ௦אௌሻ = ݂ሺݏ଴ሻ . Es claro que ∏௦బ  es lineal y continua con ‖∏௦బ ‖ ൑ ͳ. Sea ܨ :௦బܪ→ ܨ → � tal que  ܪ௦బሺݕሻ = ሺ∏ ሻݕሻሺܶ ݋ =௦బ ௬݂ሺݏ଴ሻ para todo ݕ א  ௦బ esܪ Tenemos que .ܨ

lineal y continua, y por el teorema de Hahn-Banach (teorema 1.3), existe ܪ௦బ̂ א ‖௦బ̂ܪ‖ ௦బ tal queܪ extensión de כܧ = ଴ݏ ௦బ‖. Observe que esto vale para todoܪ‖ א ܵ arbitrario, luego para todo ݏ଴ א ܵ existe ܪ௦̂ א ‖௦̂ܪ‖ ௦ tal queܪ extensión de כܧ = ܨ :̃ܶ ௦‖. Consideremosܪ‖ → ℓ∞ሺܵሻ 
donde  ܶ̃(x)= ܶ̃௫  es tal que:ܶ̃௫ ∶ ܵ → �  es definida por ܶ̃௫ሺݏሻ = ሻ, esto es , ܶ̃௫ݔ௦̂ሺܪ = ሺܪ௦̂ሺݔሻሻ௦אௌ 
y veremos que ܶ̃ es una extensión de T. Tenemos que ܶ̃ está bien definida. De hecho, fijemos ݔ א ݏ y sea ܧ א ܵ tenemos |ܶ̃௫ሺݏሻ|=|ܪ௦̂ሺݔሻ| ൑ ‖ݔ‖‖௦̂ܪ‖ = ‖ݔ‖‖௦ܪ‖ ൑ ‖∏௦ ‖ݔ‖‖ܶ‖‖ ൑‖ܶ‖‖ݔ‖ < ∞, donde tomando el supremo cuando ݏ א ܵ obteniéndose que ‖ܶ̃௫‖∞ ∞‖௫̃ܶ‖  ݕ ∞> ൑ ݔ  Por lo tanto, ܶ̃ está bien definida y como vale para todo .(*)  ‖ݔ‖‖ܶ‖ א  ܧ

fijado , tenemos por (*) que ܶ̃ es continua. Es fácil ver que ܶ̃ es lineal, donde por (*) tenemos ‖ܶ‖ ൒ ‖ܶ̌‖. Por otro lado , ܶ̃| ி = ܶ es claro que ‖ܶ‖ ൑ ‖ܶ̌‖, donde ‖ܶ‖ = ‖ܶ̌‖. 
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Teorema 3.2. (Teorema de Factorizacion de Pietsch) 

Un operador ܵ: ܺ → ܻ es p-sumante si y solamente si existe un espacio compacto K , una medida 

de Borel  regular ߤ en K y operadores Aא ℒሺܺ, אሻሻ y Bܭሺܥ  ℒሺܮ௣ሺߤሻ, ܻ∞ሻ tales que                 ܤ ל ௣ܬ ל ܣ = ௒ܬ ל ܵ.  En este caso, podemos escoger ߤ siendo una medida de probabilidad, A es 

una isometría de B tal que ‖ܤ‖ = ∏ ܵ௣ . 

 

ܺ ௦→ܻ ௃ೊ→ ܻ∞ 

→ሻ      ௃೛ܭሺܥ  ሻߤ௣ሺܮ
Demostracion Supongamos que existen un espacio compacto K, una medida de Borel regular ߤ 

en K y operadores Aא ℒሺܺ, אሻሻ y Bܭሺܥ  ℒሺܮ௣ሺߤሻ, ܻ∞ሻ tales que ܤ ל ௣ܬ ל ܣ = ௒ܬ ל ܵ. Y vimos el 

ejemplo 3.2 , que ܬ௣ א ∏ ሺܥሺܭሻ,௣ ܤ ,ሻሻ y, por lo tantoߤ௣ሺܮ ל ௣ܬ ל ܣ = ௒ܬ ל ܵ es un operador p-

sumante de X en ܻ∞. Por el teorema de dominación de Pietsch, teorema 3.1, existen ߩ ൒ Ͳ es 

una medida de Borel regular ߤ଴ sobre ܤ௑כ satisfaciendo ߤ଴ሺܤ௑1=(כ tal que  

௒ܬ‖ ל ܵሺݔሻ‖ ൑ ∫ቌߩ  |ܽሺݔሻ|௣݀஻೉כ  ሺܽሻቍଵ௣ߤ

 

Sea xא ܺ mas ‖ܬ௒ ל ܵሺݔሻ‖ = ‖ܵሺݔሻ‖ y de allí  

 

  

‖ܵሺݔሻ‖ ൑ ∫ቌߩ  |ܽሺݔሻ|௣݀஻೉כ  ሺܽሻቍଵ௣ߤ

Si xא ܺ donde ߩ ൒ Ͳ y ߤ଴ es una medida de probabilidad, y nuevamente por el teorema de 

dominación de Pietsch tenemos ܵ א ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ . Entonces por el teorema de dominación de 

Pietsch existe una medida de Borel regular ߤ con ߤሺܤ௑כሻ = ͳ  tal que  
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‖ܵሺݔሻ‖ ൑∏ ሺܵሻ௣ ൑ ∫ቌߩ  |ܽሺݔሻ|௣݀஻೉כ ሺܽሻቍଵ௣ߤ Si x א ܺ  
Consideremos la aplicación A:ܺ → ሻݔሺܣ ሻ definida porכ௑ܤሺܥ =  con la כ௑ܤ Consideremos .ݔ̃

topología כݓ. Ya vimos una demostración de la proposición 3.6 que ̃ݔ  ሻ, de modoכ௑ܤሺܥ א

que A esta bien definida. Ademas es claro que A es lineal y por el corolario 1.3, si x א ܺ, 

entonces tenemos que ‖ݔܣ‖= אሻ|. Donde sigue que Aݔሺ�|כ஻೉א�݌ݑݏ ℒሺܺ,  .compacto por el teorema de Banach-Alaoglu-Burdaki (teorem 1.13) y A es una isometría-כݓ y כ௑ܤ=ሻሻ donde Kܭሺܥ

Considere el conjunto A(X)=ܺ∞ ⊂ ሻܭሺܥ :௣ܬ ሻ y la inclusiónܭሺܥ →  .ሻ  (ver ejemplo 3.2)ߤ௣ሺܮ

Tenemos que ܬ௣ሺݔܣሻ = ݔ̃ א ሻ  para todo xߤ௣ሺܮ א ܺ. Ademas ܬ௣ሺݔܣሻ ݁݋݅ܿܽ݌ݏܾ݁ݑݏ ݊ݑ ݏ de ܮ௣ሺߤሻ  . Sea ahora ܤ଴: ܬ௣ሺݔܣሻ → ܻ definida por  ܤ଴ ቀ ܬ௣ሺݔܣሻቁ = para todo x ݔܵ א ܺ. 

Entonces ܤ଴ está bien definida, pues si ܬ௣ܣሺݔଵሻ = ଵሻݔଶሻ entonces �ሺݔሺܣ௣ܬ  = �ሺݔଶሻ para 

todo � en ܤ௑כ y por el corolario 1.2, ݔଵ = ଵݔଶ donde  Sݔ = ଴ܤ ଶ .Veremos queݔܵ ,ሻݔܣ௣ሺܬℒሺ א ܻሻ y ‖ܤ଴‖ ൑ ∏ ሺܵሻ௣ . La linealidad de ܤ଴ es clara. Además, para todo x א ܺ 

tenemos  

଴ܤ‖ ቀ ܬ௣ሺݔܣሻቁ‖=‖ܵሺݔሻ‖ ൑ ∏ ሺܵሻ௣ ׬) |ܽሺݔሻ|௣݀஻೉כ ሺܽሻ)భ೛ߤ =
∏ ሺܵሻ௣ ׬) כሻܽ|௣݀஻೉ݔ௣ሺ̃ܬ| ሺܽሻ)భ೛ߤ = ∏ ሺܵሻ௣  ሻ‖௣ݔܣ௣ሺܬ ‖

 

Y por lo tanto, ܤ଴ es continua con ‖ܤ଴‖ ൑ ∏ ሺܵሻ௣ . Consideremos ܤ଴̅̅ ሻ̅̅ݔܣሺ݌ܬ :̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  → ܻ  la 

extensión de ܤ଴ el hecho de ܬ௣ሺݔܣሻ con ܮ௣ሺߤሻ  . Observamos que A(X)⊂ ሺܺሻሻ̅̅ܣሺ݌ܬ  ሻ y queܭሺܥ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ ሺܺሻܣ :௣̂ܬ ሻ   son ambos espacios de Banach. Seaߤሺ݌ܮ → ሺܺሻሻ̅̅ܣ௣ሺܬ   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  definida de 

manera natural, esto es ܬ௣̂( ܣሺܺሻ)= ܬ௣ሺ̃ݔሻ para todo  x א ܺ. Sabemos del ejemplo 3.2 que ܬ௣ ∏א ሺܥሺܭሻ,௣ ∏ ሻሻ yߤ௣ሺܮ ሺܬ௣ሻ௣ =1. De allí es fácil verificar que ܬ௣̂ א ∏ ሺAሺXሻ, ሺܺሻሻ̅̅ܣ௣ሺܬ  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ሻ௣  y ∏ ሺܬ௣̂ሻ௣ =1. Por un abuso de notación, consideremos ܤ଴̅̅ ̅ א  ℒሺ, ሺܺሻሻ̅̅ܣ௣ሺܬ  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , ܻሻ y Aא
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  ℒሺX,ܣሺܺሻሻ.Tenemos que para todo  x א ଴̅̅ܤ ,ܺ ሻݔሺܣ݋௣̂ܬ݋ ̅ =  ሻ=Sx y por laݔሺܣ݋௣ܬ ݋ ଴ܤ

proposición 3.4, tenemos  ∏ ሺܵሻ௣ =∏ ሺܤ଴̅̅ ሻܣ݋௣̂ܬ݋ ̅ ൑ ଴̅̅ܤ‖ ̅‖௣ ∏ ሺܬ௣̂ሻ௣ ଴̅̅ܤ‖=‖ܣ‖ ̅‖ 

De allí ‖ܤ଴̅̅ ̅‖ = ‖଴ܤ‖ ൑ ∏ ሺܵሻ௣ , sigue que ‖ܤ଴̅̅ ̅‖ = ∏ ሺܵሻ௣ . Como ܻ∞ tiene la propiedad de 

extensión (proposición 3.7), existe B: ܮ௣ሺߤሻ →  ܻ∞ que extiende   ܬ௒ ܤ݋଴̅̅ ̅ tal que B אℒሺܮ௣ሺߤሻ, ܻ∞ ሻ y ‖ܬ  ‖=‖ܤ௒ ܤ݋଴̅̅ ̅‖ . Por lo tanto, tenemos que     ܬ௒ ܵ݋ ଴̅̅ܤ݋ ௒ܬ= ܣ݋ ௣ܬ ݋  ̅ =B  ܬ ݋௣ ܣ݋  y como   ܬ௒ es una isometría ‖ܬ  ‖=‖ܤ௒ ܤ݋଴̅̅ ̅‖ = ‖଴ܤ‖ = ∏ ሺܵሻ௣  

3.2 El Teorema de Dvoretzky-Rogers 

Definición 3.3. Un operador  ܶ: ܺ → ܻ es dicho compacto si T(ܤ௑ሻ es relativamente 

compacto en Y y es dicho débilmente compacto si T(ܤ௑ሻ es relativamente compacto en ( Y, 

w) , esto es Tሺܤ௑ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es compacto en y  Tሺܤ௑ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ es compacto en ( Y, w), respectivamente . 

Denotaremos por �ሺܺ, ܻሻݕ ࣱሺܺ, ܻሻ como el conjunto de operadores lineales ܶ: ܺ → ܻ 

compactos y débilmente compactos, respectivamente. 

Recordemos que T א ℒሺܺ, ܻሻ si y solamente si Tሺܤ௑ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es limitado, pues ‖ܶ‖ < ∞ si y 

solamente si existe M>0 tal que Tሺܤ௑ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ ݕ} א ‖ݕ‖ ;ܻ ൑  .{ܯ
Veremos inicialmente que T א  ࣱሺܺ, ܻሻ si y solo si Tሺܤሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ es compacto en (Y,w), para todo 

B⊂X limitado . De hecho si B⊂X y limitado , entonces B⊂ ߣ ௑ para algúnܤߣ > Ͳ y usando 

la linealidad de T tenemos Tሺܤሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ ⊂ ̅̅ ሻܤTሺߣ ̅̅ ̅̅ ̅௪=ߣTሺܤሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ que es compacto en (Y,w) si  T  ࣱאሺܺ, ܻሻ. Reciprocamente, como ܤ௑ ⊂ ܺ es limitado, tenemos que Tሺܤ௑ሻ es redlativamente 

compacto en (Y,w), donde T א  ࣱሺܺ, ܻሻ. 
        El mismo resultado es válido para �ሺܺ, ܻሻ, esto es T א  �ሺܺ, ܻሻ,  si y solo si ܶሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es 

compacto para todo B⊂ ܺ limitado. Basta considerar la topología de la norma en vez de la 

topología débil. 

En el capítulo 1, denotamos la topología  débil de un espacio normado por w . A fin de 

simplificarnos la notación , iremos usar siempre esta notación para espacios normales 

diferentes. Si tuviéramos X e Y espacios normados, entonces (X,w) y (Y,w) representan los 

espacios X e Y con las respectivas topologías débil . 
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Proposicion 3.8.  

a)  �ሺܺ, ܻሻ ⊂  ࣱሺܺ, ܻሻ ⊂  ℒሺܺ, ܻሻ 
b) Si ܴ א ℒሺܻ, ܶ ሻ yܨ א ℒሺܧ, ܺሻ, entonces  

i) ܵ א  ࣱሺܺ, ܻሻ entonces ܴܶ݋ܵ݋ א  ࣱሺܧ,  ሻܨ
ii) ܵ א  �ሺܺ, ܻሻ entonces ܴܶ݋ܵ݋ א  �ሺܧ,  ሻܨ

 

Demostración 

 a) como la topología débil es menos fina de la topología de la norma , tenemos que �ሺܺ, ܻሻ ⊂ ࣱሺܺ, ܻሻ. Para mostrar la otra inclusión recordemos que , por la definición, si ܶ א  ࣱሺܺ, ܻሻ 
tenemos que Tሺܤ௑ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ es compacto en (Y,w) y por lo tanto e limitado .Consecuentemente Tሺܤ௑ሻ 
es limitado en (Y, w) y por el  teorema 1.6 es limitado .Así Tא  ℒሺܺ, ܻሻ. 
b) Sean , ahora ܵ א  ࣱሺܺ, ܻሻ, ܴ א ℒሺܻ, ܶ ሻ yܨ א ℒሺܧ, ܺሻ, y sea B⊂ ܺ limitado . Probaremos 

que   RoSoTሺܤሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ௪ es compacto en (F,w). Como ܶ א ℒሺܧ, ܺሻ, T(B)⊂ ܺ es limitado. Mas ܵ ,ሺࣱܺ א ܻሻ, donde SሺTሺܤሻሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ es compacto en (Y,w). Siendo R:Y→  continua , tenemos que ܨ

R:(Y,w)→ ሺݓ,ܨሻ es continua y por lo tanto R(SሺTሺܤሻሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ሻ es compacto en (F,w), donde es 

cerrado en (F,w) tenemos RሺS(Tሺܤሻ)ሻ ⊂ RሺSሺTሺܤሻሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ሻ , tomando la cerradura en (F,w) tenemos RሺS(Tሺܤሻ)ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ௪ ⊂ RሺSሺTሺܤሻሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ሻ que un subconjunto cerrado de un compacto es por lo tanto RሺS(Tሺܤሻ)ሻ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ௪ es compacto en (F,w). Análogamente, si Sא �ሺܺ, ܻሻ entonces ܴܶ݋ܵ݋ א  �ሺܧ,  ሻܨ
Proposición 3.9.  �ሺࢄ, ሻࢅ ⊂  ठሺࢄ,  ሻࢅ
Demostración. Sea Tא  �ሺܺ, ܻሻ y sea ሺܾ௡ሻ ⊂ ܺ tal que ܾ௡ 

௪→ Ͳ . Devemos mostrar que Tܾ௡ → Ͳ. 

Supongamos , por el absurdo, que (Tܾ௡ሻ no sea convergente para cero. En ese caso  existen � >Ͳ es una sucesión (Tܾ௡ೖሻ tal que ‖Tܾ௡ೖ‖ ൒ � para todo kא ℕ. Como ሺܾ௡ሻ  es débilmente 

convergente , y limitada por lo tanto la subsucesión (ܾ௡ೖሻ también es limitada . Pero T es 

compacto , luego (Tܾ௡ೖሻ admite subsucesión convergente , digamos Tܾ௡ೖೕ → ݕ א ܻ. Por lo tanto Tܾ௡ೖೕ ௪→ De  ܾ௡ .ݕ ௪→ Ͳ se sigue que ܾ௡ೖೕ → Ͳ , y de la continuidad de T se sigue que Tܾ௡ೖೕ ௪→ Ͳ 

De la unicidad de limite se sigue que y=0. Asi ܾܶ௡ೖೕ → Ͳ y ‖ܾܶ௡ೖೕ‖ ൒ �>0   para todo kא ℕ , 

una contradicción. Por lo tanto ܾܶ௡ → Ͳ. 
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Proposición 3.10.  Si ͳ ൑ ݌ < ∞ entonces ∏ ሺܺ, ܻሻ௣ ⊂  ࣱሺܺ, ܻሻ. 
Demostración, Sea Sא ∏ ሺܺ, ܻሻ௣  .En la demostración del teorema de factorización de Pietsch, 

teorema 3.2, mostramos que la aplicación A: X→C(ܤ௑כሻ definida por A(x) (�)=̃ݔሺ�ሻ = �ሺݔሻ 
para todo xא ܺ y para todo � א א es una isometría lineal. Luego, A כ௑ܤ  ℒሺܺ, Cሺܤ௑כሻ ሻ y ‖ܣ‖ =ͳ. Además, por el ejemplo 3.2, sabemos que   ܬ௣ א ∏ ሺCሺܤ௑כሻ, ሻሻ௣ߤ௣ሺܮ . Sea ܤ଴:   ܬ௣ሺܣሺܺሻሻ → ܻ 

definida como la demostración del teorema 3.2, y sea ܤ଴̅̅ ̅ la extensión de ܤ଴ es cerrado de   ܬ௣ሺܣሺܺሻሻen ܮ௣ሺߤሻ 
Caso 1: 1< ݌  < ∞  

Como ܮ௣ሺߤሻ es reflexivo, tenemos por la proposición 1.6 que ଴ܻ = ሺܺሻሻ̅̅ܣ௣ሺܬ   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es reflexivo, 

donde la bola ܤ௒బ es compacta en ( ଴ܻ, ଴̅̅ܤ ሻ , por el teorema 1.12. Pero comoݓ ̅ es continua, 

tenemos que ܤ଴̅̅ ̅:( ଴ܻ, ሻݓ → ሺܻ,ݓሻ es continua y por lo tanto , ܤ଴̅̅ ̅ሺܤ௒బሻ es compacto en (Y.w), 

donde ܤ଴̅̅ ̅ א  ࣱሺ ଴ܻ, ܻሻ. Por lo tanto , por la proposición  3.8, como ܤ଴̅̅ ̅ א  ࣱሺ ଴ܻ, ܻሻ y ܬ௣ܣ݋ ,ℒሺܺ א ଴ܻሻ obtenemos que S=ܤ଴̅̅ ̅ o ܬ௣ܣ݋ א  ࣱሺܺ, ܻሻ. Entonces ∏ ሺX, Yሻ ⊂ ࣱሺܺ, ܻሻ௣  , si ͳ ൑݌ < ∞ 

Caso 2: p=1  

Como ∏ ሺX, Yሻ ⊂ ∏ ሺX, Yሻ௤ଵ , para todo q>1 , tenemos que ∏ ሺX, Yሻ ⊂ ∏ ሺX, Yሻଶଵ ⊂  ࣱሺܺ, ܻሻ,  
Por el caso 1. 

Veamos ahora un ejemplo de que no es un resultado análogo de la proposición anterior �ሺܺ, ܻሻ en lugar de ࣱሺܺ, ܻሻ. 
Ejemplo 3.5. Consideremos ܮ௣ሺߤሻ donde ߤ es la medida de Lebesgue en [0,2ߨ]. Sea ܬ௣ como 

un ejemplo 3.2. Tenemos que ܬ௣ א ∏ ሺCሺ[Ͳ,ʹߨ], ሻଵ[ߨʹ,Ͳ]௣ሺܮ  y por lo tanto, por la 

proposición 3.10, ܬ௣ א  ࣱሺܺ, ܻሻ  donde X= Cሺ[Ͳ,ʹߨ] ݁ ܻ = ௣ܬ ሻ  .veamos que[ߨʹ,Ͳ]௣ሺܮ ,ሺܺ� ב ܻሻ  Si por el absurdo ܬ௣ א  ࣱሺܺ, ܻሻ tendríamos   ܬ௣ሺܣሺܺሻሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ compacto en Y .Por otro 

lado, sea la sucesión de funciones ௡݂: [Ͳ,ʹߨ] → ℂ donde para cada nא ℕ,  ௡݂ሺݐሻ = ℮௜௡௧, para 

todo tא [Ͳ,ʹߨ] y ‖ ௡݂‖[଴,ଶ�] = ͳ, ) ݁݀݊݋݀ ௡݂ሻ  ⊂ ௑ሻ̅̅ܤ௣ሺܬ   ௑ , Siܤ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  fuese compacto, entonces 

( ௡݂ሻ tendría una subsucesión convergente y por lo tanto , de Cauchy. 
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Entretanto ,  ‖ ௡݂ − ௠݂‖௣௣= ׬ |℮௜௡௧ −℮௜௠௧|݀ݐ ൒ ׬ √ʹ௣݀ݐ�ଶ�଴  

Donde V={tא [Ͳ,ʹߨ]; �o�ሺk�ሻ < Ͳ}. De allí ‖ ௡݂ − ௡݂+௞‖௣ ൒ ೛ߨ√ʹ√  

Para todo n y k interiores positivos. Luego ninguna subsucesión de ( ௡݂ሻ ⊂  y de [ߨʹ,Ͳ]௣ሺܮ 

Cauchy. Entonces ܬ௣ ב  �ሺܺ, ܻሻ. 
Proposición 3.11. ठሺࢅ, ሻࢅ,ࢄडሺ  ࢕  ሻࢆ  ⊂   �ሺࢄ,  . ሻࢆ
Demostración . Sean S א ࣰሺܻ, ܼሻ y T א  ࣱሺܺ, ܻሻ.Para mostrar que SoT א  �ሺܺ, ܼሻ vamos 

mostrar que ܵሺܶሺܤሻሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es compacto en Z , siempre que B⊂ ܺ es limitado y convexo. De la 

topología, sabemos que basta mostrar que toda sucesión en S(T(B)) tiene una subsuseción 

convergente en ܵሺܶሺܤሻሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ .Sean B⊂ ܺ es limitado y convexo (ݖ௡ሻ una sucesión en S(T(B)) y 

א ௡ para todo nݖ =((௡ݔ)T)௡ሻ una sucesión en B tal que Sݔ) ℕ . Como Tא  ࣱሺܺ, ܻሻ, tenemos 

que ܶሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ es compacto en (Y,w) es como (T(ݔ௡ሻሻ  ⊂ ܶሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪, existe una subsucesión  

(T(ݔ௡ೖሻሻ que converge para un ݕ א ܶሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ , o sea Tሺݔ௡ೖሻ ௪→ א Pero S .ݕ ࣰሺܻ, ܼሻ, luego 

S(T(ݔ௡ೖሻሻ → ܵሺݕሻ ሻ̅̅ܤS(ܶሺא ̅̅ ̅̅ ̅௪ሻ. Ademas , como B es convexo y T es lineal , tenemos que 

T(B) es convexo y por lo tanto , los cerrados en la relación de la norma y la topología débil 

coinciden , esto es ܶሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅௪ = ܶሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . Luego S(y) א    ܵሺܶሺܤሻሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂   ܵሺܶሺܤሻሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ pues S es 

continua . Esto es si existe una subsucesión  (ሺݖ௡ೖሻ de (ݖ௡ሻ tal que ݖ௡ೖ = ܵሺܶ(ݔ௡ೖ)ሻ →ܵሺݕሻ א  ܵሺܶሺܤሻሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ,Mostramos entonces que ܵܶ݋ሺܤሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  es compacto, luego SoTא �ሺࢄ,  .ሻࢆ
Observación 3.4. Es posible mostrar que si E y G son espacios de Banach entonces existe un 

espacio de Banach F tal que para todo A א �ሺ�,�ሻ existen S א ࣰሺܨ, א ሻ y Tܩ  ࣱሺܧ,  ሻ talܨ

que A=SoT, esto es �ሺ�,�ሻ ⊂  ࣰሺܨ, ,ܧሺࣱ ݋ ሻܩ  .ሻ  (ver [8], teorema 17.1.4, página 369)ܨ

Corolario 3.1. a) ∏ ሺY, Zሻࣱ݋ሺܺ, ܻሻ௣ ⊂   �ሺࢄ,  .ሻࢆ
ܾሻ∏ ሺY, Zሻ݋∏ ሺX, Yሻ௣௣ ⊂   �ሺࢄ,  ሻࢆ

Demostración a) se sigue de las proposiciones 3.6 y 3.11. 
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      b) se sigue de (a) y de la proposición 3.10. 

observación 3.5. Vimos que ܬ௣ א ∏ ሺCሺ[Ͳ,ʹߨ], ሻଵ[ߨʹ,Ͳ]௣ሺܮ ௣ܬ ݕ  ,[ߨʹ,Ͳ]Cሺ)� ב ሻ)  .Si ͳ[ߨʹ,Ͳ]௣ሺܮ < ݌ < ∞, entonces ܮ௣ሺ[Ͳ,ʹߨ]ሻ es reflexivo y 

consecuentemente la bola unitaria cerrada de ܮ௣ሺ[Ͳ,ʹߨ]ሻ es compacta por la topología 

débil (teorema 1.12) donde id ࣱ(ሺCሺ[Ͳ,ʹߨ],  ሻ) donde id es la función[ߨʹ,Ͳ]௣ሺܮ

identidad . Como   ܬ௣ = ,௣ tenemos en general no es verdad que ࣱሺܻܬ ݕ  ݋ ݀݅ ܼሻ݋∏ ሺX, Yሻ௣ ⊂   �ሺࢆ,ࢄሻ. 
Teorema 3.3. Sea X un espacio de Banach y ͳ ൑ ݌ < ∞. Entonces ℓ௣ሺܺሻ= ℓ௣௪ሺܺሻ. Si y 

solamente si X tiene dimensión finita. 

Demostración . Si la dimensión de X es finita , X=ܺ௪ y, como ℓ௣ሺܺ௪ሻ= ℓ௣௪ሺܺ), tenemos ℓ௣ሺܺሻ= ℓ௣௪ሺܺሻ. Recíprocamente, si ℓ௣ሺܺሻ= ℓ௣௪ሺܺሻ. Entonces id א ∏ ሺX, Xሻ௣  es 

consecuentemente ݅݀ଶ = א ݀݅ ݋ ݀݅ ∏ ሺX, Xሻ௣ ∏݋ ሺX, Xሻ௣ ⊂  �ሺࢄ,ࢄሻ. Como ݅݀ଶ =  ݀݅ ݋ ݀݅

tenemos id א �ሺࢄ,ࢄሻ. 
Luego ܤ௑ = �݀ሺܤ௑ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ es compacto , y por el teorema de Riesz(teorema 1.8) tenemos que la 

dimensión de X es finita. 

Corolario 3.2. Sea X un espacio de Banch. Entonces el operador identidad id: ܺ → ܺ es p-

sumante si y solamente si X tiene dimensión finita. 

Demostracion. De hecho, id es p-sumante si y solamente si (ݔ௡ሻ = ݅݀ሺݔ௡ሻ א  ℓ௣ሺܺሻ siempre 

que (ݔ௡ሻ א  ℓ௣௪ሺܺሻ. Entonces , id א ∏ ሺܺ, ܺሻ௣  si y solamente si ℓ௣ሺܺሻ= ℓ௣௪ሺܺሻ y el corolario 

se sigue del teorema anterior . 

Del corolario anterior junto con el teorema de Bessaga-Pelczynski, resulta el siguiente 

teorema de Dvoretzky-Rogers. 

Teorema 3.4. (Teorema de Dvoretzky-Rogers)  

Toda serie incondicionalmente convergente es un espacio de Banach X y absolutamente 

convergente si y solamente si la dimensión de X es finita . 
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Demostracion :  Sea X un espacio  de Banach tal que la convergencia incondicional implica 

la convergencia absoluta, Luego, X  no puede contener una copia de ܿ଴ visto que en ܿ଴ existe 

una serie que converge incondicionalmente mas no absolutamente (ver ejemplo 2.2). 

Siguiendo el teorema de Bessaga-Pelcznski que toda sucesión débilmente 1-sumable es 

incondicionalmente sumable y, por lo tanto toda sucesión débilmente 1-sumable posee una 

serie absolutamente convergente. Pero esto es lo mismo que decir que el operador identidad 

es 1-suma. Luego por el corolario anterior , X tiene dimensión finita. 
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