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RESUMEN.

El objetivo fundamental de este informe de tesis es introducir lo que Diestel denomina el
Enfoque de Grothendieck al Teorema de Dvroetzky — Rogers, es decir, definiremos los
operadores p-sumantes y demostraremos que una sucesion débilmente p-sumable en un espacio
de Banach X es p-sumable si y solo si X tiene dimension finita. Ademas, demostraremos
demostraremos los teoremas de factorizacién y dominacion de Pietsch y el teorema de Bessaga-
Pelczynski que afirma que una sucesion débilmente 1-sumable en un espacio de Banach X es
incondicionalmente si y solo si X no posee una copia de ¢,. Finalmente, usando los resultados
anteriores, demostramos el teorema de Dvroetzky -Rogers que afirma que toda serie
incondicionalmente convergente en un espacio de Banach X es absolutamente convergente si y

solo si X tiene dimension finita.

Palabras clave: Espacio de Banach, serie incondicionalmente convergente, serie

absolutamente convergente, operadores p-sumables y factorizacion de Pietsch.



ABSTRACT

The fundamental objective of this thesis report is to introduce what Diestel calls the
Grothendieck . Approach to the Dvroetzky-Rogers Theorem, that is, we will define p-summation
operators and show that a weakly p-summable sequence in a Banach space X is p-summable if
and only if X is finite dimensional. Inaddition, we will prove Pietsch factorization and
dominance theorems and the Bessaga —Pelczynski theorem which states that a weakly 1-
summable sequence on a Banach space X is unconditionally if and only if X does not possess, a
copy of ¢ . Finally, using the previous results, we prove the Dvroetzky-Rogers theorem which
states that every unconditionally convergent series on a Banach space X is absolutely convergent
if and only if X has finite dimension.

KEYWORDS: Banach space, unconditionally convergent series, absolutely convergent

series, p-sumable operators and Pietsch factorization.
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Introduccion

El principal objetivo de este informe de tesis es estudiar la convergencia de series
definido en espacios normados.Conocemos el caso de espacios de dimension finita, la
convergencia absoluta implica la convergencia simple mientras que los conceptos de
convergencia absoluta y convergencia incondicional son equivalentes. Mientras tanto, un
ejemplo en P([0,1]) nos muestra que en los espacios normados de dimension infinita la
convergencia absoluta no siempre implica la convergencia simple .En la verdad, es una
caracterizacion de los espacios normados completos el hecho de que toda serie que converge
absolutamente es convergente. Como consecuencia inmediata de esto y de la equivalencia entre
los conceptos de convergencia absoluta y convergencia incondicional en el caso escalar, tenemos
que un espacio normado es completo si, solo si, toda serie absolutamente convergente es
incondicionalmente convergente. Por otro lado, observando ejemplos en ¢y y £5, el hecho de un
espacio normado ser completo no es suficiente para garantizar la convergencia absoluta de series
incondicionalmente convergentes. Pero precisamente, en un espacio normado de dimension
infinita siempre existe una serie convergente incondicionalmente que no es absolutamente
convergente. Este hecho fue demostrado en 1950 por A. Dvoretzky y C.A. Rogers en [5] (ver
también [1] y[9]).En 1956, A. Grothendieck introdujo y estudio los operadores p-sumables en el
caso p=1 o p=2 . La extension al caso en que p es numero real positivo cualesquiera se debe a A.
Pietsch (1967). En este trabajo presentamos lo que Diestel llama el enfoque de Grothendieck al
teorema de Dvoretzky-Rogers, es decir, demostraremos a través de los operadores p-sumables
que una sucesion débilmente p —sumable en un espacio de Banach X es p-sumable si, y solo si, X
tiene dimension finita. Ademds demostraremos el teorema de Bessaga-Pelczncki, que nos
garantiza que una sucesion débilmente 1-sumable en un espacio de Banach X es
incondicionalmente sumable si, y solo si, X no posee una copia de ¢, .Usando estos dos

resultados demostraremos que toda serie incondicionalmente convergente en un espacio de



Banach X es absolutamente convergente si, y solo si, X tiene dimension finita, que es el teorema

de Dvoretzky-Rogers.

Esta tesis estd organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 enunciaremos sin
demostracion algunos teoremas del Analisis Funcional y de la teoria de integracion que seran
usados en otros capitulos. En el capitulo 2 estudiaremos las convergencias absoluta e
incondicional en espacios normados. Demostraremos que un espacio normado es completo si, y
solo si, toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente convergente. Presentaremos
dos ejemplos de series en espacio de Banach que convergen incondicionalmente pero no
convergen absolutamente. Después haremos un estudio de las sucesiones p-sumables y
débilmente p-sumables y demostraremos el teorema de Bessaga-Pelczynski. Finalizaremos este
capitulo presentando un ejemplo de una sucesion en ¢, que es débilmente p-sumable pero no es
p-sumable. En el capitulo 3 definiremos los operadores p-sumables entre espacios de Banach y
probaremos algunas de sus caracterizaciones. Demostraremos también los teoremas de
factorizacion y dominacion de Pietsch. Estudiaremos los operadores compactos y débilmente
compactos. Demostraremos que todo operador p-sumables es débilmente compacto y que la
composicion de dos operadores p-sumables es compacto. Con eso, mostraremos con lo que
Diestel llama el enfoque al Teorema de Dvoretzky-Rogers que nos dice , si X es un espacio de
Banach y 1 < p < oo, entonces toda sucesion débilmente p-sumable es p-sumable si ,y solo si ,X
tiene dimension finita. Como corolario de esto, se sigue que el operador identidad es p- sumable
si, y solo si, X tiene dimension finita. Concluiremos este capitulo con la demostracion del

Teorema de Dvoretzky- Rogers.



Capitulo 1

Aspecto teoricos de Analisis

Funcional

En este capitulo se presentara algunos conceptos y principales teoremas de las teorias de analisis

funcional e integracion que seran usando en este trabajo.

1.1 Analisis Funcional

Estaremos interesados en espacios vectoriales reales y complejos. por lo tanto, representaremos
por K el cuerpo de reales y de complejos. Consideremos siempre X e Y espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo K. Iniciaremos enunciando dos desigualdades.

Proposicién 1.1 (DESIGUALDAD DE HOLDER )

Si x=(0q, ..., %), Vv=1, .., o) € K™ entonces

1 1
n n P n q
D byl < Zmlp) (Zw
i=1 1 i=1

i=

Donde p, g> 1 son tales que % + i =1



Demostracion.
Ver [6], Teorema 1.5, p.1.
Proposicion 1.2. (Desigualdad de Minkowski)

Si x=(xq,.., %), V=01, .., Yn) € K™ entonces

i=1 i=1
Donde p=> 1.

Demostracion .ver[6]. Teorema 1.7, p.2.

Ahora iremos definir algunos espacios de sucesiones que son ejemplos clasicos de espacios
normados y que aparecen muchas veces en este trabajo. Todos estos espacios son completos, esto

son espacios de Banach.

Dado 1 < p < oo un niimero real fijo, definimos €, = £, (IK) como siendo el conjunto de
todas las sucesiones (x, ), tal que x,, € Kparatodon € Ne Y _;|x,|P <o .Six =

(xp)n ey = (¥n)n entoncesen £, e A € K, tomamos £,, un espacio vectorial con las siguientes

1
operaciones x + y = (x, + yn)n € Ax = (Ax,,), . Haciendo llxll, = Gy lxn PP,

usando la desigualdad de Minkowski muestre que £, = ({’p, []. IIp)es un espacio de Banach.

Definimos €., = £, (IK) es el conjunto de todas las sucesiones (x,), tal que x,, € K para

todon € Ny supl|x,| < . Tomamos £,un espacio vectorial con las mismas operaciones de
n

£p. Six = (%) € ¥ ,haciendo ||x|| sup|x,| obteniéndose una norma en £,. Es trivial
n

ver que oo = (Yoo, ||- |l ) €8 un espacio de Banach.

Definimos ¢, como el conjunto de todas las sucesiones (x,), tal que x,, € K paratodon € Ny

lim x,, = 0 .Observe que ¢y & ¥ es claro que ¢, es un subespacio vectorial cerrado de €,

n—-oo

.Considerando en ¢, y la norma inducida por la norma 4, , se sigue que ¢, = (Co, |- ||) €s un

espacio de Banach.



Definicion 1.1. Una sucesion de elementos (x,,),, de un espacio de Banach X se dice que es una

base para X si para cada x € X existe una tnica sucesion de escalares (x,,), tal que

— 13 n
x = lim YR_; apxy.
n—->oo

Definicion 1.2. Una sucesion de elementos (x,,), de un espacio de Banach X se dice que es una
sucesion bésica si (x,,),, es una base para Lin[x,], donde el Lin[x,] denota el conjunto de todas

las combinaciones lineales de (x;,);, -

Es claro que toda subsucesion de una sucesion basica es una sucesion basica. Sea una sucesion
(xp)n tal que x,, # 0 para todo n € N. Es posible mostrar que una condicién necesaria y

suficiente para que (x, ), sea una sucesion basica es que exista un namero real k>0 tal que

m

m+n
Z aixi|| = K Zaixi (*)
=1

i=1
Paratodo m,n € Ny a; € K (ver A [10]). Llamamos al supremo de todos los K tal que la

desigualdad (*) satisface la constante basica. Es trivial ver que si Kes una constante basica de

una sucesion basica (x,), entonces para dg, ... ... , a4, arbitrarios tenemos

m

> | =5 maxtladixd)
i=1
Denotaremos por (e,,), la sucesion candnica tal que e,=(6,,,)m donde &, = 1sin =

my 8pm = 0sin # mparam,n € N. Observe que esta sucesion (e,), pertenece a los
espacios ¢y y £, para 1 < p < oo, Es facil ver que para todo elemento x de ¢y 0, (1 <p <
00) existe una Unica sucesion de escalares (), en K tal que x = 111_1)1;10 YK anen ,lo que hace
esto un espacio separable. Decimos entonces que una sucesion (e,,) es una sucesion basica
canénica de ¢y 0 de £, (1 < p < o). Observe que ¢y = Lin[e,] € lo, y £, = Lin[e,] (cerrados

con respectivas normas)



Otro ejemplo clasico de espacio normado completo que aparecerd en este informe de
tesis es el siguiente: Sea K un subconjunto compacto de un espacio topolégico X. Definimos C(K)

como el conjunto de todas las funciones continuas f: K —> K.Sif,ge C(K) y A € K

Tomamos C(K) un espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones. Haciendo

I fllx = suplf(x)|, muestre que C(K)=(C(K), ||.||x) es un espacio de Banach.

X€EK

Definicion 1.3. Sean X e Y espacios normados. Una aplicacion T:X — Y es un operador

lineal cuando paratodou,ve XeY € K, T(u + Av)=Tu+ATv.

Definicion 1.4. Sean X e Y espacios normados. Una aplicacion T:X — Y es limitado si

existe ¢> 0 tal que ||Tu|| < c||lu|| para todo u € X

A rigor deberiamos de escribir || ||x e ||. ||y para indicarnos normasen X e Y,
respectivamente . Para no sobrecargar la notacion, iremos usar la misma notacion ||. || para

indicar las normas en X e Y.

Teoremal.l. Sean X e Y espacios normados y sea T:X — Y es un operador lineal. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) T es limitado.
b) T es continua en algin u, € X.
c¢) T es continua.

Demostracion. Ver [6], proposicion 1.17, recordando que, como T es lineal, es claro que

vale (b) si, y solamente si T es continua en el origen.

Definicion 1.5. Sean X e Y espacios normados. Denotaremos por L(X,Y) el conjunto de todos

los operadores lineales T:X — Y que son limitados.



Observacion 1.1 Definiendo ||T|| = inf{c > 0; ||Tu|| < c||u|| paratodou € X} paratodo T €
L(X,Y) tenemos:

T
1) Tl = sup™™ = sup ||Tull = sup |ITull.

wzo 1l =1 llull<1
2) T es continuo si, y solamente si ||T|| < oo.

3) ||.|| define una norma en L(X,Y)

Proposicion 1.3. Si X e Y son espacios normados, entonces L(X,Y) es un espacio normado con

las operaciones usuales de funciones y con la norma anterior.
Demostracion. Trivial
A partir de adelante L£(X,Y) denotara el espacio normado.

Definicion 1.6. Sean X e Y espacios normados. Diremos que X e Y son isomorfos si existe un
operador lineal biyectivo continuo T: X— Y. Si ademas T es una isometria (esto es ||Tu|| =

||ul| para todo u € X) entonces diremos que X e Y son isométricamente isomorfos.

Recordemos que una funcion continua con inversa también es continua se dice que es un

homeomorfismo. Cuando un espacio normado tiene dimension finita tenemos lo siguiente:

Proposicion 1.4. Supongamos que el espacio normado X tiene dimension finita y sea n la
dimension de X. entonces X y K" son isomorfos. Ademas, X y K" son homeomorfismo y X es

un espacio de Banach.
Demostracion. Ver [4], teorema 1, p.1.

Definicion 1.7. Sea X un espacio normado. El dual topologico de X, denotado por X*, es el

conjunto de funciones lineales continuas de X en K ,esto es, X* = L(X,K).

Teoremal.2. Sea X un espacio normado e Y un espacio de Banach. Entonces L(X,Y) es un

espacio de Banach. En particular, X* es un espacio de Banach.

Demostracion. Ver [6], proposicion 1.19. pS.



Ejemplo 1.1. Dado & = (&), € Iy , sea Tz: ¢q — K definido por T; (x) = ¥.7-; §»x, para todo
x = (Xp)n € co. La aplicacion T:l;— ()" definida por T(§) = T establece un isomorfismo

isométrico entre (cy)* y l; , estoes, (cy)* =1, amenos de un isometria.

Ejemplo 1.2. Sea 1 < p < oo y tomamos p* tal que%+ % =1sip>0(conp* =oc0sip=1.
Dado & = (§p)n € L+, sea Tz L, = K definido por Tz (1) = X3 §44, paratodo A = (A,), €
L,+. La aplicacion T:L,« — (lp )* definida por T() = T; establece un isomorfismo isométrico
entre (lp)* y Ly, estoes, (lp)* = l,,+ al menos de una isometria.

Ejemplo 1.3. Sea I} = {(A4,), € lp: 4, = 0,n >m} ,paral < p < oo . Esclaro que [} € [+

es la aplicacion T del ejemplo 1.2 restricta a lgi establece un isomorfismo isométrico entre
* m
(lg“) y Ly

Proposicion 1.5.(extension de operadores lineales limitados ) Sea X un espacio normado, G un
subespacio de X e Y es un espacio de Banach, Si T: G = Y es un operador lineal limitado ,
entonces existe una extension T: G — Y lineal y limitada tal que Tx = Tx para todo x €

Gy ||T|| = IITI,
Teoremal.3.(Teorema de Hahn-Banach).

Sean X un espacio normado y G & X un subespacio. Si f: G — K es lineal y continua ,

entonces existe f: X — K , f € X* tal que f(x) = f(x) para todo X€ G y ||f|| = ||f]l.
Demostracion. Ver[2]. Corolario 1.2, p.3.
Como consecuencias inmediatas del teorema de Hahn-Banach tenemos:

Corolario 1.1. Sean X un espacio normado y x € X ,x # 0 .Entonces existe f € X* tal que

Ifll =1y fC) = llxl.
Corolario 1.2. Sean X un espacio normado .Si (f(x) = 0 € X para todo f € X* entonces x=0.

Corolario 1.3. Sean X un espacio normado. Para todo x € X entonces



sup  |f(x)] = sup|f ()|

* *
FEXT ) fll =1 FEX |l ges1

Tenemos que un conjunto A de un espacio vectorial es convexo si dados cualesquiera x, y
€ A entonces el segmento de recta que une estos dos puntos estan en A4, esto es , tx +

(1—1t)y € Aparatodot € [0,1].
Teorema 1.4.(forma geométrica del teorema de Hahn-Banach)

Sean X un espacio normado sobre R , A y B subconjuntos convexos de X, no vacios tales que
AN B = @. Supongamos que A es abierto. Entonces existen « € Ry f € X*, f #
Otalesque f(x) < a < f(y)paratodox € Aey €B.

Demostracion. Ver [2], teorema 1.6, p.5.
Teorema 1.5.(Teorema de Banach-Steinhaus)

Sean X un espacio de Banach e Y un espacio normado. Sea (T,),¢; € L(X,Y) tal que

sup||T,x|| es finito para cada x € X . entonces sup||T,|| es finito .
a€l a€l

Demostracion. Ver [2],teorema I1.1, p.16.

Teorema 1.5. Sea B un subconjunto de un espacio normado X. Entonces B es un subconjunto

limitado de X si 'y solamente si f(B) es un subconjunto limitado de KK para todo f € X*.
Demostracion . Ver [2%*, corolario 11.3, p.17.

Definicion 1.8. Sean X e Y espacios normados y T: X — Y un operador lineal. El grafico de T

es el conjunto Gy = {(x,y) E X XY;y = Tx}.

Teorema 1.7. (Teorema del grafico cerrado) Sean X e Y espacios de Banachysea T: X — Y un

operador lineal. Entonces T es continuo si, y solamente si el grafico de T es cerrado.
Demostracion. Ver [2], teorema 11.7, p.20.

Definicion 1.9. Sean X e Y espacios normados y sea TE L(X,Y). Definimos el adjunto T, y
denotamos por T*, como siendo la aplicacion T* : Y* — X* definida por T*(¢) = ¢ o T para

todo @ € Y.
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Observe que como T: X — Yy ¢:Y — [ son lineales y continuas , tenemos que
@oT:X — K eslineal y continua. T* esta bien definida. La linealidad de T es clara .Asi

mismo , por el Teorema de Hahn-Banach (corolario 1.3) tenemos que sup |@(Tx)| =||Tx]||,
lloll<1

donde se sigue que ||T*|| = sup [|Tx|| =||T||, Concluimos que T* € L(Y*, X*) y |IT*|| = |IT]|.
llpll=1

Vamos a denotar por By a la bola cerrada del centro de origen y radio 1 y por Sy es la esfera de
centro en el origen y el radio 1 ,estoes,, By = {x € X; ||[x|| <1}y Sy ={x € X; ||x|]| = 1}.

Tenemos la siguiente caracterizacion:
Teorema 1.8. (Teorema de Riesz)

Sea X un espacio normado. Entonces By es compacta si y solamente si, la dimension de X es

finita.
Demostracion. Ver [4], teorema 4, p.3.

Sabemos que los espacios métricos es consecuentemente , los espacios normados, vale el criterio
secuencial de continuidad es una caracterizacion de subconjuntos compactos K a través del
comportamiento de secuencias contenidas en K. De la topologia general sabemos que, cuando
trabajamos con espacios topoldgicos arbitrarios, se convierte necesario la introduccion del

concepto de red (la secuencia generalizada) que definiremos a seguir.

Definicion 1.10. un conjunto D es dicho dirigido si existe una relacion binaria, denotada por <

,en D que satisface :

1) d < dparatodod € D
i1) Sia<b yb < c entonces a < c para todos a,b,c € D

i) Dados a,b € D existed € D talquea <dy b < d.

Definicion 1.11. Sea X un espacio topologico. Una red en X es una aplicacion A: D — X, donde
D es un conjunto dirigido. Denotamos esta red por (14) gep -Diremos que una red (A4) gep
converge para x € X si, para toda vecindad U de x en X, existe dy € D talque A4 € Usidy <
d.
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Recordemos que una sub-base para una topologia I' en X es una coleccion de subconjuntos no
vacios de X cuya union de elemento de S es igual a X y, que la base Base B asociada a S es una
coleccion de todas las intersecciones finitas de elementos de S. A seguir, definiremos una
topologia en espacios normados que en general, estrictamente menos fina de que la topologia de

norma que desempefia un papel muy importante en el analisis funcional.

Definicion 1.12. sea X un espacio normado. A es una topologia débil de X , denotado por w , es

la topologia que tiene como sub-base a la coleccion S={p~1(4); ¢ € X*, A c K abierto}.

Diremos que la topologia de una norma es una topologia débil de X e indicaremos por . A
partir de la definicion , es facil ver que wC [, por la definicion de topologia débil , tenemos
que la coleccion {V(p,e(xo);xo EX; peEX;e>0 }, donde V, . (x,) = {x € X; [p(x — x,)| < €}
parax, € X; ¢ € X*; € > 0, forma una sub-base para la topologia débil de X .Asimismo , una
red (x,)4ep © X converge para x € X una topologia débil si, y solamente si ¢ (x;) —

@(x) paratoda ¢ € X*. En este caso diremos que (x,)4ep converge débilmente para x e
w
indicamos este hecho por x; — x .
El resultado a seguir, cuya demostracion puede ser vista en [9]. Nos dice que, en un espacio

de Banach X, cualquier sucesion débilmente converge a cero tal que ninguna de sus subsecciones

converge a cero la norma admite siempre una subsucesion basica.

Teorema 1.9.( Principio de la seleccion de Bessaga-Pelczynski) .Sea (x;); una sucesion de
w
elementos de un espacio de Banach X tal que x; = 0 e inf]|x;|| > 0. Entonces dado € > 0 existe
l
una subsucesion (y;); de (x;); que es una sucesion basica con constante basica mayor o igual a
1- €.

Demostracion. Ver [4], p.42.

Sea K un subconjunto de un espacio normado X. En este trabajo K representard el cerrado
de K en la topologia de norma y K" representara el cerrado de K en la topologia débil. En

general, K € K". El siguiente resultado es una consecuencia del teorema de Hahn-Banach:

Teorema 1.10. Sean X un espacio normado y K un subconjunto convexo de X. Entonces

K=KY
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Demostracion. Ver [2],teorema I11.7, p.38.

Teorema 1.11. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces T € L(X,Y) si, y solamente si T €
L((X,w), (Y, w)).

Demostracion. Ver [2], teorema I11.9, p.39.
Representaremos por X** al dual topologico de X*, donde X es un espacio normado.

Definimos J: X — X™ siendo Jx = &, paratodo x € X , donde §,: X* — Ky tal que §,(x) =
f(x) paratodo f € X*. J es llamado la aplicacion candnica de X en X**.es facil ver que J esta
bien definida, es lineal y es una isometria, por lo tanto X y J(X) € X™ son isométricamente

1somorfos.

Definicion 1.13. diremos que un espacio de Banach X es reflexivo si J es sobreyectiva. en este

caso, X y X™ son isométricamente isomorfos .

Teorema 1.12. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es reflexivo si, y solamente si By es

compacta por la topologia débil de X.
Demostracion. Ver [2], teorema II1.16, p.44.

Proposicion 1.6. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si M es un subespacio vectorial cerrado

de X entonces M es un subespacio de Banach reflexivo.
Demostracion. Ver [2], proposicion I11.17, p.45.

Sea X* el dual topoldgico de un espacio normado X, podemos considerar en X*, ademas las

topologia fuerte y débil, otra topologia importante, es llamado topologia estrella débil.

Definicion 1.14. Sea X un espacio normado. La topologia estrella débil de X* , denotada por w*,
es la topologia que tiene como sub-base a la coleccion § = {p~1(4); ¢ € J(X) € X**,Ac K
abierto}={671(A); x € X, A c K abierto}.

Es claro que la topologia estrella débil de X es menos fina de que la topologia débil de X ™.
De la definicién tenemos que la coleccion S ={W, (¢, ); x € X, ¢, € X*,e > 0}, donde
Wy (@0 )={Y € X*;|(Y — @o)(x)| < €} parax € X, ¢, € X"y € > 0 es una sub-base para la

topologia débil estrella. Ademas unared (@4)gep € X* converge para @ € X* topologia débil
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estrella si y solamente si @4 (x) — @(x) para todo x € X. En este caso, diremos que (¢4) gep

W*

converge débil estrella para ¢ e indicaremos este caso por ¢, — @. Tenemos el siguiente
teorema para la bola unitaria cerrada del dual de un espacio de Banach X con respecto a la

topologia débil estrella.

Teorema 1.13. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sea X un espacio de Banach . Entonces

el conjunto By es compacto en la topologia débil estrella de X*.

Demostracion. Ver [2], teorema 11.15, p,42.
1.2 Teoria de Integracion

Definicion 1.15. Sea X un conjunto no vacio arbitrario. Un ¢ — algebra en X es una coleccion
A c P(X), donde P(X) denota el conjunto de partes de X, que satisface las siguientes

condiciones:

(1) X €A
(i1) Si A€ A,entonces X \ A € A.
(i)  Si A, € A paratodo n€ N, entonces U,, 4,,

si A esuna g — algebra en X, entonces diremos que los elementos de A son los
conjuntos mensurables en X y que (X, A) es un espacio mensurable.
Proposicion 1.7. Sea X un conjunto cualquier. Si F € P(X), entonces existe una menor ¢ —
algebra o(F)en X que contiene F, esto es, si C es una ¢ — algebra en X que contiene F

entonces o(F) c C. Diremos que o(F) esun o — algebra en X generada por F.
Demostracion. Ver[3], proposicion 1.1.1, p.2.

Definicion 1.16. Sea (X, I') un espacio topoldgico cualquiera y sea B un o — algebra en X
generada por I, esto es , B = o( I'). Los elementos de B son los conjuntos de Borel , o
conjuntos de Borel mensurables o conjuntos mensurables a Borel.

Definicion 1.17. Sea (X, A) un espacio mensurable. Una medida sobre X es una funcion

u: A — [0. 4] que satisface:
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i w@=0

(i) u(Uj2; 4) = 272, u(A4;) siempre que { 4;; i € N } es una familia enumerable de
elementos de A dos a dos disjuntos
Definicion 1.18. Un espacio medida es un espacio mensurable (X, A) que tiene una medida u
definida en o — algebra A de sus conjuntos mensurables. Denotamos estos espacios como

triples (X, A, u).

Observacion 1.2. el caso en que X = R", H.Lebesgue construyo una g — algebra M (R") que
contiene a los borelianos y una medida m sobre M (R™). Esta medida m es llamada medida de

Lebesgue.

Definicion 1.19. una medida u definida en ¢ — algebra de todos los conjuntos de Borel en un

espacio de Hausdorff localmente compacto X es llamado una medida de Borel sobre X.

Supongamos que A es una ¢ — algebra que contiene todos los borelianos. Entonces , una

medida pu definida en A se llama regular si

(1) Para todo subconjunto compacto K de X tiene u(K) < oo.
(i)  Paracada A € A tenemos u(U)=inf{u(V):A c V,V abierto}.
(iii)  Para cada conjunto abierto U de X tenemos u(U)=sup{u(K):K < U, K compacto}.

Una medida que satisface las condiciones (ii) y (iii) es llamado regular exterior e interior,

respectivamente.

Observacion 1.3. Recordemos que un espacio de Hausdorff X es un espacio topologico que
dados x ,y € X, x # y, existen abiertos disjuntos V' y W tales que, x€ V e y€ W. Un
espacio topologico X es localmente compacto si todo punto x de X esta contenido en un

abierto V tal que Ves compacto.
Definicion 1.20. Si (X, A) es un espacio mensurable y (Y,T') es un espacio topoldgico, X

Observacion 1.4. Si (X, B) es un espacio mensurable donde B es un o — algebra de Borel
e Y es un espacio topologico, entonces toda funcidén continua f: X — Y es mensurable, o
Borel mensurable. Las funciones Borel mensurables son frecuentemente llamados de

funciones de Borel.
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Las definiciones que se siguen, iremos siempre considerando que A es un o — algebra
en un conjunto X cualquiera y p una medida definida en A. Si A € A, entonces definimos

una funcién caracteristica I, como

1, xeA
IA(x)z{OxeA

Definicion 1.21. una funciéon u: X — [0, +0) es una funcién simple si tu conjunto imagen es
finito, esto es, u(X) = {ay, az, ..., @, }. En este caso u es de la forma Y a;l,, , donde 4; =

{x e X;ulx) = a;}.

Definicion 1.22. Si u es una funcion simple y E€ A, definimos la integral de u sobre E como

n

f udu = Zal-/,t(Ai NE).

i=1

Observacion 1.5. Como puede acontecer que ((4; N E) = oo para algln i, por convencion

escribiremos 0. 0 = 0.

Definicion 1.23. Si f: X — [0, +00) es numerable y E€ A, definimos

f fdu = sup f pdu,
E E

Donde el supremo es tomado sobre todas las funciones simples mesurables tal que 0 <

u<sf.
El nimero [ ¢ fdp es llamado integral de Lebesgue de f sobre Econ respecto a la medida p.

Sea f: X — R, podemos asociar a f , a su parte positiva (f ) es negativa (f~) del siguiente

modo f*(x) = (f v 0)(x) = max{f(x), 0}, f~(x) = —(f A 0)(x) = —min{f(x), 0},
Luego, tenemos que f = f* — f~. Por lo que se muestra que

e f:X — R es mensurable si y solamente si f+ y f~ son mensurables.

e si f es mensurable,entonces |f| es mensurable.
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Definicién 1.24. Sea (X, A) un espacio mensurable y u es una medida en A. Definimos £ ()

como el conjunto de todas las funciones mensurables f: X — K tal que fx |fldu < oo.

Los elementos de £ (u) son llamados funciones Lebesgue integrables (con respecto f).

Definicion 1.24. Sea f = u + iv donde u e v son funciones reales mensurables en X. Si

fCLY (1) y EE A, definimos

Jo fdu=f, wrdu— [ wdp+if, vidu—if, vdu,

donde u*, u~y v*, v~ son las partes positivas y negativas de u e v , respectivamente.

Proposicion 1.8. L1(u) es un espacio vectorial y | Sy fdu| < [, Ifldu paratodo f € L*(u).
Ademas la aplicacion ¢: L1(u) — C definida por ¢ (f) = [  fdp es una funcional lineal.

Demostracion. Ver [3], proposicion 2.3.7, p.66.

Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. Denotamos por C.(X) como siendo el

conjunto de funciones continuas f de X en K tal que suppf = {x € X; f(x) # 0} es compacto.
Diremos que una funcional lineal ¢ sobre C.(X) es positivo si ¢(f) > 0 paratodo f € C.(X)
tal que f > 0.

Teorema 1.14. (Teorema de representacion de Riesz) Sea X un espacio de Hausdorff localmente
compacto y sea ¢ una aplicacion lineal, continua y positiva sobre C.(X). Entonces existe una

unica medida de Borel regular u sobre X tal que para toda f € C.(X) entonces

o(f) = [, fdu.
Demostracion. Ver [3], teorema 7.2.8, p.209.

Observacion 1.6. el teorema de representacion de Riesz continua valido si intercambiamos C,.(X)

por C(X) y consideramos X un espacio compacto.

Si M (X) denota el conjunto de medidas de Borel u sobre X , esto es, u: B = [0, ©] donde B
esun o — algebra de todos los conjuntos de Borel en un espacio compacto X, podemos definir

en M (X) lanorma ||u|| = u(X) y el teorema de representacion de Riesz nos dice que cada
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aplicacion lineal positiva ¢ sobre C(X) corresponde una y solo una 4 € M (X) tal que ||@|| =
llll.
Teorema 1.15. Sean p y q numeros reales positivos tales que % + 5 = 1, X un espacio mensurable

conmedida uy f,g: X — [0, o] funciones mensurables, entonces :

a) Desigualdad de Holder

1

i 1fglan < (S, 1F1Pdu)” (S, 1g17du)".

b) Desigualdad de Minkowski

1

1 1 1
(5, 1f + glPau)” < (fi, 1F1Pdu ) + (J, lgl9du)".
Demostracion. Ver [3]. Proposiciones 3.3.2 y 3.3.3, p.101.

Definicion 1.26. Si 0 < p < oo, el espacio LP(u) consiste de todas las funciones complejas

mensurables definidas en X tal que [ o |f1Pdu < oo

Proposicion 1.9. Sea 0 < p < oo. Definido

5
11l = ( j |f|Pdu> .
X

Tenemos que ||. ||, es una semi-norma en LP (u).
Demostracion. Ver [3], corolario 3.3.4, p.102.
Definicion 1.27. Sea f: X — [0, +o0] una funcion mensurable. Definimos el supremo esencial de

f, y denotamos por || f||, como siendo el “numero”

infS,S
1l {065 7
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Donde S = {a > 0; u(If17*[(a, »)]) = 0}.
Definicion 1.27. Definimos £% (u) como siendo el espacio de todas las funciones complejas

mensurables en X tal que || f||, < .

Proposicion 1.10. Sean p y q numeros reales positivas tal que % + 5 =1SifelP(u) vy
g € L:(u),entonces fg € L*(w) y lIfgll < lIfll,llgllg

Demostracion. Sale directo de la desigualdad de Holder.

Sea 1 < p < co: Podemos definir en LP (i) a la siguiente relacion de equivalencia:

f~g si,ysolosi|lf —gll,=0si,ysolosiu({x € X; f(x) # g(x)}) = 0.

Denotaremos por LP (i) como siendo el espacio cociente LP (u)/ ~. De este modo tenemos que

IIl.1l, esunanorma. Ademas , tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.16.(Teorema d Riesz-Fisher) (LP(w), |I.1l, ) es un espacio de Banach para

1<p<om.

Demostracion. Ver [3], teorema 3.4.1, p.106.

Teorema 1.17. los espacios LP (i) son reflexivos para 1 < p < oo.
Demostracion. Ver [2], teorema V.10, p.59.

Teorema 1.18. (Teorema de convergencia Dominada de Lebesgue ) Sea (f;,) una sucesion de

funciones mensurables en X tal que existe f(x) = lim f, (x) para todo x€ X. Suponga que exista
n

g € L1(w) tal que |f;,(x)| < g(x) para todos x€ X y n€ N. Entonces:

fa LWy [y fdp=lim [, f,du

Demostracion. Ver [3], teorema 2.4.4, p.72.
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Capitulo 2

Convergencia de sucesiones en

espacios de Banach

En este capitulo, iremos definir convergencias de series en espacios normados y veremos sobre
qué condiciones las definiciones son equivalentes. En particular, mostraremos que el hecho que
una serie es absolutamente convergente sera incondicionalmente convergente esta relacionado
con la completitud del espacio. Aunque, presentaremos ejemplos en ¢, y L, que nos muestran la
existencia de series incondicionalmente convergentes que no convergen absolutamente.
Estudiaremos las sucesiones p-sumables y débilmente p-sumables y por fin , probaremos el

teorema de Bessaga-Pelczynski.
2.1 convergencias Absoluta e Incondicional

Definicion 2.1. Sean X un espacio normado y (x,), una sucesion en X. Decimos que la serie
Yime=1 Xy converge si la sucesion de sus sumas parciales converge, esto es , si existe un x€ X tal

que la sucesion (sy ), converge para x, donde s, = Y.X_, x,, para todo k € N.

Definicion 2.2. Sean X un espacio normado y (x,), una sucesion en X. Decimos que la serie

> 1 X, converge absolutamente si )., ||x,|| converge.
n=1%n g n=111%n g

Cuando una funcion m: N — N es biyectiva, diremos que m es una permutacion de N.
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Definicion 2.3. Sean X un espacio normado y (x,), una sucesion en X. Decimos que la serie
Yin=1Xn converge incondicionalmente si Y- X7 ) converge cualquiera que sea la permutacion

7 de N.

Observacion 2.1. Observe que si una serie convergente incondicionalmente , entonces converge

pues la identidad es una permutaciéon de N.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de un conocido resultado de analisis

real.

Proposicion 2.1. Sean X un espacio normado. Sean (x,,),, vy (a,), sucesiones en X y en R,
respectivamente, tal que ||x,|| < a,, paratodon € N. Si };°_; a,, converge, entonces Y,p; X,

converge absolutamente.

La definicion de series incondicionalmente convergentes no exige que las series Y.nq Xy (n)
sean convergentes para un mismo limite, sea cualquiera de las permutaciones 7 de N. Cuando

estudiamos convergencia de series de nimeros reales, tenemos el siguiente:

Teorema 2.1. Si },;°_; a,, es un<a serie de niimeros reales absolutamente convergente , entonces

para toda permutacion 7 de N tenemos que Yp-q Arn) = Xn=1 On-

Riemann demostré un hecho sorprendente para las series condicionalmente convergente, esto es,
la serie converge mas no convergen absolutamente.
Teorema 2.2 (teorema de Riemann ) Sea );;_; a,, una serie de numeros reales condicionalmente

converge. Entonces, fijado a € R, existe una permutacion 7w de N tal que Y5 apny = a .

Ademas , existen permutaciones para los cuales la serie diverge para+oo y—co,

Sus demostraciones pueden ser vista en [12] (teorema 3.54, pagina 76). Como consecuencia de

este teorema tenemos:

Teorema 2.3. Una serie de nimeros reales es absolutamente convergente si, y solamente si

converge incondicionalmente.

Esto nos dice que las convergencias absoluta e incondicional de series de numeros reales son
conceptos equivalentes. Este teorema continua valido en R™ debido a la convergencia

coordenada a coordenada y por lo tanto este hecho es valido, también, para cualquier espacio de
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dimension finita . Ademas, los teoremas 2.1 y 2.3 muestran que una serie de nimeros reales
converge incondicionalmente entonces toda permutacion converge para el mismo limite.

Veremos ahora que este hecho es valido en espacios normados no importan su dimension.

Proposicion 2.2 Si una serie ),;— X, s un espacio normado X e incondicionalmente

convergente, entonces Y. ; X (n) converge para el mismo limite, cualquiera que sea la

permutacion i de N.

Demostracion. Supongamos, por el absurdo, que Yn—; X, = S y que exista una permutacion 7 tal

que Yp=q Xp(n) = S’ # 5. Por corolario 1.1, como s # s, existe funcional f € X* tal que

f(s") # f(s). Como fes lineal y continua tenemos que Y.,—; f (x,) es una serie convergente en
K. Por otro lado, por el teorema 2.3, esta serie no puede converger absolutamente pues la
permutacion 7 es tal que Y5 f(x,) = f(5) # f(s)=Xn=1f (Xr(n)) luego por el teorema de
Riemann (teorema 2.2) existe una permutacion o tal que Y5, f (X4 () diverge . Por lo tanto, la
serie Y.n_q Xg (ny diverge, pues si Y54 X5 () = a , entonces por linealidad y continuidad de f,
tendriamos Y. f (X5 ))=f(a) y que contradice la eleccion de 0. Luego Y51 X5 () €5

divergente esto contradice la hipotesis de )5, x,, ser incondicionalmente convergente.

Un ejemplo a seguir muestra que un espacio normado de dimension infinita puede ser una

serie que converge absolutamente mas no converge.
Ejemplo 2.1. Sea X=p(K) el espacio de polinomios reales con dominio K = [0,1]. Para todo n
€ N, sea p,,;: K — R definida por p,, = % Tenemos que (pp)n € p(K) € C(K)y

1 yae
ool = ~ Para todo n € N . Sabemos de analisis real que Ypn=ollpnllx = €, de modo que

la serie X,;— Pn(x) es absolutamente convergente para todo x € K . Por otro lado tenemos que
YimeoPn converge en C(K) para una funcion f € C(K) definida por f(x) = e*, que no es un

polinomio.

De hecho vamos a ver el teorema 2.4 que la existencia de una serie absolutamente
convergente que no sea convergente solo es posible si este espacio no esta completo. Antes de
presentar el teorema 2.4, vamos enunciar el criterio de Cauchy, cuya demostracion se hace de

manera similar en el caso de series en K, una vez que los espacios de Banach son completos.
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Proposicion 2.3. (Criterio de Cauchy) Sea X un espacio de Banach. Entonces la serie )., X,

Converge si y solamente si la sucesion de la sumas parciales es de Cauchy, esto es

n

lim Z x| =0
n,m-oo

i=m+1

Teorema 2.4. un espacio normado X es un espacio de Banach si y solamente si toda serie

absolutamente convergente es convergente.

Demostracion. Sea Y.,— X, una serie en un espacio de Banach X tal que Y., ||x, || converge.

Demostraremos que Y,,—; X, converge , usando la proposicion anterior. De hecho, sean > m ,

entonces tenemos que || X711 Xill < 2ieellxill y dar, como Y372, ||x;|| es una serie

convergente de ntimeros reales tenemos que lim ||X1,,,; x;|| = 0 de donde se sigue de la
n,m-oo
proposicion anterior que la serie converge. Reciprocamente, sea (x,,),, una sucesion de Cauchy

. 1
en X. Entonces para cada k € N existe n, > ny_4 tal que |[x,, — x, || < & para todos m,n = 7.

1
Como ny,q > n; tenemos ||xnk+1 - xnk” < llamando y, = xp,,, — Xn, entonces ||y || <

1 1 .
- - Como Dre1 & converge , tenemos que =1 Yk converge absolutamente y, por hipotesis ,
es convergente .Pero tenemos que x,, + y;+....... tYx = Xp,,, Y haciendo k— oo sigue que
(xnk)k es convergente. Luego (x,), es una sucesion de Cauchy y tiene una subsucesion

convergente, donde se sigue que (x,), es convergente, y que prueba que X es un espacio de

Banach.

Corolario 2.1. Un espacio normado X es un espacio de Banach si y solamente si toda serie

absolutamente convergente es incondicionalmente convergente.

Demostracion. Supongamos que toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente
convergente. Luego, en particular, tenemos que la serie y ella misma converge, y por lo tanto,
por el teorema anterior, tenemos que X es un espacio de Banach. Reciprocamente, sea ),n—; X,
una serie absolutamente convergente es un espacio de Banach X .Luego Yo—;||x,|| es
absolutamente convergente en R, donde por el teorema 2.3 tenemos que Z,‘f:l”xn(n) || converge

para toda permutacion w de N. Como X es un espacio de Banach por el teorema anterior,



23

tenemos que Y.;-1 X (n) € convergente para toda permutacion 7 de N, esto es Y51 x,, es

incondicionalmente convergente.

Vimos entonces para toda serie absolutamente convergente en un espacio normado es
incondicionalmente convergente y es importante el espacio de ser completo y esto no depende de
la dimension del espacio. Por otro lado, el hecho que el espacio es completo no es suficiente para
garantizar la convergencia absoluta de series incondicionalmente convergente. Veremos a través
de dos ejemplos , que lo contrario del caso de la dimension finita , en un espacio de Banach de
dimension infinita la convergencia incondicional de una serie no garantiza la convergencia
absoluta de esta serie.

Ejemplo 2.2 sea X=c;, y tomemos la sucesion (x,), con x, = %” para todo n € N . analicemos

la serie Y,;—1 X, €n cq.
. 1 . , .
Esta serie no converge absolutamente, pues Yoeq|[%n |0 =Xmeq —que la serie armoénica. Ahora
. . .. 1
veamos que esta serie converge incondicionalmente para x = (Z) € ¢y. En efecto sea o una
n

permutacion de N y sea € > 0. Existe NE N tal que N > i . Para todo k€ {1, ....., N} existe ny €
N tal que o(ny) = k. Sea ng = max{n,, .....ny}. Paran> n,, tenemos

Y1 Xo() = Xoy T+ Xom) = Xo(ny) + 0+ Xy thjea Xo(y=x1 + -+ + Xntjea Xo()
Donde A={1,....n}\ {n4, ..., ny}.

Luego para todo n = n,,

”2}1:1 Xo(j) — X”00 < NL-H < % <Ee.

Como la permutacion o fue tomada arbitrariamente tenemos que la serie converge

incondicionalmente.

Ejemplo 2.3. Sea X=[, y tomemos la misma sucesion (x, ), del ejemplo 2.2 y analicemos la

serie Yp=q X, en Ly.

Asi como el ejemplo 2.2 tenemos que esta serie no converge absolutamente en L, pues

1 . , . . .
Yocallxnlls =X —quees la serie armoénica. Resta verificar que esta serie converge
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. .. 1 .y .
incondicionalmente para X:(;) € l,.Para eso , sea ¢ una permutacion cualquiera de N y sea
n

€ > 0. Tomemos N€ N tal que para todo n> N tenemos Zﬁnjiz < €% Parake {1,...., N} existe

n, € N tal que o(ny) = k. Sea ny=max{ny, ... .... ny }. Para n=> ny ya hemos visto que
Z;’lzl x(,(j) = x(,(nl) + -+ xd(nN)+2jEA Xo-(j)le Donde A={1,...,n}\ {Tll, ...,TlN}.

Reorganizamos los elementos del conjunto A de la forma que A={j, ...., jn—n} donde a(j;) <
0(j,) <+ <a(p_n). Como o(j;) = N + i para todo i=1,...... ,n-N, obtenemos que

1 1

2
—_— ) ” que tiene apenas un numero finito de ceros,
N+1’ N+2 2

”2};1 Xo(j) — x||§=|| (0, e n,0,

luego

2
n [ee]

1 2
ZXUU)—X Szj—z<€.

j=1 , J=n

Y por lo tanto, como ¢ es tomada una permutacion cualquiera, tenemos que la serie converge

incondicionalmente.

Observe que si intercambiamos la sucesion (Z) por una sucesion (a,), tal que (a,), € [, pero
n

(a)n € Ly , tenemos que Y.o—q Ay e, converge incondicionalmente mas no absolutamente. El

Teorema Clasico de Dvoretzky-Rogers, que serd demostrado en el capitulo 3, nos garantiza que

un espacio de Banach de dimension infinita siempre podemos encontrar una serie

incondicionalmente convergente que no se absolutamente convergente.

Antes de terminar este parrafo vamos introducir el concepto de serie perfectamente convergente
y mostrar que el espacio de Banach, este concepto es equivalente a la de serie

incondicionalmente convergente.

Definicion 2.4. Una serie ), X, en un espacio normado y perfectamente convergente si la

serie

¥ . a,x, converge para toda sucesion (a,,),, donde «a,, € {—1,1} para todo n€ N.
n=1“%n‘n g p n’n n p
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Teorema 2.5. Sea ),,°_, x,, una serie en un espacio de Banach X. Son equivalentes:

a) La serie )5, X, converge incondicionalmente ,
b) Toda serie de la forma ;2 x,, (subserie de la serie Y. x,,) donde (7;); es una sucesion
creciente, convergente.

¢) Laserie Y5, X, converge perfectamente.
Demostracion. (b)— (c)

Sea (@), una sucesion arbitraria tal que a,, € {—1,1} para todo n€ N . Particionemos el

conjunto de numeros naturales de la siguiente manera, N = A U B, donde A={ny,n,, ...} y

el conjunto de indices tal que a, = 1 y B={m, m,, ....} es el conjunto de indices tal que

a, = —1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las sucesiones (n;); y (mj)j

son crecientes. Por hipotesis, tenemos que X.i2; Xp, ¥ X724 Xpm; convergen. Como para todo
k _ vk

k€ N tenemos Yy—1 AnXp = Y=g Xn, —

Zle Xm; ,entonces ,tomando el limite cuando k — oo sigue que Yoy Xy =

oo co
221 Xn; — Lje1 Xm; converge.

(©)— (b)
Sea (n;); una sucesion arbitraria creciente en N . Considere A={ny, n,, ...} y B=N\A.

Sean (ay ), ¥ (Br)r sucesiones tal que @), = 1 paratodok€ Ny B, =1sike A o -1si

ke B. Por hipotesis, tenemos que Y.p—q @rXr Y me1 Pk Xi convergen y por lo tanto,

co

P21 Xn, = Yiea (@ + B Xx)/2 converge.

(@)— (b)

Supongamos, por el absurdo, que exista la sucesion creciente de numeros naturales (n;); tal

que Y724 X, diverge. Luego por el criterio de Cauchy, existen €, > 0 y numeros naturales

my, < 1,<my, tal que ”Zir’:‘mk Xn, ” > €, para todo k€ N. Denotemos los términos de la

., . r
sucesion (xi ), que no aparecen en ninguno de los segmentos (xnl.)_
=

k
my POT YL Y2

Construimos un reordenamiento de la serie ;- x; de la siguiente manera : afadimos los
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r
elementos del segmento (xni)i_

" seguido del termino y, etc .Por construccion, tenemos

que esta serie diverge ,esto contradice (a).

(b) = (a)
Supongamos, por el absurdo, que exista una permutacion w de N tal que X7, x, (k)
diverge . Por el criterio de Cauchy tenemos que existen €, > 0 y nimeros naturales [; <

pi < li;q tal que ||Zzi=li X (k) ” > €, para todo i € N. Denotamos por A; el segmento

pi :
(xn(k)) l para todo i € N. Tenemos que los A; son disjuntos ¢ inf ”Zz‘:li Xre(k) ” =6>0
k=l; l

reorganizamos los A; de modo creciente y denotamos por m; y r; como el menor y mayor

, . . T . .,
indice, respectivamente. Luego A;C (xn)n;mi para todo i € N. Pasando a una subsucesion es

necesario , podemos escribir los A; demodoquer; <m, <1, <m3 <13 <
-+ ... Por lo tanto, sumando los terminos de A; con A, después A5 asi sucesivamente ,

obtenemos una subserie de la serie Yy~ X que diverge , esto contradice (b)
2.2 Los espacios £,(X) y €5 (X)

Definicion 2.5. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < oo . Una sucesion (x,), en Xy
fuertemente p-sumable (o simplemente p-sumable) si Yo, ||x, [P < o0, es decir, la sucesion

de escalares (||x,|);, estd en £,,.

Por simplicidad, denotaremos las sucesiones (x,), por (x,). Observe que directamente
de la definicion, tenemos (x,,) es 1-sumable si y solamente si ),y X, es absolutamente

convergente .

Indicaremos por ¢, (X) el conjunto de sucesiones p-sumables en X. Definido la adicion y el

producto por escalar en £,,(X) de la siguiente manera

()T ()=0 + y0),  (xn), () € £p(X),

Alxn) = (Axn), A €K, (xn) € £,(X),
Muestre que £, (X) es un espacio vectorial sobre K.

Es natural definir ||. ||,,: £,(X) = R por
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00 1/p
Gl = (annnp>

Para toda (x,) € £,(X). Afirmamos que ||. ||, es una norma en £, (X) y que (£,(X), Il |[,,) es un

espacio de Banach. La demostracion de este hecho es de forma analogo en el caso de ).

Definicion 2.6. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < oo . Una sucesion (x,) en Xy
fuertemente p —sumable si Y.;_1|@(x,)|P < oo para todo ¢ € X*, es decir, (¢(x,)) € £, para
todo @ € X*.

Indicaremos por £3'(X) como siendo el conjunto de sucesiones fuertemente p-sumables en X.
Tomamos 7' (X) un espacio vectorial sobre K definido en £3'(X) una adicién y un producto por

escalar de manera analogo en el hecho en £, (X).
Observacion 2.2. Tenemos que £, (X) < £7'(X).

En efecto, si (x,,) € £,(X), entonces Y7, [|x, ||” converge. Si ¢ € X*, entonces para todo k€ N,

n=1l@Ce) [P <ll@llP E3-qllx, [Py luego tenemos que X519 (x,) [P converge .Como es

tomada arbitrariamente , se sigue que (x,) € £3'(X).

Es natural definir ||. [} : €5'(X) = R por

G2 = sup (E21lo ) [P)?

PEBx~
Para toda (x,,) € £3'(X).

Proposicion 2.4. la funcion ||. ||} es una norma en £7'(X) y (£31(X), || ||};) es un espacio de

Banach.

Demostracion. Es facil de verificar que £3'(X) es un espacio vectorial sobre K con las
operaciones definidas. Veremos que || (x,,)ly es una norma en £3'(X). Tenemos que || (x,) |l <
oo para toda (x,,) € £5'(X) .De hecho ,asociamos a cada (x,) € £3'(X) a la siguiente

aplicacion:

wX -4
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@ — (p(x)

Tenemos que u estd bien definida, pues (x,) € £3'(X).Ademas , es claro que u es lineal. Veremos
que u es continua. Para probar este hecho, usaremos el teorema del grafico cerrado (teorema 1.7).

Supongamos que (@ , u(@)) = (@, (¥,)) en X*xl,,. Esto significa que cuando k— oo tenemos

@ = @enX"y (Pr(xp))n = u(@y) — (¥n) en l,. Mostraremos que u(¢ )= (), donde el
grafico de u es cerrado y por lo tanto , u es continua . En efecto , como Y.5—|¢@(x;,)|P < oo para

todo ¢ € X* tenemos que lim |p(x,)| = 0 paratodo ¢ € X* , luego { ¢(x,);n € N} es
n—-oo
limitada en X , es decir M>0 tal que paratodo n € N, ||x,,|| < M, 0 sea ”%xn ” < 1 para todo

n € N . Pero como ¢, — ¢ en X", dado € > 0, existe un k; € N tal que ||p; — @l < jpara

todo k = kq, estoes |pr(z) — p(2)| < ﬁ para todo k = k, y paratodo z € X con [|z|]| = 1. En

articular, para z =1x ,n€ N, tenemos que @y (x,) — @ (x,)|<= *
p p n = 3y %n que [P Xy P X )13

para todo k = k; y para todo n€ N. Por otro lado, tenemos u(¢@y) = (3,) en L, mas u(g,) =

1
((pk(xn))n, luego existe k, € N tal que (X, |9k () — ynlP)P < g Para todo k > k,, donde

oe) vl <5 (%)
para todo k > k, y para todo n€ N. Sea k,=max{k;, k,}. Entonces para todo n€ N tenemos
0< |(p(xn) - ynl < |(p(xn) - (pko(xn)|+|§0k0(xn) - ynl < g + g = €

Luego para todo € > 0 tenemos 0 < |p(x,) — ¥,| < € paratodo n€ N . Donde ¢(x,) = y,
para todo n€ N, es decir (y,,)=( ¢(x,,)) = u(@). Por lo tantou es continua . De ||lu|]| < ooy

1
lull = max  [lu(@)ll, = max  [[Cpx )l = sup ErZile () P)P = ()Y S
PEBx+ PEBx+ QEByx
concluimos que ||(x,) [}y < oo.

Verificamos las condiciones de norma. Sean (x,,), () € I/ (X) y 4 € K. Tenemos :

(1) |G = 0, por la definicion.
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(i)  sillCe)lly = 0 entonces (x,,) = 0. De hecho , pues si (x;,) # 0 entonces existe n, €

N tal que x,, # 0y por el teorema Hahn-Banach (corolario 1.1), existe ¢, € X" tal

que [|@o|I=1 y @o(%n,) = ||%n, || # 0 .Por lo tanto,

S

et = s (Yoo ) = foy(el >0

Estoes [[(xp)|[y # 0 si(x,) # 0.
(i) NACGDE = AN Gl

Enefecto

1AGxn)1lp'= sup (Z?{’=1I<P(/'lxn)lp)%= sup [I/1|(21i°=1l<ﬂ(xn)lp)%]= Zililesy]I

QPEBx* PEBx*
i) NG + Gl < G+ ()l Basta recordar la desigualdad de Minkowski

tenemos que

1 1 1

> P > P > P

(ka(xn)w(yn)lv) s<2|¢<xn>|p> +(Z|<p(yn)|v)
n=1 n=1 n=1

Y tomar el supremo cuando ¢ € By+ .

Veamos finalmente que (I (X), ||.[[}y) es un espacio de Banach. Sea (x(k));o:l una

sucesion de Cauchy en 1)} (X). Para cadak € N, sea x* = (x(k)):;l. Dado € >

w
0, existe ko € N tal que para todo k'>k> k,, tenemos [|x®) — x*") ||p <€, es decir

1

sup (Z?{Ll |o(xa®) — (xn("’))|p>;< €.
PEBx*

Luego, para todo k'>k> k y para todo ¢ € By entonces,

1

(Z?f;l |o(xa®) - (xn("’))|p>; <€l (¥

Ademas, para cada n € N tenemos que |<p(xn(")) — (p(xn("'))| < € paratodo @ € By+y

para todo k'>k= k.

Por el coralario 1.3, tenemos que para todon € N
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ben® =5, 90}= sup (e, ®) = 0 (3,0)]| < ¢
PEBx*

para todo k">k=> k,. Asi, fijandon € N , tenemos que (x(")):;1 es una sucesion de Cauchy en
X que es completo , donde existe x,, € X tal que ’ll_r)glo x, ) = x,, .Veamos que x= (x,,) € Ly (X).

y lim x®) = x en 1Y (X).

para ¢ € By+ tenemos kl,im <p(xn(k’)) = @(x,) donde por (***) se sigue que

le(xn(")) — ()| < eP
n=1

1

Para todo k > k, entonces ||x — x(k)”;}: sup (Z;‘f=1|(p(xn(k)) - <p(xn)|p)5 < € Paratodo k >
(pEBX*
ko

Ahora observe que x=(x,) = (x,*0)) — (x,%0) — x,) y como (x, k) — x,,) , (x,,%0)) €
L7 (X). y Iy (X) es un espacio vectorial sobre K, tenemos que x€ 1)) (X). Concluimos que

Ill_)rgo x¥ = xen WX, -1y y que completa la demostracion .

Observacion 2.3. Por la observacion 2.2 la aplicacion id : (I (X), || |l,) = (L7, - I3)
donde id es una aplicacion identidad , esta bien definida y ademds , para todo (x,) € 1,(X) y

@ € X" tenemos

Uy

> p
(le(xn)l") < llelllGepll,

n=1
Y por lo tanto, tomando el supremo en relacién a todos ¢ € By« tenemos que |[(x,) |l < [|(xp) ]l
Esto significa que la aplicacion inclusion arriba definida es continua.

Observacion 2.4. Sea E un espacio vectorial sobre K y sea P un conjunto dirigido de semi-
normas en E. Supongamos que P separa los puntos de E, esto es , dado x # 0, x € E, existe a €

P tal que a(x) # 0. Sea S={B&:€ > 0,a € P}donde B& = {x € E; a(x) < €}. El conjunto {a
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+S} es una base para una topologia de Hausdorff en E tal que las operaciones de espacio
vectorial (x,y)€ ExE » x +y € E y(4,x) € KxE » Ax € E son continuas. Ademas, S es una
base de vecindades de cero en esta topologia (formada por conjuntos absolutamente convexos).
Diremos que un espacio E equipado con esta topologia y un espacio vectorial topoldgico
localmente convexo o simplemente , es un espacio localmente convexo. Podemos definir [, (E)
como siendo el conjunto de sucesiones (x,,) en E tal que Z;’{’=l|a(xn)|p < oo para toda a € P.
Diremos que los elementos de [,,(E) son las sucesiones p-sumables o absolutamente p-sumables

es un espacio localmente convexo E.

Si E es un espacio normado con dual topologico E* , podemos asociar a cada ¢ € E™ la semi-
norma m,, definida por m,(x) = |@(x)| para todo x € E . Observe que la familia P={m,,; ¢ €

E*} es un conjunto de semi-normas que separa los puntos de E. En efecto, dado x # 0,x € E,

por el corolario 1.2, existe ¢ € E™ tal que ¢ (x) # 0y por lo tanto, existe m,, € P tal que

my,(x) # 0. Latopologia generada en E por esta familia de semi-normas es la topologia debil.

Vamos denotar por E,, el espacio normado E equipado con una topologia débil. Entonces
lp (Ew) = l{)V(E)

Pues (x,,) € L,(E,,) siy solamente si ¥;_;|m,, (xn)|p < oo paratoda @ € E*, 0 que equivale a

decir que Z;‘f=1|<p(xn)|p < oo paratoda @ € E* o sea, (x,,) € £ (E).

Sea E un espacio normado . Una sucesion (x,) C E serd dicho incondicionalmente sumable si
la serie Y., —; X, converge incondicionalmente en E. Mostraremos la proposicion 2.2 que si (x;,)
es una sucesion incondicionalmente sumable, entonces todas las sucesiones (¥X_, Xr(n))

converge en E para el mismo limite cuando m recorre el conjunto de permutaciones de N.

Proposicion 2.5. Toda sucesion incondicionalmente sumable en un espacio normado y

débilmente 1-sumable.

Demostracion . En efecto , sea (x,,) es una sucesion incondicionalmente sumable en un espacio
normado E. Mostraremos que (x,,) € [Y(E). Por hipétesis la serie Y., X, converge

incondicionalmente en E , esto es , (XX_, xn(n))k converge para toda permutacion m de N. Esto

implica que para todo ¢ € E* la sucesion (XX_, ¢(x,)) converge incondicionalmente en K,
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donde el teorema 2.3 converge absolutamente, esto es, ).o—4 || (x,,)|| converge para todo ¢ €

E*. O sea (x,) € IV (E).

Es natural preguntarnos que una sucesion débilmente 1-sumable serd incondicionalmente

sumable. El ejemplo a seguir muestra que no siempre esto sera verdad.

Ejemplo 2.4. Considere la sucesion candnica (ey,) en c¢o. Tenemos que (e,) € 1) (co). De
hecho, para todo ¢ € (cy)*=l;, tenemos ¢ = (@;) , donde Yo |@(ey)| =

Z?Lo=1|2?o=1 a; en,i|:2%°=1|an|:”(P” < 0o,

Por otro lado, la serie ),;—, e, diverge pues ||e, |l = 1 para todo n€ N. Por lo tanto (e,) no es

incondicionalmente sumable .

Ademas , Y7 e, también diverge en la topologia débil, de lo contrario, existiria un s = (a;) €
Co tal que @ (sy) = @(s) para todo ¢ € (cy)*, donde (s;) es una sucesion de sus sumas
parciales. En particular, dado j € N, tomando ¢ = e,, € (cy)* tenemos ¢(s;)=1 para todo k = j
y luego concluimos que x; = ¢@(s) = 1 para todo j € N. Por lo tanto tendriamos que

(1,1,1,...)=s€ ¢y, lo que es un absurdo.

Definicion 2.7. diremos que un espacio de Banach X contiene una copia de ¢, si existe un

homeomorfismo lineal entre ¢, y un subespacio de X.

En los ejemplos 2.2 y 2.4 se observa que cualquier espacio de Banach que contenga una copia
de cq existen una serie que converge incondicionalmente mas no absolutamente es una sucesion
débilmente 1-sumable que tiene una serie fuertemente divergente. El Teorema de Bessaga —
Pelczynski nos garantiza que cuando el espacio de Banach no contiene una copia de ¢, en toda

sucesion débilmente 1-sumable sera incondicionalmente sumable.

Lema 2.1. Sean X un espacio de Banach y (x,) € [Y(X). Entonces existe una constante A>0 tal

que Yo—q1le(x,)| < Alle@]| paratoda @ € X™.

Demostracion. Sea (x,,) € 7 (X) y considere (e,,) la sucesion candnica de ;. Definimos para

todo k€ N los operadores Sy: X* = I; por Sp(@) = Yk_, ¢(x,) e, paratoda ¢ € X*. Es facil

ver que (S;) € L(X*, 1, ). Como (x,) € 1}V(X), tenemos que sup||Si(¢)||;. es finito para todo
K

@ € X*.Como X~ es un espacio de Banach, por el teorema de Banach-Steinhaus (teorema 1.5),
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tenemos que SLI:p”S Il es finito. A si que tomando A=sgp||5k|| , tenemos que Yo | (xy)| <
Al||| paratoda @ € X*.

Teorema 2.6. (Teorema de Bessaga-Pelczynshi)

Sea X un espacio de Banach . Son equivalentes:

a) X no contiene una copia de ¢,

b) Toda sucesion en I}’ (X) tiene una serie débilmente convergente.
¢) Toda sucesion en [} (X) es incondicionalmente sumable.

d) Toda sucesion en [} (X) tiene una serie débilmente convergente.

e) Toda sucesion en [} (X) tiene una serie convergente.
Demostracion . (d)= (¢)

Supongamos que (x,) € [}'(X) y sea una sucesion de escalares (a,,) < {—1,1}. Entonces para
@ € X" tenemos que Y~ |@(anxn)| = Xn1l@(xn)| converge. Luego, (anxy) € If(X) y por
hipotesis, Y. yeq XnX, converge. Como la sucesion (a,) € {—1,1} fue elegido arbitrariamente,

tenemos por el teorema 2.5 que (x;,) es incondicionalmente sumable.
(c) = (b)

Sea (x,) € l7(X). Por hipétesis, (x,,) es incondicionalmente sumable, donde Y);; x,, converge

y por lo tanto, Y ,n-; X, es débilmente convergente.
(b) = (a)

Se sigue del hecho que todo espacio de Banach que contiene una copia de ¢, tiene una sucesion

débilmente 1-sumable que tiene una serie débilmente divergente (ver ejemplo 2.4)
(a) = (d)

Supongamos que exista en X una sucesion (x,) débilmente 1-sumable tal que );;2, x; diverge.

Por el criterio de Cauchy, existen €, y nimeros naturales nj,; > n; + 1 tal que

n
||Z AcaapY

i=Tihee > €, para todo k€ N. Consideremos la sucesion (y;) tal que y, = Y%+ x; para

I=Ngt1
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todo k€ N. Tenemos entonces que ig{lfllykll =38 = €y > 0. Ademas, (y;) € I7(X). De hecho.

Si ¢ € X* tenemos que si p€ N, entonces

ino(yk)l =§ Z o) Z Z loCx)l < pfko(xﬂ <Z|<o(x)|
k=1 k=1 |i=np41 =1i=Tp41

Y haciendo p— oo tenemos que Y.z—,|@(yx)| converge pues a (x;) y débilmente 1-sumable.
Consecuentemente y;, %o y, COMO ig{lfll Yill > 0, por el teorema 1.9 , podemos extraer de (y)

una subsucesion basica (z;) es débilmente 1-sumable donde, por el lema 2.1, existe una
constante A>0 tal que X.p—;|@(zr)| < All@|| paratodo ¢ € X*. Sea (ey) la sucesion candnica de
co y considere T: Lin[e,] = Lin[z,] < X definida por Te, = z, para todo k€ N .Por definicion
>Entonces, por el teorema de Hahn —Banach (corolario 1.3) tenemos
ITxIl = IXk=1 @rzill = sup loXpzr arzi)| = sup [Xyz; ar@(z)] <

PESx* PESx*

m,ngIakl sup Yr-1lo(z)| < A maXIakI Allx|le
PESx+

Y esto vale para todo Xx€ Lin[ey], donde T es continua. Por lo tanto, tenemos que T es un
operador lineal continuo y Lin[z] es un espacio de Banach y de alli la proposicion 1.5 nos
garantiza que existe un operador lineal continuo T: Lin [e;] = Lin[z,] que extiende T. Veamos
que T~ es continua. En efecto, sea Y5 ; @iz € Lin[z;], entonces como (z) es una

subsucesion basica existe una constante M >0 tal que || X 7-; arzkll = M max |y | ||z || donde
<Ksn
sigue que || Y31 @k zkll = M max |ay| min||z,|| = M§ max |a;|. Observando que
1<ksn k 1<ksn

TR -, axer)= Xr_ arzy , se sigue que T(XR_; axer) = MS||XR_; arexllo. Recordando que T
es una extension continua de T, tomando el limite cuando n — oo en la desigualdad anterior
tenemos que ||T (Xpz; axer) || = MSIIXR-1 axexllo y esto muestra que T es un
homeomorfismo lineal . Observando que el hecho de que la norma en ¢, del espacio generado
por la sucesion canonica y el propio ¢, tenemos que X contiene una copia de ¢, y esto

contradice a nuestra hipdtesis.

Observacion 2.5. Sea X un espacio de Banach y K< X*. Supongamos que para todo x € X

entonces ||x|| = sup|@(x)I. Si (x,) € )y (X) entonces
QEK



35

el = sup (Zwm)w)

En efecto por la definicion tenemos

1
m p
||xn||W=sup(Z|<o<xn>|p> = sup sup(ka(xnnp) = sup sup (ka(xn)w)
@PEBxx m =1 m @QEBx+

Entonces, |[(x,)[ly=sup sup ll@(x)nz1ll,
m (pEBX*

Por el corolario 1.3 y el ejemplo 1.3, si @ (x,)5=1 € I

m
lo(e)mqll, = sup |a[(¢(x,))]] = sup E @ (xn)
aEB(lm)* (a’n)EB(lm)* =1
14 14 n

Porlo tanto, ||(x,)llp= sup sup  sup [X3L; an@(xy)| =
m @QEByx (an)EB(lm)*

sup sup  sup |@(Xutg X)) SupSUPIIZm 1 AnXnll =
m (anp)EB lm)*(pEBX (an)EB lm)

sup sup  sup|@(Xnpz; @nXn)| =supsup sup  [Xplg ap@(xn)| = suplle (), =
m

m ((Zn)EB(lm)*(pEK m (pEK(an)EB(l;n)*

sup sup(Xy: 1I<P(xn)|”)P SUP(Zn 1I<P(xn)lp)”

PEK m

Ya vimos que [,(X) < ['(X) . La igualdad no vale en general, como muestra el siguiente

ejemplo:
Ejemplo 2.5. Sea X=c¢y y x,, = %en, paratodon € N.

Tenemos x,, = (X, x) =1 donde

Donde ||x,]l0 = %para todon € N, luego Yo ||x, |l diverge asi que (x;,) € [,(cy) Veamos

que (x,,) € IV (cy) . Para esto tenemos que [; = (cy) *(ejemplo 1.1.)
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Luego, para todo & = (&) € [; tenemos

St =Y [D el = it < Sl <
n=1 n=1In=1 n=1 n=1

Ademas 1;(cy) & 17 (co)

L 1
Aun mas, 1,(cy) & 1)y (co) parea p>1 . Basta tomar para todo n € N la sucesion x,, = 7=eny
usando el mismo argumento utilizado anteriormente , recordando que l; & L,.

Pero en el ejemplo anterior, tenemos que no siempre [, (X) = 1Y (X) para un espacio de Banach

X cualquieray 1 < p < co. Mostraremos en el capitulo 3 que una condicidn necesaria y

suficiente para que esto ocurra es que la dimension de X es finita.
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Capitulo 3

Kl Teorema de Dvoretzky-

Rogers

En este capitulo, a menos que se indique explicitamente lo contrario, nuestros espacios seran
siempre espacios de Banach. A fin de probar el teorema de Dvoretzky-Rogers, definiremos los
operadores p-sumas, daremos ejemplos de operadores y probaremos algunas caracterizaciones de
estos operadores asi como también el teorema de dominacion y factorizacion de Pietsch.
Asimismo, probaremos que todo operador p-suma es completamente continuo, es decir toma
sucesiones débilmente convergente en sucesiones convergentes en la norma. Por fin,
definiremos los operadores compacto y débilmente compactos, veremos que todo operador p-
suma y débilmente compactos donde concluiremos que la composicion de operadores p-suma y
compacto. . Ademds , mostraremos que el operador identidad en X serd p-suma si, y solamente si
X tiene dimension finita. Usando este resultado en conjunto con el teorema de Bessaga-

Pelczynski, probaremos el teorema de Dvoretzky-Rogers.
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3.1 Operadores p-sumantes

Definicion 3.1. un operador S:X — Y es absolutamente p-sumante (o , simplemente, p-sumante)

si (Sxy) € L,(Y) siempre que (x,,) € [;*(X).
Denotamos por [[,(X,Y) o espacio de operadores p-sumantes de X en Y

Si X=c, , en el ejemplo 2.5 mostramos que L, (co) & 1y (¢o) por lo tanto el operador identidad id:
:X = X no es p-sumante. Observe que la dimension de X es finita . Mas adelante se probara que

un operador identidad es p-sumante si y solamente si la dimension de X es finita.
Proposicion 3.1. Todo operador p-sumante de X en Y es continuo.

Demostracion: En efecto , sea S:X — Y un operdador p-sumante y supongamos, por absurdo, que

S no es continuo, es decir , dado n € N existe x,, € X, ||x,,|| < 1 tal que ||Sx,|| > 2™.

—Zn 12np —Zn 1_<Oo

Mas( )El (X) pues Yy
Y como 1, (X) < [;'(X) tenemos (;—Z) € I (X).

Por otro lado (S( )) = (an) & L,(Y), pues lo contrarlo —" — 0, cuando n— o donde existiria

lo que contradice la construccion de (x,, ). Entonces

ny € N tal que |

S no es p-sumante, lo que contradice la hipotesis.
Lema 3.1. Para toda S€ [[,(X,Y) la aplicaciéon
Ysi Iy (X) = ,(Y)

() =(Sxp)
Es lineal y continua.

Demostracion. Sea S€ [[,,(X,Y) cualquier . La aplicacion )5 esta bien definida pues S es p-

sumante.Es facil verificar que ) s es lineal. Asimismo, basta mostrar la continuidad de ) s.

Sea (z), © 1Y (X) una sucesion convergente en 1 (X) tal que Y z¥),, converge L,,(Y).
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Sean z=}li_>n20 Z“elyX)ey =111_r)£10 Y (zF e L,(Y). Mostraremos que y=Y, ¢ z* donde, por el

teorema del grafico cerrado (teorema 1.7), 3, ¢ es continua. Como z, zk e 1y (X) para todo k€
N entonces z=(z,,) y z* = (2,¥),, para todo k€ N. luego , dado € > 0 existe k, € N tal que si

k> k, tenemos ||z% — z||Y < € . Dado ¢ € By-, para todo n€ N tenemos
0 D @ x* P

o 1/p
|(p(znk - Zn)l < (ZI(p(an - Zn)|p>

Y tomando el supremo cuando ¢ € By+ tenemos

k k w
sup 0@ =zl < 12" ~ 2y,

PEBx+

Ademés , para cualquier n€ N fijado , por el corolario 1.3, obtenemos
12, = zall < ll2* = zIly <€

Para todo k> k. Esto es , fijando n€ N tenemos Ill_r)go z,% =z, en X, y como S es continua, pues
si p-sumante, Ill_)rg Sz,* =Sz, enY paratodo n€ N. Ahora como y€ L,(Y) , tenemos y=(y,).
Entonces, dado € > 0, existe k; € N tal que cualquier que sea k> k; tenemos que

I GzF — y||p =1(S z,)n — nll, < €. Mas |l 1I} < I I, en 1, (Y), donde para todo k>
ky tenemos ||(S z,*) — r)nll :)V < €. Usando el mismo argumento usando para mostrar que
lim z,* =z, en X, obtenemos que Ill_)rgo S z,* =y, en Y para todo n€ N . de la unicidad de

k—oo

limites Sz,, = y,, para todo n€ N y por lo tanto y=(y,,) = (5z,) =X z,.

Proposicion 3.2. Un operador S:X — Y es p-sumante si y solamente si existe p = 0 tal que para

todo conjunto finito {xq,..... x,} € X vale la desigualdad

1/p

k k %
<2||Sxi||p> <p sup ( |<p(xi)|p> o
i=1 PEBx \im:1

i=

En este caso, ||Ys|| es menor p > 0 que satisface (*)
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Demostracion. Por el lema 3.1, 3, ¢ es lineal y continua, y por lo tanto ||(Sx,)|l, <

||Z S|| |G si (x,) € 1Y (X). Consecuentemente, dado cualquier subconjunto finito

{X1,..... Xn} © X, definido x=(&,,) donde

¢ _{xn,nzl,....,k
"L 0 n>k

Tenemos que

(&) € 1Y (X) ademas

K >
sup ( I<p(xi)lp> €Y

(pEBX*

k 1/p
<z||5xi||p> <[>
i=1 S

Donde satisface (*)

1=

Reciprocamente, supongamos que existe p = 0 tal que para todo conjunto finito

{X1,..... x5} de X vale la desigualdad (*). Sea (x,,) € 1}/(X). Tenemos que

(Zk;lleillp>

1/p

k
= sup (Znsm-np)
k i=1

1
k P
< psup sup ( I<p(xi)lp)
1

k (pEBX* -

1 1
k P %) 5
= p sup sup(g I<p(xi)|”> = psup E lp(x)I? | =

Donde sigue que [|(Sx;)[l, < pll(x)Ily < oo pues (x,,) € 1y (X) .Entonces por la definicion 3.1

tenemos que S es p-sumante.
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Por (1),

|Z s” € { p = 0; p satisface (x)}, luego ||Z S” > inf{ p > 0; p satisface (*)}.
Por otro lado, si p satisface (*), tenemos ||(Sx;) |, < pll(x;)|l} paratodo (x,) € 1y (X) donde

”Z 5” < p y por lo tanto
|IZ |l < inf{p = 0;psatisface (x)}.
Se sigue que |X || = inf{ p = 0; p satisface ()}.

Iremos denotar el numero ||Z s || por [[ ,(5). Ademas la desigualdad (*) puede ser escrita

del siguiente modo:

k 1/p K %
sxllP| < S DIP
(;u x||> [T %i‘;&@"““')

Donde {x4,..... x,} € X es un subconjunto finito de X.
Observacion 3.1. ||S]| =[] ().

Ejemplo 3.1. Sean K un espacio de Hausdorff compacto, u una medida de Borel regular sobre K

y1<p <. Paracada ¢ € LP(u) podemos definir un “operador multiplicacion” M,: C(K) —
LP(u) definido por M, (f) = f¢ tal que M,, es un operador p-sumante y [[ ,(M,,) = [|@|l,.

En efecto:

Es claro que M,, es lineal. Definimos para cada we€ K y la aplicacion 6,,: C(K) — C tal que
8w (f) = f(w). Entonces §,, esta bien definida .Ademas es claro que es lineal y como we K,

tenemos |6,,(f)| = |f(W)| < sup|f(x)| =|If|lx . Esto implica la continuidad de §,,.
XEK

Ademas, tenemos que 6,, € C(K)" paratodo w€ K .SeaD={6,, : w € K} c C(K)"y
fis oo e fmn € C(K). Observe que ||f||x = sup|d,, ()| = sup|¥(f)| y ,por la observacion 2.5 ,
WEK YeK

tenemos

1

m p m
= sup (;m(mlp) = sup (izllﬁ(W)I’”)

1 1
p p

G = sup <le(ﬁ)|p>

De ahi
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m

m D m %
<;”M¢fi”5> =<ZL |fi<P|pdu> S[L l(plp(j,légiﬂlﬁ(w)lp)du]%

i=1
1

= sup (Z'fl(‘”)'p) <f lolPdu) = I o,

i=1

= ligll, sup <le(ﬁ)l”>

YEB( k)
Por la proposicion anterior, tenemos que M, es p-sumante y I1 p(My) < ll@ll,. Por otro lado,
por la observacion 3.1 [[  ,(M,) = ”M<P”p y sigue de alli que [[ ,(M,) = ”M<P1”p =
ll@ll,. Por lo tanto , M, es p-sumante y [, (M) = l¢ll,.

Ejemplo 3.2. Sean K y i con las condiciones del ejemplo anterior. Sea 1 < p < oo. El operador

inclusion J,: C(K) — LP (u) es p-sumante .En efecto, tomando ¢ en el ejemplo 3.1, tenemos que
P

@ € LP(u)y M, = J,. Ademas tenemos [ p(]p) = (u(K))'/P
Proposicion 3.3. Para todo 1 < p < oo tenemos

a) SiT€L(X,Y)yS€]l ,(,Z)entonces ST €[] ,(X,Z) donde ST = SoT.

b) SiReL(Y,Z)yS €[] ,(X,Y)entonces RS €[] ,(X,Z) donde RS = RoS.
Demostracion a) Si T= 0, entonces es afirmativa se verifica trivialmente, Supongamos
que T # 0. Sea {x4,..... Xx} € X un subconjunto finito. Entonces {Tx,..... Tx;} C Y es
un subconjunto finito de Y es por la proposicion 3.2, como S es p-sumante, existe p = 0

tal que

: b
STx)IP | < Tx,)|P
(;n <x>||> < ”5223*(2"”( x)|>

Mas por la definicion 1.9, ¢ (Tx,) = T*(¢)(x,), donde

| =

1

k > L
o) g (Sroeor) -um (515

Xn)

)
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Como TIIT((‘I)I) EX'y ”T”T;q;l) | < 1si ¢ € By+, tenemos que TII*T(f;I) € By+ si ¢ € By+, De alli
1 1
sup ( e OIEN ) < sup <Z|¢(xn)|p>
@PEByx* =1 PEB x* =1

Y por lo tanto

(ZEalIST@IP)P < py sup (TEalp@n)IP)?

(pEBX*
Donde p; = p||T*||. Donde se sigue de la proposicién 3.2 que ST € [[, (X, 2).

Demostracion parte b) Sean {x;,..... X;} € X un subconjunto finito. Luego

{8x1,..... Sx;} € Y es finito. Como R € L(Y,Z) tenemos que

1 1

k 1 k p
(ZMRS(xn)nP) < IR (Zusocn)np)

Como S es p-sumante, por la proposicion 3.2, existe p = 0 tal que

k 5 k >
SlIP | < DI
(;n ol ) p s <le(x )l )

1=

Donde sigue que

: z : z
RSC:)IP ) <R DIP
(;n <x>||> <Il ||p¢s6%3*<2|¢(x)|>

i=1

Luego, por la proposicion 3.2 tenemos que RS € [], (X, Z).
Proposicion 3.4. Para todo 1 < p < oo tenemos:

a) (II, (X,Y), Il () Es un espacio de Banach.
b) SiS€]l,(E,F),Re€ L(F,Y)yT € L(X,E) entonces RSTE [[,, (X,Y). Ademas,
[I, (RST) < |[RI[TT, HIITII.
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Demostracion a) Es fécil verificar que [[, (.) Es una norma en [], (X, Y). Veamos que

(I, (X, Y),II, (.)) es completo . En efecto sea (S,,)= [[, (X,Y) una sucesién de Cauchy, esto es

, dado € > 0, existe ny € N tal que si n, m = n, entonces

[[Gi-sw<e
p

Como [|S;, = Siull < 1, (Sp, — Sy) sin, m€ N, tenemos que (S,,) es una sucesion de cauchy en
L(X,Y), que es completo , pues Y es un espacio de Banach y, por lo tanto, existe SE L(X,Y) tal
que ||S,, — S|| = 0 cuandon — o . Como S,, — S,,, es p-sumante para todo n, m € N, dado

cualquier {x4,..... X} € X finito tenemos que

(Ci1lISnxi = SmxilIP)P < TTp, (Sp = Sm) sup (Tl (x)IP)?

(pEBX*

Luego , para todos n, m> ng, usando (1) obtenemos que

1
T allSnxi = SmxilP)VP < € sup (Tiilp x)IP)P

(pEBX*

Mas ||S, — S|| = 0, donde S,,(x) — S(x) para todo Xx€ X cuandon — o , luego, paral < i <
k tenemos que S, (x;) — S(x;) cuando n — co. Manteniendo m= n, fijoy cuandon — o ala

desigualdad mencionada , tenemos

1
(ZiallSnxi — Smx )P < € sup (ZElpG)IP)P
(pE X*

Y por la proposicion 3.2 tenemos S,,,-SE [[, (X,Y) y [, (Sm — S) < € para todo m=> n,. Sigue

de alli que S€ [[, (X,Y) y lim S, = Sen]], (X,Y) . Por lo tanto probamos (a).
m—-oo
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(b) Como consecuencia directa de la proposicion 3.3 tenemos que RST € [], (X,Y). Por lo tanto

nos resta verificar que € [[, (RST) < ||RII [T, (OIIT||. Si T = 0, la desigualdad es trivialmente

satisface. Supongamos entonces T+# 0. Sea {x,..... X3} € X finito. Tenemos que R € L(F,Y),

Donde

1

K P k
(ZIIRST(xI)II’”) < IR (Zusnx,)up)

Como S € [], (E, F) ,entonces

1

k P
RS(x)IP | < S Tx)|P
(;u (x)n) <[ [ ®sw (th(xn)

Mas @(Tx;) = T*(¢)(x;) paratodo i=1,2,3,....k y de alli, como ||T*|| = ||T||, obtenemos como

1
p

una demostracion de la proposicion 3.3, la desigualdad

: z
(Znsuxanp) <[] @i su (Zw(xl)v’)
n=1 PEBx:

donde

1

k p
(ZMRST(xi)np) <[ @ e sup (lep(xmp)
n=1 PEBx:

Y , por lo tanto, por la definicion de [], (RST) , Tenemos [[, (RST) < [|R|[ [T, (HIITI|

Proposicién 3.5. Si 1 < p < oo, entonces [[,, (X,Y) c [[, X,Y) y[I; (.) <II, () en
[l, X, Y).

Demostracion. Sea rr > 0 tal que % + i = %.
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1.1 1 . . pq . .1 1
— _l’_ — —
Observe que - + Pl siy solo si —tp=qsiy solo si y + Pyt 1. Sean S€E | |p X,V)y

) ) a
{X1,..... X} € X un subconjunto finito. Definimos A;=||Sx;||r para todo i = 1,2, ..., k tenemos

k 2 k "
p p
rq
(Zumuq) = (Zns»cin g “’)
i=1 i=1
1 1 1
k Y K ? K ?
- (Zus»cinpns:cinT) = (2||Sxi||%"> = <Z||suixi)np>
i=1 i=1 i=1

Como S es p-sumante

. b
SAx)I?P | < S Aix) [P
(;n o ) <[]« );;;2*@'4”( x| )

Luego (Z _11Sx;] Iq)p <II, ) SUP (Z _1lo (4 x1)|p)p €Y)
PEB

Tomando ¢ € By+ y usando la desigualdad de Holder( proposicion 1.1) para los exponentes

'Glﬁ
'BIQ

tenemos que

k k k
D aPlpGlP < () 3P lo G| P

Ademas (Z e xl)Ip)p < CE AN EE o) DYa

Y tomando el supremo cuando ¢ € By+ en esta desigualdad, obtenemos

2:%)|P A 1/r ay1/q
je‘é‘?(*(z"”( x)I) <(Z " ;euif, Gl

=1

De (1) tenemos entonces (Z 1||le||q)p <Il, (S)(Z 1||le||q)r sup (Z 1|g0(xl)|q)q
IS
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1 1
Donde (Xi211Sx117)? < [T, (S) sup (Tiale@x]9)a.
PEL x*

Y por la proposicién 3.2 esto nos dice que S€ [[, (X,Y)y [I; (S) <1, (S). Como S es
tomado arbitrariamente en [], (X,Y), tenemos que [[, (X,Y) c[[; (X, V) y [I; (S) <11, (S)
para todo S€ [, (X,Y).

Observacion 3.2. la proposicion anterior también nos menciona que la inclusion

id:(np (X,Y),l_[p () - (nq (X,Y),l_[q ®)

Es continua.

Ejemplo 3.3. Sea (X, A, u) un espacio de medida tal que u(X) = 1 (0 sea un espacio de
mediada de probabilidad). Dado 1 < p < oo,cada ¢ € LP(u) induce un “operador
multiplicacion” .
My: L (1) — LP ()

fefe

Tal que M, es p — sumante y [], (Mq,) = |l@ll, . En efecto:
Sean fi, ..., fm € L (1) y tomamos p*tal que % + %:1 sip>l (op*=o00sip=1).

Definimos u: £+ — L* (w) tal que u(x) = u, = X%, x;f; para todo x=(x;);2; € £}, , donde €3+
esta definido en el ejemplo 1.3. Veamos facilmente que u es lineal. Sean B+ = Bym = B(ymy+y
14 14

E=L* (). Para todo T€ B , tenemos (Tf;);2; € £3" y en este caso , usando el corolario 1.3,

tenemos

I(Tf)iZ1llp= sup |R((Tf)Z411= sup |XZxTfil = sup |T(w(x))l.
xe m

B p* (xi)i=1EB p* XEB p*
De alli, tomando un supremo cuando T€ B g+.

sup [[(Tf)iZ:1l, =sup sup |[T(u(x))| = sup sup [T(u(x))| = sup [lu(x)lle

X€EB p* TEB gxx€EB p* X€EB p* TEB g XEB p*
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Por otro lado , sup [|(Tf)i4ll, = SUP EEATAHIPVP = ()41l Luego

TEB g+

llull= sup l[u@)llo = I(FHE M. *)

X€EB p*

Fijemos x=(x;){2, € B+ y sea (cy) una sucesion de nlimeros reales tal que ¢;, = [[u(x)llo y
cn = [lu(x)|le. Considere N, (x) = {v € X; u,(v) > c,} para todo n€ N. es facil verificar que
Np(x) € Ay u(N,(x)) = 0 paratodo n€ N .Sea N, = Ug_; N,,(x). Tenemos Ny, (x) € A y
u(N,) = 0 .Ademas , para todo v € X \ N, tenemos |u, (v)| < ||uy|l , por lo contrario,
existiria ng € N tal que [|uy|lo < ¢, < |ux(v)l, donde tendriamos v € Ny, (x) < Ny, o que no
puede ocurrir. Como {’Zi es un espacio separable, pues es homeomorfo a K™, podemos
considerar un conjunto D € By,- . Sea N=U¢p N, . Tenemos que NE A y pu(N) = 0. Ademas
vale |u, (V)| < |luylle paratodo v € X \ N yx€ D (*x). Asi, por D = B+, (**) y (¥),

tenemos

m 1/p
sup <2|fi<v)|p> = s DLl

veX\ N

= sup sup [x((fi»);-)| = sup_sup [ux(@)| = sup suplu,(v)| = sup sup lu(v)]| < supllule
veX\ Nx€B, VEX\ NXEB ) veX\ NxeD x€EDveX\ N x€D

= sup lulleo = 1G24 11y

xEBp*

Por lo tanto

m 1/p m U N "
(;Hm(mllﬁ) =(Z | |fi<P|Pdu> =<J \szwpdu)

p () |P)d ((v)|P Pd
_L\Nm o, W) u] [( sup Zlf(v)l )] UX\NIwI J

1

IA

m

= |( sup |f:()IP)

vEX\

loll, < Nl lGFDE P

l:

Acabamos de mostrar que para f, ... ... fm € L (u) tenemos
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1/p

m 1/p m
(ZII%@)ME) < llpll,sup (Zwmp)
i=1 i=1

TEBg+

Luego, M, es p-sumante y [[,(M,) < ||¢||,. Mas, por otro lado [[,(M,) = ||M(p || donde se

sigue que [T,(M,) = llgll,-

Ejemplo 3.4. Las condiciones del ejemplo anterior, el operador inclusion I,: L (u) — LP () es

p-sumante. En efecto, tomando ¢ = 1 en el ejemplo 3.3, tenemos que ¢ € LP(u) y M; = I,.
Ademas, tenemos ]_[p(lp) = 1.

Teorema 3.1. (Teorema de dominacion de Pietsch)
Sea 1 < p < oo. Tenemos que un operador S: X — Y es p-sumante si y solamente si existen una

medida de probabilidad u sobre By~ es una constante p > 0 tal que para todo x€ X , tenemos

5
Isxll < p j aGOPdu@ | . )
BX*

En este caso, [[,(S) es el menor p > 0 que satisface (*).

Definicién 3.2. Una funcién f: X — Y es dicho completamente continua si lleva sucesiones

débilmente convergente en sucesiones convergentes con norma.

Denotamos por V(X,Y) el espacio de aplicaciones T: X — Y que son lineales y completamente

continuas.

Observacion 3.3. Observe que V(X,Y) < L(X,Y). Basta recordar que la topologia débil es
menos fina que la topologia de lanormay T: X — Y es continua si T (x,,) — T(x) siempre que

Xy > X.
Proposicion 3.6. Sea 1 < p < oo. Entonces [[, (X,Y) € V(X,Y).

Demostracion . Sea S € [[,, (X,Y). Por el teorema de dominacion de Pietsch, teorema 3.1,

existen p = 0 es una medida de probabilidad y sobre By+ tal que para todo Xx€ X tenemos
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D=

Isxll < p f aGOPdu@ | . )
B

X*

w
Sea (x,)c X tal que x,, = 0. Mostraremos que ||Sx,|| — 0, cuando n — oo. Paracadan € N

definimos Xy,: By~ = K tal que X,,(¢) = ¢(x;,,). Recordemos que estamos considerando By«

tiene la topologia débil-estrella. Dado (¢,)qe; © By tal que @, 4 @ € By~ es claro que

Xn(9q) — X, (@), tenemos que X, € C(By+) paratodo n € N. Ademas, fijado ¢ € By+, como
Xn ) , tenemos X, (¢) = @(x;,) — @(0) = 0 cuando n — oo, luego (x;,) converge

w
puntualmente a cero en C(By+). Por otro lado, como x,, = 0 , entonces { ¢(x,); n € N} es
limitado para toda ¢ € X* y, por el teorema 1.6, {x,,; n € N} es limitado la norma. Asi , existe

M>0 tal que dada ¢ € By+, tenemos

0 < ()P < ll@lPllxnll” < llxnlI” < suplix,[|” = M
n

Y como fo* Mdu = Mu(By:) =M,

Tenemos que M € L*(u). Entonces (|X;|?) € C(By+) es una sucesion de funciones medibles

en By« tal que |x,|P %, 0 yexiste M € L'(w) tal que xP @) < M para todo ¢ € By« y para todo
q y que xp

n € N. Luego, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue (teorema 1.18)

lim [ % (@)[Pdu = 0.
n

By

De alli, por (*) tenemos que lim||Sx,,|| = 0y, por lo tanto que S € V(X,Y).
n

Iremos ahora a probar el teorema de factorizacion de Pietsch, que nos dice que podemos
factorizar un operador p-sumante a través de un espacio de funciones continuas y de un espacio
LP (u) donde u es una medida de probabilidad. Inicialmente vamos establecer algunas

notaciones . Si S es un conjunto cualquiera, podemos definir £,,(S) = { f: S = K; sup|f (x)| <
X€ES

oo}. Es claro que £, (S) es un espacio vectorial con las operaciones de adicién y multiplicacion

por escalar definidas puntualmente. Ademas , es facil ver que |||l = sup|f(x)| define una
X€ES
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norma en €, (S). Cuando S=By-, denotaremos £, (S) por X® . Dada cualquier x € X ,
continuaremos denotando por X la restriccion a By« la aplicacion candnica X¥: X* — K. Podemos

considerar la siguiente aplicacion Jy: X = X™* definida por Jx(X)= X para todo x € X , esto es,

Jx(X)=(¢(x))p,. para todo x € X. Por el teorema de Hahn-Banach, corolario 1.3, la aplicaciéon

lineal Jx es una isometria . Luego sigue , J, denota la inclusion de C(K) en LP (1) (ver ejemplo

3.2)
Proposicion 3.7. (Propiedad de extension)

Sea F un subespacio de un espacio normado E y sea S un conjunto cualquiera. Entonces, toda
aplicacion lineal y continua T: F — £, (S) tiene una extension lineal y continua T: E — £,(S)

tal que [|T|| = ||T"||

Demostracion ; Dada f € £,,(S) podemos representarla por f = ((f(s))ses v tenemos ||f ||

finito . Sea una aplicacion lineal y continua T: F = £,,(S) donde T(y) = f, paray € F, esto es ,
T(y) = ((fy (5))ses- Fijemos s € S y sea [[5,: £ (S) = Ky la proyeccion definida por
[Ls,(((f($))ses) = f(So) - Es claro que [[5,  es lineal y continua con ||]_[S0 | <1.SeaF >
Hg :F - Ktal que Hg (y) = (IIs,0 T)(y) = f,(so) paratodo y € F. Tenemos que H, es

lineal y continua, y por el teorema de Hahn-Banach (teorema 1.3), existe 17;0 € E* extension de

H,, tal que ||ﬁs\0 || = ||H50 || Observe que esto vale para todo sy € S arbitrario, luego para todo
So € S existe Hy € E* extension de H; tal que ||Hy|| = l|Hgll. Consideremos T: F — £,(S)

donde T(x)=T, estal que:T, : S = K es definida por T,.(s) = Hy(x), estoes , T, = (H3(x))ses
y veremos que T es una extension de T. Tenemos que T esta bien definida. De hecho, fijemos

x € Eyseas € S tenemos |T, (s)|=|Hs ()| < [|H[llxll = 1HNllxIl < s IIT Il <
IT]|||x]| < oo, donde tomando el supremo cuando s € S obteniéndose que ||’T"x||Oo <

0y ||’I~"x||oo < |ITMIx|l (*). Por lo tanto, T esta bien definida y como vale para todo x € E
fijado , tenemos por (*) que T es continua. Es facil ver que T es lineal, donde por (*) tenemos

|T|| = ||'T"|| Por otro lado , T | r = T es claro que [|T]| < ||’T"||, donde ||T|| = ||T||
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Teorema 3.2. (Teorema de Factorizacion de Pietsch)

Un operador S: X — Y es p-sumante si y solamente si existe un espacio compacto K , una medida
de Borel regular u en K y operadores A€ L(X,C(K)) y BE L(LP(w),Y™) tales que
Bo],oA=]yoS. Eneste caso, podemos escoger u siendo una medida de probabilidad, A es

una isometria de B tal que ||B|| =[], S.

xSy Lye
b
C(K) —LP(p

Demostracion Supongamos que existen un espacio compacto K, una medida de Borel regular u
en K y operadores A€ L(X,C(K)) y BE L(LP(u),Y*) talesque Bo J, 0 A =], oS.Y vimos el
ejemplo 3.2, que J,, € [[,(C(K),LP(u)) y, por lo tanto, B © ], o A = Jy o S es un operador p-
sumante de X en Y. Por el teorema de dominacion de Pietsch, teorema 3.1, existen p = 0 es

una medida de Borel regular py sobre By+ satisfaciendo py(By+)=1 tal que

1
P
Uy oSGl < p| [ laGoPdu(@
BX*
Sea x€ X mas ||Jy ¢ S(X)|| = [IS(x)]| y de alli
1
P

Iscoll < p| [ la@Pduc
B x+
Six€ X donde p = 0y yy es una medida de probabilidad, y nuevamente por el teorema de
dominacion de Pietsch tenemos S € [], (X, Y). Entonces por el teorema de dominacion de

Pietsch existe una medida de Borel regular u con u(By-) = 1 tal que
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S

lson<[] < » f laG)Pdu(a) | Sixe X
p B

X*

Consideremos la aplicacion A:X — C(By+) definida por A(x) = X. Consideremos By+ con la
topologia w*. Ya vimos una demostracion de la proposicion 3.6 que ¥ € C(By+), de modo
que A esta bien definida. Ademas es claro que A es lineal y por el corolario 1.3, si x € X,

entonces tenemos que ||Ax||= sup |@(x)|. Donde sigue que A€ L(X,C(K)) donde K=By- y

(pEBX*
w*-compacto por el teorema de Banach-Alaoglu-Burdaki (teorem 1.13) y A es una isometria.
Considere el conjunto A(X)=X* < C(K) y la inclusion J,: C(K) — LP(u) (ver ejemplo 3.2).
Tenemos que /,(Ax) = X € LP(u) paratodo x € X. Ademas J,(Ax) es un subespacio de

LP(u) . Seaahora By: J,(Ax) — Y definida por B, (]p (Ax)) = Sx paratodo X € X.

Entonces By, esta bien definida, pues si J,A(x;) = J,A(x;) entonces ¢(x;) = ¢(x;) para

todo ¢ en By+ y por el corolario 1.2, x; = x, donde Sx; = Sx, .Veremos que B, €
L({J,(Ax),Y) y IBoll < [1,(S). La linealidad de By es clara. Ademas, para todo x € X

tenemos

1

8o (Jpa0)) [ FIS 0N < T,9) (1, JaGPd (@) =

o) (fy, o @al’ d (@) = T, | Jp (40,

Y por lo tanto, By, es continua con || By || < [1,(S). Consideremos B_O:m -Y la
extension de By el hecho de /, (Ax) con LP (i) . Observamos que A(X)c C(K) y que
m c LP(w) son ambos espacios de Banach. Sea J,: A(X) > J,(A(X)) definida de
manera natural, esto es];,( A(X))=J,(X) paratodo x € X. Sabemos del ejemplo 3.2 que ], €
[1,(C(K), LP (W) y [1,J,)=1. De alli es fécil verificar que [, € [1,(A(X), J,(A(X))) y
]_[p(];,)=l. Por un abuso de notacion, consideremos B, € L(, m, Y)yAe
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L(X, A(X)).Tenemos que para todo x € X, By 0f,04(x) = By 0 J,04(x)=Sx y por la

proposicion 3.4, tenemos
[T, ($)=T1,(Bo 0/04) < [IBoll TT, () IAllI=IIBo

De alli || Byl = l|Boll < [1,,(S), sigue que ||Bo|l = [1,(S). Como Y* tiene la propiedad de
extension (proposicion 3.7), existe B: LP (u) —» Y® que extiende Jy 0B, tal que B €
LLP(u),Y®) y IBII=Il Jy 0Byll . Por lo tanto, tenemos que  Jy 0S =

Jy 0By 0], 0A =B 0], 0A ycomo Jy esunaisometria |[B|[=| Jy 0Byl = ||Boll = [1,(5)

3.2 El Teorema de Dvoretzky-Rogers

Definicion 3.3. Un operador T: X — Y es dicho compacto si T(By) es relativamente
compacto en Y y es dicho débilmente compacto si T(By) es relativamente compacto en ( Y,
w) , esto es T(By) es compacto eny T(By) “ es compacto en ( Y, w), respectivamente .
Denotaremos por K (X,Y)y W(X,Y) como el conjunto de operadores lineales T: X — Y
compactos y débilmente compactos, respectivamente.

Recordemos que T € L(X,Y) si y solamente si T(By) es limitado, pues ||T|| < o siy
solamente si existe M>0 tal que T(By) < {y € Y; |yl < M}.

Veremos inicialmente que T € W(X,Y) siy solo si T(B) % es compacto en (Y,w), para todo
BcX limitado . De hecho si BcX y limitado , entonces BC ABy para algiin A > 0 y usando
la linealidad de T tenemos T(B) ¥ < AT(B) W=AT(B) " que es compacto en (Y,w)si T €

W(X,Y). Reciprocamente, como By C X es limitado, tenemos que T(By) es redlativamente
compacto en (Y,w), donde T € W(X,Y).

El mismo resultado es valido para K (X,Y), estoes T € K (X,Y), siy solosi T(B) es
compacto para todo B X limitado. Basta considerar la topologia de la norma en vez de la
topologia débil.

En el capitulo 1, denotamos la topologia débil de un espacio normado por w . A fin de
simplificarnos la notacion , iremos usar siempre esta notacion para espacios normales
diferentes. Si tuviéramos X e Y espacios normados, entonces (X,w) y (Y,w) representan los

espacios X e Y con las respectivas topologias débil .
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Proposicion 3.8.

a) KX, Y)c WX, Y)c L(X,Y)

b) SiR e L(Y,F)yT € L(E,X), entonces
i) S € W(X,Y) entonces RoSoT € W(E,F)
i) S € K(X,Y) entonces RoSoT € K (E,F)

Demostracion

a) como la topologia débil es menos fina de la topologia de la norma , tenemos que K (X,Y) c
W(X,Y). Para mostrar la otra inclusion recordemos que , por la definicion, si T € W(X,Y)
tenemos que T(By) % es compacto en (Y,w) y por lo tanto e limitado .Consecuentemente T(By)

es limitado en (Y, w) y por el teorema 1.6 es limitado .Asi T€ L(X,Y).

b) Sean ,ahoraS € W(X,Y),R € L(Y,F)yT € L(E,X), y sea BC X limitado . Probaremos
que RoSoT(B) " es compacto en (F,w). Como T € L(E,X), T(B)C X es limitado. Mas S €
W(X,Y), donde S(T(B)) ¥ es compacto en (Y,w). Siendo R:Y— F continua , tenemos que
R:(Y,w)— (F,w) es continua y por lo tanto R(S(T(B)) ¥) es compacto en (F,w), donde es
cerrado en (F,w) tenemos R(S(T(B))) c R(S(T(B)) %), tomando la cerradura en (F,w) tenemos

R(S(T(B))) W c R(S(T(B)) ™) que un subconjunto cerrado de un compacto es por lo tanto

R(S(T(B))) ¥ es compacto en (F,w). Andlogamente, si S€ K (X,Y) entonces RoSoT € K (E,F)
Proposicion 3.9. K (X,Y) c V(X,Y)

Demostracion. Sea T€ K (X,Y) ysea (b,,) € X tal que b, % 0 . Devemos mostrar que Th,, — 0.
Supongamos , por el absurdo, que (Th,,) no sea convergente para cero. En ese caso existen € >
0 es una sucesion (Thy, ) tal que ||Tbnk|| > ¢ para todo k€ N. Como (b,,) es débilmente
convergente , y limitada por lo tanto la subsucesion (by, ) también es limitada . Pero T es

compacto , luego (Tb,, ) admite subsucesion convergente , digamos Tb,, — y € Y. Por lo tanto
]
W W . . . . W
Tby, —y.De b, — 0 sesigue que by, — 0,y de la continuidad de T se sigue que Tb,, — 0
J J J

De la unicidad de limite se sigue que y=0. Asi Th,, — 0y ”Tbnk_ ” > €>0 paratodo k€ N,
J J

una contradiccion. Por lo tanto Th,, — 0.
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Proposicion 3.10. Si1 < p < o entonces [[,(X,Y) € W(X,Y).

Demostracion, Sea SE€ [[,(X,Y) .En la demostracion del teorema de factorizacion de Pietsch,
teorema 3.2, mostramos que la aplicacion A: X—C(By-) definida por A(X) (¢)=%(¢) = ¢@(x)
para todo X€ X y para todo ¢ € By+ es una isometria lineal. Luego, A € L(X,C(Bx+) )y ||A]l =
1. Ademis, por el ejemplo 3.2, sabemos que J, € [[,(C(Bx+), LP(u)). Sea By: J,(A(X)) =Y
definida como la demostracion del teorema 3.2, y sea B, la extension de B, es cerrado de

Jp(A(X))en LP (1)
Caso 11 1< p<

Como LP(u) es reflexivo, tenemos por la proposicion 1.6 que Y, = m es reflexivo,
donde la bola By, es compacta en (Yy, w) , por el teorema 1.12. Pero como B, es continua,
tenemos que By:( Yy, w) — (Y, w) es continua y por lo tanto , B_o(Byo) es compacto en (Y.w),
donde By € W(Y,,Y). Por lo tanto , por la proposicion 3.8, como By € W(Y,,Y) y J,04 €
L(X,Y,) obtenemos que S=B, 0 J,04 € W(X,Y). Entonces [[,(X,Y) c W(X,Y) ,sil <

p < o
Caso 2: p=1

Como [[;(X,Y) < [[4(X,Y), para todo g>1 , tenemos que [[; (X, Y) € [[(X,Y) € W(X,Y),
Por el caso 1.

Veamos ahora un ejemplo de que no es un resultado analogo de la proposicion anterior

K(X,Y) en lugar de W(X,Y).

Ejemplo 3.5. Consideremos LP (1) donde u es la medida de Lebesgue en [0,27]. Sea ], como
un ejemplo 3.2. Tenemos que J,, € [[1(C([0,2x], LP ([0,27]) y por lo tanto, por la
proposicién 3.10, /, € W(X,Y) donde X=C([0,2r] e Y = LP([0,2r]) .veamos que ], &
K(X,Y) Sipor el absurdo J, € W(X,Y) tendriamos m compacto en Y .Por otro
lado, sea la sucesion de funciones f;;: [0,2rr] — C donde para cada n€ N, f;,(t) = €™, para
todo t€ [0,27] y |l fulljo2n) = 1, donde (f,) < Bx ,Si J,(Bx) fuese compacto, entonces

(f,) tendria una subsucesion convergente y por lo tanto , de Cauchy.
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Entretanto ,
”fn _ fmllgz f02n|eint _ eimtldt > fV \/Epdt
Donde V={te [0,27]; cos(kt) < 0}. De alli

I = frsellp = V2V7

Para todo n y k interiores positivos. Luego ninguna subsucesion de (f,) € LP([0,27] y de

Cauchy. Entonces ], € K (X,Y).
Proposicion 3.11. V(Y,Z) o W(X,Y) ¢ K(X,Z).

Demostracion . Sean S € V(Y,Z) y T € W(X,Y).Para mostrar que SoT € K (X, Z) vamos
mostrar que S(T'(B)) es compacto en Z , siempre que BC X es limitado y convexo. De la

topologia, sabemos que basta mostrar que toda sucesion en S(T(B)) tiene una subsusecion
convergente en S(T(B)) .Sean BC X es limitado y convexo (z,,) una sucesion en S(T(B)) y
(x;,) una sucesion en B tal que S(T(x,,))= z,, paratodon € N . Como T€ W(X,Y), tenemos
que T(B)" es compacto en (Y,w) es como (T(x,,)) < T(B)Y, existe una subsucesion
(T(xp,)) que converge paraun y € T(B)" , o0 sea T(xn,) 5 y. Pero S € V(Y,Z), luego
S(T(xn,)) = S(¥) €S(T(B)"). Ademas , como B es convexo y T es lineal , tenemos que

T(B) es convexo y por lo tanto , los cerrados en la relacion de la norma y la topologia débil

coinciden , esto es T(B)Y = T(B) .LuegoS(y)€ S(T(B)) c S(T(B)) pues S es
continua . Esto es si existe una subsucesion ((zy, ) de (z,) tal que z,, =S (T(xnk)) -

S(y) € S(T(B)) ,Mostramos entonces que SoT (B) es compacto, luego SoTe€ K (X, Z).

Observacion 3.4. Es posible mostrar que si E y G son espacios de Banach entonces existe un
espacio de Banach F tal que paratodo A € K (E, G) existen S € V(F,G) y T € W(E,F) tal
que A=SoT, esto es K(E,G) < V(F,G) o W(E,F) (ver [8], teorema 17.1.4, pagina 369).

Corolario 3.1. a) [[,(Y,2)oW(X,Y) ¢ K(X,Z).

b) l_[p(Y' 2o ﬂp(x, Y)c %K(X,2)

Demostracion a) se sigue de las proposiciones 3.6 y 3.11.
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b) se sigue de (a) y de la proposicién 3.10.

observacion 3.5. Vimos que ], € [[;(C([0,2x], LP([0,2]) y ], &

JC(C([O,Zn], Lp([O,Zn])) .Sil < p < oo, entonces LP ([0,27]) es reflexivo y
consecuentemente la bola unitaria cerrada de LP ([0,27]) es compacta por la topologia
débil (teorema 1.12) donde id W((C([0,27], LP([0,27])) donde id es la funcion
identidad . Como J, = id 0 y ], tenemos en general no es verdad que

W, 2)o[l,XY) € K(X,2).

Teorema 3.3. Sea X un espacio de Banach y 1 < p < oo. Entonces ¢, (X)= £, (X). Siy

solamente si X tiene dimension finita.

Demostracion . Si la dimension de X es finita , X=X, y, como ¢, (X,,)= €5 (X), tenemos
£, (X)= £y (X). Reciprocamente, si £, (X)= €5 (X). Entonces id € [[,(X,X) es
consecuentemente id* = id o id € [[,(X,X) o [[,(X,X) € K (X, X). Como id* = id o id
tenemos id € K (X, X).

Luego By = 1d(By) es compacto , y por el teorema de Riesz(teorema 1.8) tenemos que la

dimension de X es finita.

Corolario 3.2. Sea X un espacio de Banch. Entonces el operador identidad id: X — X es p-

sumante s1y solamente si X tiene dimension finita.

Demostracion. De hecho, id es p-sumante si y solamente si (x,) = id(x,) € €,(X) siempre
que (x,) € €5 (X). Entonces , id € [[,(X, X) si y solamente si £, (X)= €5 (X) y el corolario

se sigue del teorema anterior .

Del corolario anterior junto con el teorema de Bessaga-Pelczynski, resulta el siguiente

teorema de Dvoretzky-Rogers.
Teorema 3.4. (Teorema de Dvoretzky-Rogers)

Toda serie incondicionalmente convergente es un espacio de Banach X y absolutamente

convergente si y solamente si la dimension de X es finita .
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Demostracion : Sea X un espacio de Banach tal que la convergencia incondicional implica
la convergencia absoluta, Luego, X no puede contener una copia de ¢, visto que en ¢, existe
una serie que converge incondicionalmente mas no absolutamente (ver ejemplo 2.2).
Siguiendo el teorema de Bessaga-Pelcznski que toda sucesion débilmente 1-sumable es
incondicionalmente sumable y, por lo tanto toda sucesion débilmente 1-sumable posee una
serie absolutamente convergente. Pero esto es lo mismo que decir que el operador identidad

es 1-suma. Luego por el corolario anterior , X tiene dimension finita.
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