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Resumen

El objetivo central de esta tesis es estudiar los teoremas de Shilov y bishop. Como
consecuencia de estos teoremas, demostramos un resultado debido a H. G Dales que,
bajo condiciones mas generales que las exigidas en el teorema de Bishop, establece que
el conjunto de los punto pico es denso en la frontera de Shilov. El teorema de Shilov
enuncia que si Y es un espacio topoldgico compacto yg es un subalgebra de C(Y') que
separa puntos de Y, entonces existe una Unica frontera cerrada minimal para g. Después
de cinco afios de la publicacion del resultado de Shilov, Bishop demostré que si Y es un
espacio compacto metrizable y g es un subalgebra de C(Y) que separa los puntos de Y
tal que con la norma del supremo es completa, entonces el conjunto de los puntos pico

para B es la Gnica frontera minimal para B.

Palabra clave: Espacio compacto metrizable,algebra, subalgebra, frontera de shilov,
punto pico.



Abstract.

The objective of this thesis is to study the Shilov and Bishop theorems. As a conse-
qguence of these theorems, we prove a result by H.G Dales give them that , under more
general conditions than those required by Bishop ’s Theorem , states that the set of
peak points is dense on the Shilor frontier . The Shilor’s theorem states that if Y is a
compact topological space and B is a subalgebra of C(Y) that separates points from
Y. Then there exists a unique minimal closed boundary forg In five years from the
publication of Shilov’s result, Bishop showed that if Y is a compact metrizable space
and B is a subalgebra of C(y) that separates the points of Y such that the norm of the

supremum is complete, then the set of peak points for B is the only frontier minimal for B.

Keywords : Metrizable compact space , algebra , subalgebra , Shilov frontier , peak
point



INTRODUCION

Sea X un espacio topologico compacto y H un subconjunto del espacio C(X) de las
funciones continuas de X en C (o R). Un subconjunto F de X es una frontera para H si
para toda f € H existe xo € X tal que [f(x0)|= méx If(x)|. Un ejemplo trivial de frontera

es el propio conjunto X, pero otras fronteras pueden estar contenidas propiamente en X.
Un ejemplo simple capaz de ilustrar estas situaciones ocurre cuandges el conjunto de
las funciones corEinuas complejas definidasen A = {z c¢C : | <1 }que son anal’iticas
en el interior de A . Por el el teorema de modulo maximo, la frontera topolbgica de A es
una frontera paraH

En 1954, Shilov demostrd (ver [15] ) un teorema sobre la existencia y unicidad de frontera
minimal cerrada para algebras de Banach conmutativas. El resultado de Shilov motivo
un gran desarrollo en el estudio de las algebras de Banach conmutativa, sobretodas las
subalgebras cerradas de C(X) con la norma del supremo que contine la unidad y separa
los puntos de X. La demostracion que presentamos para el teorema de Shilov esta basada
en la demostracion de este teorema presentado en [13].

Debido a la importancia de este teorema, convencionalmente se llama Frontera de Shilov
de A a la frontera minimal cerrada de A, cuando existe y es Unica.

En 1959, Bishop probd la existencia de una solo y solo una, frontera minimal por una
subalgebra A de C(X) dotado de la norma del supremo que separa los puntos de X, cuan-
do X ademas de ser compacto es metrizable ( ver referencia [1] ). Bajo esta condiciones,
el teorema Bishop prueba que una frontera minimal paragaes el conjunto de punto pico
para AComo consecuencia inmediata de los teoremas de Bishop y de Shilov, tenemos
que el algebra A satisface las hipotesis del teorema de Bishop,la frontera de Shilov de A
es la cerradura de la frontera de Bishop de A

En este trabajo, presentamos los teorema de Shilov y de Bishop ademas varios resultados,
relacionados con ellos. Los ejemplos enriquecen e ilustran el texto, destacando la impor-
tancia de algunas hipotesis de ambos teoremas centrales.

En el primer capitulo, enunciamos sin demostracién algunos teoremas de la topologia
general y del analisis funcional. A continuacion, exploraremos la teoria de las algebras de
Banach, presentando algunos resultados y ejemplos de algebras de Banach.

En el segundo cap’itulo, despues de precisar el conjunto de pico, punto pico y frontera,
demostramos el teorema de Shilov y algunos de sus corolarios, entre ellos una caracteriza-
cion de los puntos fronteras de Shilov. Luego al finalizar el capitulo, retomamos algunos
de los ejemplos del capitulo anterior, a fin de calcular las fronteras de Shilov de algebras
presentadas y demostramos, atravez de un ejemplo que si A es una subalgebra real de
C(X, C), entonces la frontera de Shilov de pygde no existir.

El tercer cap’itulo trata de la existencia de una frontera m’inimal que no es necesariamente
cerrada. El teorema central de este cap’itulo es el teorema de Bishop y dos de sus coro-
larios motivan otros resultados abordados en este cap’itulo. Uno de ellos sera presentado



por medio del teorema debido a H. G. Dales (ver referencia [2]) que, bajo condiciones
algo mas generales que los requeridos en el teorema de Bishop, prueba que el conjunto
de puntos picos es denso en la frontera de shilov del algebra en cuestion.
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Capitulo 1

Nociones de topologia General,
Analisis Funcional y Algebra de
Banach

Presentaremos, en este primer capitulo, algunas definiciones y resultados basicos de

topologia general, Anélisis Funcional y Algebra de Banach, para poder darnos soportes en
los proximos capitulos , N se denotara el conjunto de los nimeros naturales, R el conjunto
de los nimeros reales , C el conjunto de los nmeros complejos. Ademas utilizaremos las

definiciones y resultados basico de Analisis Real , Complejo vy el Algebra lineal.

El cuerpo de escalares de los espacios vectoriales con los que trabajaremos serd siem-
pre en R o C en la mayoria de resultados y definiciones sera indiferente trabajar con uno
o el otro. Por lo tanto reservaremos el simbolo K para representar el cuerpo de los reales
o complejos , en situciones donde ambos pueden ser el cuerpo de escalares del espacio
vectorial en cuestion.

Si X es un conjunto arbitrario Y C X, representaremos el complemento de Y en X,
por X\Y. recomendamos revisar las referencia [10] y [16].

1.1. Topologia General

Con anterioridad a las nociones de topologia general, fijaremos algunas notaciones que
usaremos en este trabajo.

Si X es un conjunto arbitrario y d es una métrica en X, el espacio métrico (X, d) sera
denotado por X desde qued sea claro en el contexto.

Analogamente, denotaremos un espacio normado (q} . ||) por E si no hay duda sobre
la norma en cuestion.

Dado un espacio métrico X, un punto y € X e un real positivo 6, la bola abierta y la

bola cerrada de centro y radio 6 se denota correspondiente, por B(y, 8) y B(y, 6). Si E es
un espacio normado, se denotara la esfera unitaria de E por Se.



Sea dos espacios métricos (X1, d1) y (X3, d2), una isometria de Xi en X, es una
aplicacion f : X1 — - X, tal que di(x, y) = d2(f(x), f(y)), para todo par x, yc Xi si f
es biyectiva, entonces la inversa de f es tanbién una isometriay en este caso decimos que
X1 en X son isométricos.

A continuacion presentamos las nociones sobre Topologia General que consideramos esen-
cial para una buena comprension de los teoremas principales de este texto.

Definicion 1.1.1. Si X es un conjunto arbitrario, una topologia en X es una familia T
formado por subconjuntos de X que cumplen las condiciones:

i) @y X son elementos de T ;
ii) La unién de alguna familia de elementos de T estd en T ;
iii) La interseccion de alguna familia finitas de elementos de T pertenece a T .

En este caso, el par (X, T) se dice un espacio topologico cuando no hay dudas en
cuanto a la topologia cosiderada, esta se omitird y representaremos el par (X, T) por la
letra X.

Si (X, T) es un espacio topolégico, entonces llamaremos a los elementos de T de
conjuntos abiertos e todo y € X, diremos que un conjunto U C X es una vecindad
de y si existe A€ T tal quey € Ay A C U. En espec’ifico, cada vecindad de un punto
y € X contiene y y todo abierto que contiene y es una vecindad de este punto.

Ejemplo 1.1.1. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces d genera una topologia en X.

En efecto, sea T la colecion formado por los conjuntos A C X tales que para todo punto
a A existe ro > 0 que satisface B(a, ro) CA. No hay dificultad en probar que T satis-
face las condiciones de i) a iii) de la definicién 1.1.1 y, por lo tanto, es una topologia en
X. En este caso, hablaremos que la topologia T provinente de la métrica d. Particular-
mente, todo espacio normado es un espacio topolégico con la topologia proveniente de la
métrica inducida por la norma. Por estas observaciones, R y C provisto de la topologia
proviniente del valor absoluto son ejemplos de espacios topolégicos.

Definicion 1.1.2. Exponemos que X es un espacio metrizable, si es un espacio to-
polégico cuya topologia provinente de alguna métrica definida en X .

Durante este trabajo, a menos que se mencione lo contrario, nuestro espacios métricos
y normados serd considerados espacios topolégicos dotados de la topologia proviniente de
su métrica o norma.

Definicion 1.1.3. Sea X un espacio topolégico y F C X. Dicimos que F es un conjunto
cerrado si su complemento X \F es un conjunto abierto.

Sea F el conjunto formado por los conjuntos cerrados de un espacio topolégico X. Se
puede visualizar que F verifica las condiciones abajo:

i) 0y X estdn en F;

ii) La interseccion de cualquier coleccion de elementos de F estd en F;



iii) La unién de cualquier coleccion finita de elementos de [~ pertenece a F.

Es posible fijar una topologia en un conjunto X através de sus conjunto cerrados, para
esto, basta que una familia F de subconjuntos de X satisfaga las condiciones listadas

arriba . Si esto ocurre, la familia T formada por los complementos de los elementos de
F serd la topologia deseada.

Definicion 1.1.4. Si X un espacio topolégico, Y C X y w, x, y,z € X . Exponemos que
w es un punto interior de Y si existe una vecindad Uy, de este punto contenido en Y . El
conjunto de puntos interiores de Y se llama interior de Y y contiene todos los abiertos
contenidos en Y. Decimos que x es un punto frontera de Y si para cada vecindad Uy
de x , tenemos que Y NUy/= 0y (X\Y)NUx (. El conjunto de los puntos de frontera
de Y se llama la frontera de Y. Decimos que y es un punto de acumulacion de Y si
para toda vecindad U, de y existe t € U, N'Y tal que ¥/= y. Finalmente, z es un punto
adherente de Y si para toda vecindad U, desde este punto, tenemos que Y\U, 0. El
conjunto de puntos adherentes de Y se denomina cerrado de Y y estd contenido en todos
los cerrados que contienen Y . Denotaremos el interior de Y por intY, la frontera de Y
por FrY y el cerrado de Y por Y.

Cuando hay mds de una topologia definida en el mismo conjunto X, especificaremos
en cudl de ellas el cierre, el interior o la frontera de un subconjunto de X esta siendo
tomando. Si para este el caso, cuando usamos las notaciones introducidas en la definicién
anterior, de la misma forma, no dejaremos dudas sobre la topolog’ia considerada.

Definicion 1.1.5. Sean Y y Z dos subconjuntos de un espacio topolégico X . Decimos
que Y es denso en Z cuando Y»Z .

Si X un espacio topolégico y sean Y y Z subconjuntos de X . No es dificil de verificar que
Y es cerrado si y solo si, Y =Y, asi como Z es abierto si y solo si, Z = intZ. Ademds,

intYy UFrY =@ yY=intY N FrY.

Definicion 1.1.6. Un espacio topolégico X es un espacio de Hausdorff si para dos
puntos distintos x1, x, € X cualquiera, existen vecindades Vy y Vx,de x1 y x2 , respec-
tivamente, tal que Vx,n Vx, = §

Es facil ver que en un espacio de Hausdorff todo conjunto finito es cerrado y que todo
espacio métrico es un espacio de Hausdorff.

Definicion 1.1.7. Sean T1 y T, dos topologias en el mismo conjunto X. La topologia T1
se dird que es menos fina que T, , o T menos fina que T1, si todo elemento de T, es
también elemento de Ti.

Definicion 1.1.8. Sea { una familia de subconjuntos de X y sea | ; una coleccién for-
mada por intersecciones finitas de elementos de {. El conjunto formado por las uniones
arbitrarias de elementos de |¢ es una topologia en X llamada topologia generada por
{. En este caso, decimos que { es una subbase o un sistema de generadores para esta



topolog’ia. La topolog’ia generada por { es la menos fina contenida esta familia o equiva-
lente , es la menos fina segtin el cual los elementos de { son abiertos.

Definicion 1.1.9. Si (X, T) es un espacio topolégico, entonces una familia B C T es
una base para T (o para X , cuando la topolog’ia fuera omitida ) si todo abierto de T
es una unién de elementos de B. En este caso, los elementos de B se llaman abiertos
basicos . Claramente, si B es una base para la topologia T, entonces esta es la topologia
generada por B. Ademds de eso, si S es una subbase para T, es coleccién formado por
las intersecciones finitas de elementos de S es una base para T. También es popdemos
ver que cada topolog’ia tiene por lo menos una base, conformado por todos sus elementos.
Una consecuencia inmediata de esta definicion es la siguiente caracterizacion: B es una

base para un espacio topolégico X si y solo si , para cada abierto A C X y cada a € A,

existe B ¢ B tal que ac Bc A . Sigue de esta caracterizacién que en todo espacio
métrizable, la coleccién de bolas abiertas es una base.

Definicion 1.1.10. Consideremos los espacios topoldgicos (X, T1) vy (Y,T2). Una aplica-
cion f : X __. Y Se dice continuo si para todo conjunto abierto A en la topologia T,
f~Y(A) es un conjunto abierto en la topologia Ti. Si ademds de ser continua, f es biyec-
tiva y su funcién inversa es continua, entonces decimos que f es un homeomorfismo.

El resultado siguiente sigue directamente de la definicién 1.1.10.

Proposicion 1.1.1. Sean X, Y y Z espacios topolégicos. Si las aplicaciones f : X — Y
y g:Y — Z son continuas, entonces la composicién g o f : X — Z es continua.

La siguiente proposicién ofrece formas alternativas para verificar la continuidad de una
funcién y su demostracién sera omitida por ser una consecuencia inmediata de las defi-
niciones anterior.

Proposicion 1.1.2. Sean (X, T1) y (Y, T:) espacios topolégicos. Si B1 y B, son bases
para T1 y T», respectivamente, y f es una aplicacién de X en Y, entonces las condiciones
abajo son equivalentes:

i) f es continua;

i) f~1(A) € T, YAEB; ;

iii) Yx € X y todo A2 € By con f(x) € A,, existe A1 € B1 que contiene x tal que
f(Al) C A,

Definicidon 1.1.11. Sea X un conjunto y {Y;}jej una coleccién de espacios topolégicos.
Vj €, sea fj una aplicacién de X a Y;, O; la coleccién formada por los abiertos de
espacios Y; y C; Iagoleccio’n de las imdgenes inversas de los elementos de O; por la apli-
cacion fj. Si S = ey C; , entonces la topologia generada por S es la topologia débil
definida por la coleccién F = {fj}je; en X, que denotamos por o(X, F). Esta topologia
recibe su nombre porque es la topologia mds fina en X que hace que todas las aplicaciones
de la coleccién {fj}jej continuas.



A continuacién presentamos algunos ejemplos importantes de topologias débiles que serdn
usado posteriormente.

Ejemplo 1.1.2. Sea X un espacio topolégico y Y C X. Si f : X — Y es la aplicacién
definida, en cada y € Y, por la ecuacién f(y) = y, entonces la topologia débil definida
en Y por la familia unitaria {f} es la topologia inducida en Y por la topologia de X.
En este caso, diremos que Y con la topologia inducida es un subespacio topologico de
X. Los abiertos en la topolog’ia inducida son las intersecciones de los abiertos de X con
Y, as’t como sus cerrados son las intersecciones de los cerrados de X con Y. Equivalente,
podr’iamos definir la topolog’ia inducida por X en Y directamente por ser abiertos, diciendo
apenas que esta es la topolog‘ia formada por las intersecciones del abierto de X con Y.

Ejemplo 1.1.3. Sea {X;j}jeu una coleccion de espacios topolégicos, X = QjEJ X, vy pa-
ra cada indice j en J, mj : X — Xj la proyeccién de X sobre Xj, es decir, la aplicacion
definido en cada x = {Xi}iews € X por mj(x) = xj. La topologia débil definida en X por
la familia {r;}jes se llama topologia producto. Esta es la topologia menos fina en X
en el Cd]/ las proyecciones son continuas. La coleccion formada por los conjuntos de la
forma = ;¢ , Aj, donde cada Aj es una abierto en X y solamente para un ndmero finito
de ‘indices 1 se tiene que el abierto A;i no es el espacio X, es una base para la topolog’ia
producto. si X es el producto cartesiano finito de espacios topolégicos, digamos Xi, . . .
,Xn y B es la coleccién de los subconjuntos de X de la forma U, ... U,, donde cada

Ui es un abierto en X;, entonces B es una base para la topolog’ia producto.

Ejemplo 1.1.4. Sea X un conjunto y F una familia de funciones f : X —— K Con-

sideremos en X la topologia débil o(X, ) definida por . El objetivo de este ejemplo
es, ademds de representar una topologia Gtil, determina una base para o( X, FF). Sea B

la coleccién de las imdgenes inversas de las bolas abiertas de K por las funciones de
F y U el conjunto formado por las intersecciones finitas de elementos de B. Como la
coleccién de las bolas abiertas es una base para la topologia de K, U es una base para
o(X, F). Ademds de eso, para todo w € B, existe una bola abierta B(y,€) C K y una
funcién f € F tal que W = f~1(B(y, €)). Luego, U € U , entonces existe un nimero
finito de bolas abiertas B(yi, €1), ..., Blyn, €1) C K y las funciones fi, ..., f» € F tal que
U =1 (Blys &) N... "\ f, (B(yn, €n)).

Ahora sea V la coleccién de conjuntos V C X para los cual existe una familia finita
FynF,x, € Xye>0tal que V ={x € X :| f(x) — f(x ) |<e€ para todo f € Fy}.
Comprobareremos que la topolog’ia generada por V es la topolog’ia o(X, F).

Sea T una topologia generada por V en X que por la definicién 1.1.8, es la topologia menos
fina que contiene esta coleccién. Por U ser una base para o(X, F) y V C U, tenemos que
los elementos de V estdn en o(X, F) y consecuentemente, o(X, F) es mds fina que T.
Por otro lado, sea f € F y w € X. Dado € > 0, el conjunto V¢ = f~1(B(w, €)) = {x €
X | f(x) —f(w) ¢ € ¥atisface f(Y) cB(f(w), €) y es un abierto en T, ya que V5 c V.
En otras palabras, f es continua en T. Proviene de la arbitrariedad en f que todas las
funciones de F son continuas en la topologia T, y por la definicién 1.1.11, esto esclarece
que T es mds fina que o(X, ), corroborando que estas topologias, de hecho, coinciden.

Resumiendo, demostraremos que si X es un conjunto y F es una familia de funciones
f : X — K, entonces la coleccion de subconjuntos de X la forma V (xo; fa, ..., fn; €) =

{x € X :| fi(x) — fi(xo) |<€i=1,..,n} donde xo € X, {fi}=1 es una subfamilia finita
de F y € >0, es una base para la topolog’ia debil generada por F en X.
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Definicion 1.1.12. Un conjunto ) es un conjunto dirigido si en el esta definida una
relacién binaria < si verifica i, ii y iii:

i)ar <o, Vae)
if) si a1, o2, a3 € ) son tales a1 < a,y a2 < a3 entonces a1 < as;
iii) ¥V o1, 00 € ), existe n € ) tal que a1 <nya; < as

En este asunto, un subconjunto K de ] es cofinal en J, si para todo 8 € J existe
¢ € K satisfactorio 6 < &

Sigue de las definiciones anteriores que si ] es un conjunto dirigido y K C ] es cofinal
en J, entonces, con el orden parcial heredado de J, K es un conjunto dirigido.

Definicion 1.1.13. Dado un conjunto X, una sucesion generalizada en X y una apli-

cacién f de un conjunto dirigido J en X. Para cada A € _), indicaremos f(A) por xx y
la sucesién generalizada f por (xa)aey. Cuando no hubiera dudas cuanto al conjunto de

‘Indices ], escribiremos apenas (x;) .

Si X es un espacio topolégico, decimos que una sucesién generalizada (xa)aey en X con-
verge para un punto x en este espacio, si para cada vecindad V en x existe A € ] tal
que xs € Vsiempre que A < 8. En este hecho, x es el limite de (xi)aej.

Una sucesién generalizada (xa)aej en un espacio topolégico X y es dicho convergente
si ella converge para algin punto de X. Cuando lo creamos util, usaremos la notacién
(xA) —— x para indicar que (xa)ig} converge a x.

A partir de las definiciones anteriores, demostramos, sin dificultad, las dos proposiciones
abajo:

Proposicion 1.1.3. Si (x«) es una sucesiéon generalizada convergente en un espacio de
Hausdorff X, entonces su limite es tnico.

Proposicion 1.1.4. Sea Y un subconjunto de un espacio topolégico X y (x«) una sucesion
generalizada en Y. Si (xa) converge en un punto x € X, entonces x € Y. En particular,
si 'Y es cerrado, entonces x € Y.

Definicion 1.1.14. Sea f : /| — X una sucesién generalizada y para todo 8 € I, sea
f(8) = xs. Si ) es un conjunto dirigido, cuyo orden parcial se denotard por el mismo
simbolo de I, g : X — I es una aplicacién tal que g(J ) es cofinal en I y g(i)< g(j)

siempre que i< j , entonces la composicién fog:J — X es una subsucesidon gene-
ralizada de (xg) . Por ser J dirigido, f g es una sucesién generalizada. Adecuando la

notacién empleada para sucesiones generalizadas, podemos indicar la subsucesion genera-

lizada f o g por (xg())jel , pero cuando el desconocimiento de g no cause problemas, en
analogia a la notacién usual para subsucesiones, escribiremos (xs;);ey o0, simplemente,

(xs;).

Proposicion 1.1.5. Si X es un espacio topolégico y (xs) es una sucesién generalizada
en este espacio que converge para x € X , entonces cada subsucesién generalizada de (xg)
también converge para x.

Demostracién. Consulte remision [17]. O
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Proposicion 1.1.6. Si X1 y X, son espacios topolégicos y f es un aplicacién de X1 en X3,
entonces f es continua en x € X1 si, y solamente si, f(x«) — f(x) para toda sucesién
generalizada en (xq) tal que xo —— x.

Demostracién. Consulte remision [17], Teorema 11.8, p.75. O

Partiendo de los resultados y definiciones arriba, la siguiente proposicién se prueba
sin muchas dificultades.

Proposicion 1.1.7. Sea Y un espacio topolégico y F una familia de funciones de un
conjunto X en Y. Si X es dotado con la topologia o(X, F)) y (xa)ac) es una sucesion
generalizado en X, entonces xo —— X si, y solamente si, f(xa) —— f(x) para cada f € F.

Definicion 1.1.15. Si X es un conjuntoy Y C X, entonggs una cubrimiento para Y
es un coleccién {Ya3}aej de subconjuntos de X tal que Y C  a€) Ya . En este asunto, un

{1
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{Ya}ac) sean abiertos, decimos que esta es una cubrimiento abierto para Y .
Definicion 1.1.16. Un subconjunto K de un espacio topolégico X es compacto si cada
cubrimiento abierto para K admite un subcubrimiento finita para el mismo.

Proposicion 1.1.8. Cada espacio compacto y metrizable tiene una base contable.
Demostracién. Consulte la referencia [17], Teorema 16.11, pag. 112 . ]

Las demostraciones de las siguientes cuatro proposiciones no son complicadas y pueden
ser visto en la remisién [12], secciones 3-5 y 3-6.

Proposicion 1.1.9. Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
Proposicion 1.1.10. Todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Proposicion 1.1.11. Sean X y Y espacios topolégicos. Si f : X —— Y es una aplicacién
continua, entonces la imagen de un compacto por f es compacto.

Proposicion 1.1.12. Si X es un espacio compacto y f : X —_. R es continuo, entonces
existen puntos a y b en X tales que f (ax f (x)< f (b), para todo xc X. En otras
palabras, f alcanza el méximo y minimo en X.

Definicion 1.1.17. Si X es conjunto cualquiera, una coleccion g de subconjuntos de X
posee la propiedad de interseccion finita, abreviadamente P.1.F. , si cada subconjunto

finito de E tiene una interseccién no vacia.

Teorema 1.1.1. Sj X es un espacio topolégico, entonces son equivalentes:

i) X es compacto;

ii) toda coleccién E de subconjuntos cerrados de X con el P.I.F. tiene interseccién no
vac’ia;

iii) toda sucesion generalizada en X tiene una subsucesién generalizada convergente.

Demostracién. Ver remision [17]. ]

Definicion 1.1.18. Sean A y B conjuntos cualesquiera y G una coleccién de aplicaciones
de A en B. Si para cada par de puntos diferentes a1, a; € A existe g € G que satisface
glaiY= g(a2) , decimos que G separa los puntos de A.
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Lema 1.1.1. Sea X un espacio compacto, Y un espacio de Hausdorff y G una coleccién
de aplicaciones continuos de X en Y. Si G separa los puntos de X , entonces la topolog’ia
o(X, G) coincide con la topolog‘ia original de G

Observacion 1.1.1. Si G es una familia de aplicaciones continuas de un espacio topolégi-
co X en un espacio topolégico de Hausdorff Y, que separa los puntos de X, entonces X
es un Espacio de Hausdorff. Para verificar este hecho, fijemos ti, t» € X tal que t/= t..

Cémo G separa los puntos de §, existe g € G tal que g(t1)/= g(t2). Por que Y es de
Hausdorff, existen vecindades V1 y V> de g(ti) y g(t2), correspondientemente, tales que

Vi NV, = @; . Entonces, por la continuidad de g , los conjuntos g=*(V1) y g~1(V2) son
vecindades de t1 y t, , correspondientemente, cuya interseccién es vacio.

Teorema 1.1.2. (Tychonoff) Un producto arbitrario de espacios compactos es compacto
en la topolog’ia producto.

Demostracién. Consulte la referencia [12]. O

El siguiente ejemplo se utilizard después de uno de los principales resultados de este
trabajo, el el teorema de Bishop, con el objetivo de resaltar el interés de una de sus
hipétesis.

Ejemplo 1.1.5. Sea N\ un conjunto no numerable y para cada A en este conjunto, sea
Ix el espacio topolégico formado por el intervalo cerrado real [0, 1] dotado de /aéapologl’a
inducida por la topologia habitual de R. Como todo Ix es compacto, donde X = ;.\ I,
el teorema de Tychonoff nos dice que X con la topolog’ia del producto es compacto. Basado
en la referencia [12], ejemplo 2, p.131 , tenemos que X no es metrizable.

Definicion 1.1.19. Si X es un espacio topolégico donde los conjuntos unitarios son
cerrados, decimos que X es normal si para todo par Ai, A, de subconjuntos cerrados y
disjuntos de X , existen abiertos disjuntos U,V C X tales que A1 C Uy A, C V.

Proposicion 1.1.13. Cada espacio compacto de Hausdorff es normal.

Demostracién. Ver remision [12]. O

Teorema 1.1.3. Sean A1 y A, subconjuntos cerrados y disjuntos de un espacio normal X.
Si [a, b] es un intervalo real cerrado, entonces existe una funcién continua g : X — [a, b]
talque f=a, VacAiyf=b Vb e A,

Demostracién. Ver remision [12], Teorema 3.1, p.207. ]

1.2. Analisis Funcional

En esta seccion, indicaremos algunos resultados bien conocidos que usaremos poste-
riormente. Para no recargar la notacion, al trabajar con mas de un espacio normado,
usaremos la notacion || .|| para todas las normas involucradas, siempre que esto no com-
prometa la claridad de la informacion.

Antes de la siguiente proposicion recordaremos dos definiciones.
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Definicion 1.2.1. Una sucesién (xn) en un espacio normado E es una sucesion de
Cauchy si para cada € > 0 existe k € N tal que || x» — xm ||< € siempre que n > k' y
m > k.

Un espacio de Banach es un espacio normado E tal que cada sucesion de Cauchy en
E converge a un punto de E.

Sea f una aplicacién de un espacio topolégico X en un espacio normado E. Si existe

N >0/ f(x) <N, Yx € X, entonces decimos que f es acotada.

Proposicion 1.2.1. Si E y F son espacios normados y f es un aplicacién lineal de E en
F, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) f es continua en el origen;

ii) f es continua;

iii) Existe N >0/ | f(x) I N || x|, Yx € E.

Demostracién. Ver remision [5], Proposiciones 1y 2, p.36.
O

Si E es un espacio normado sobre K y f —_K es lineal, entonces decimos que f es
un funcional lineal.

Definicion 1.2.2. Sea f un funcional lineal continuo definido en E. Definimos una nor-
ma de f, que denotaremos por || f ||, por la igualdad

| f I=inf{N >0:|| f(x) [|< N || x [|, para todo x € E}.

La Proposicién 1.2.1 garantiza la existencia de este infimo. A continuacién, definiremos
un espacio vectorial donde, de hecho, esta es una norma, justificando la nomenclatura.

Definicion 1.2.3. Sea E un espacio normado sobre K y E' el conjunto de funcionales
lineales continuos definidos en E. Considere en E' la suma y el producto escalar definidos
punto a punto, es decir, para cada par g1, g E ycadea K, (g1+92)(x) = g1(x)+g2(x)
y (ag)(x) = ag(x), para todo x k. Con las operaciones asi definida y la norma de la
definicién anterior, afirmamos que E' es un espacio de Banach, al que llamaremos dual
de E. La prueba de esta afirmacién se puede ver en la remisién [5]. Se puede comprobar

que || g || también es igual al supremo del conjunto {|g(x)| : x € Sg}.

Cuando consideramos un espacio normado E con la topolog’ia o(E, E'), diremos sola-
mente que E estd dotada de la topologia débil, omitiendo la familia de funcionales que
genera esta topolog’ia.

Definigion 1.2.4. Si (Ym) una sucesién en un espacio de Banach E. Decimgs que la

=

serie Ym es absolutamente convergente, si la serie de ndmeros reales | Ym ||
m=1 1

m=

converge.

El siguiente teorema caracteriza los espacios de Banach a través de la serie absoluta-
mente convergente.
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Teorema 1.2.1. Si E es un espacio normado, entonces E es un espacio de Banach si, y
solamente si, toda serie absolutamente convergente en E converge .

Demostracién. Ver remision [16], Teorema 4.3, pag. 67 . ]

Definicion 1.2.5. Sea E un espacio normado sobre K y, para cada 'y en E, sea by : E' —
K definido por 6,(g) = g(y). La topologia débil determinada por la coleccién{ b} yee en
E' se denomina topologia de débil estrella y se denota por o(E’, E).

1.3. Algebras y subalgebras

Definicion 1.3.1. Un espacio vectorial A sobre K es una dlgebra si en eso esta definido
la operacion de A X A en A, llamada multiplicacién tal que:

i) x1(x2x3) = (x1x2)X3,;

ii)x1(x2 + x3) = X1x2 + X1X3 Y (X2 + X3)X1 = X2X1 + X3X1;

i) a(x1x2) = (axi1)x2 = x1(ax2), para x1, x, x3 € A ya € K.

Un subespacio vectorial B del dlgebra A es una subalgebra de A si xix; € B,
para cada x1,x2 € B. Decimos que A es un algebra conmutativa si xix2; = x2x1,
VYx1,x; € A, y que A es un algebra con unidad si existe un elemento 1 € A tal que
1x1 = x11= x1, W1 € A . En general, denotamos la unidad de un dlgebra, cuando exista,
por 1.

Definicion 1.3.2. Sea H un subconjunto de un dlgebra A y Ho el conjunto formado
por puntos x € A para el cual existe un numero finito de elementos hi, ha, ..., hn € H
satisfaciendo x = hiha...hn,. No hay dificultad para probar que el conjunto H C A de
combinaciones lineales finitas de los elementos de Ho es una subdlgebra de A que con-
tiene H y que estd contenido en cualquier dlgebra que contiene este conjunto. En este
asunto, decimos que H es un algebra generada por H.

Definicidén 1.3.3. Un espacio normado (A, | . || ) sobre K es un algebra normada si

A para un dlgebra sobre el mismo campo de escalares K y || x1x2 [|<|| x1 ||| x2 |, para
todo xi, x2 &. Si ademas, (A, .) gs yn espacio de Banach, decimos que A es un

Algebra de Banach. Asi como en la definicién de un espacio topolégico, odmitiremos
la norma en la notacién de dlgebra normada desde que no genera duda en cuanto a la
norma considerada.

Definicion 1.3.4. Sean Ai y A dlgebras sobre el mismo cuerpo K. Decimos que un

aplicacién ¢ : A1 — A, es un homomorfismo si esta preserva la estructura algebraica
de A, es decir, si Y es lineal y multiplicativo ((x1x2) = Y(x1)P(x5), x1, x& Ai1). Un
isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si existe un isomorfismo { de un dlgebra
A1 en otro A,, entonces el inverso = de A, en A1 es también un isomorfismo y en
este caso, decimos que A1 y A, son isomorfos.
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Retornando la definicién 1.3.1, se puede comprobar que la unidad de un dlgebra
normada A es (nica. Ademds, si A/= 0y 1 es su unidad, entonces, a modo que
2 <2 Il 2 =l 11> tenemos || 1 ||= 1. En la remisién [8], como consecuen-

cia del Teorema 1.3.1, tenemos que es posible precisar una norma | . ||l en A andlogo
al originario y tal que || 1 |u= 1. Por tanto, en nuestras dlgebras normadas con unidad,

cuando no especificamos con qué norma trabajaremos, la norma unitaria siempre serd
igual a 1.

Los resultados obtenidos en dlgebras normadas con unidad, no siempre permanecen
vdlido en las dlgebras sin unidades, e incluso cuando esto ocurre, normalmente las demos-
traciones se tornan mds complicadas. Veamos cémo sumergir isométricamente un dlgebra
normada cualquier otro con unidad: sea A un dlgebra normada sobre K y considére el
producto cartesiano A [e] = A K las operaciones suma, producto por escalar y producto
definido, respectivamente, de la siguiente manera:

i) (x1, a) + (x2, B8) = (x1 + x2, ot + B);

ii) 8(x, a) = (6x, Ba);

iii) (x1, a)(x2, 8) = (x1x2+ax2+6x1, X1x2), cualquiera que sea x1,x2 € A ya, 8 € K.

Se verifca que A [e] con estas operaciones es un dlgebra sobre K y que el elemento
e = (0,1) € Ale] es la unidad de esta dlgebra, son inmediatas. Es claro con la norma
| (x1, a) || = || x1 || +|lal, Ale] se convierte en un dlgebra normada y defininiendo
g : A — Ale] en cada x € A por Y(x1) = (x1, 0), es facil verificar que  es un
isomorfismo isométrico entre A y la subdlgebra Y(A) de Ale]l. Ademds, si A es un
dlgebra de Banach, entonces A [e] también lo es.
De este momento en adelante, nuestras dlgebras serdn siempre conmutativas y con unidad.
Veamos algunos ejemplos de dlgebras:

Ejemplo 1.3.1. E/ cuerpo de los nimeros complejos C con las operaciones usuales y
dotados con el valor absoluto es un dlgebra de Banach sobre C conmutativo y con unidad,
asi como el cuerpo de los reales es un dlgebra de Banach sobre R conmutativo y con
unidad.

Ejemplo 1.3.2. Sea X un conjunto y E un dlgebra de Banach en K. Si B(x,E) es el
conjunto de todos las aplicaciones acotadas de x en E, por lo que es fdcil de verificar
que con las operaciones suma, producto por escalar y producto definido punto a punto,

B(X, E) es un dlgebra sobre K. El dlgebra B(X, E) es conmutativa ya que E es conmu-
tativa y si 1 es la unidad de E, la aplicacion g1= 1 serd la unidad de B¥K ,E). Se puede
probar que la aplicaciéon

|l llo: B(X,E) = R
g ——1l g llo=sup{ll g(x) I|: x € X}
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es una norma en B(X, E), la norma del supremo, y con ella, B(X, E) es un dlge-
bra normado. Probamos que B(X, E) es completo. Sea (gn) una sucesién de Cauchy en
B(X, E). En este caso, todo € >0, existe no € N tal que para todo n,m > no tenemos

H gm(x) - gn(x) HS” gn — Om ||00< €, Vx € X.

Luego, para todo x € X, la sucesién (gn(x)) es una sucesién de Cauchy en E, que es
un espacio de Banach. Por lo tanto, (gn(x)) es convergente para cada x € X y, as’l, la
aplicacién estd bien definida

g: X ——E

x __, I'im gn(x)

n—oo

Como (gn) es una sucesién de Cauchy, existe t € N tal que para cada n,m >t te-

nemos que || gn(x) — gm(x) ||[< 1, Yx € X. Haciendo m tender al infinito, tenemos ||
gix)—g(x) ||< 1, para todo x € X. Con esto, || g(x) || <I| ge(x) || +1 <|| gt || +1 < +00
, para todo x € X, lo que implica g € B(X, E).
Ahora, comprobemos que {gn} converge a g en la norma del supremo. Dado € > 0, existe
p € N tal que para todon, m > p, || gn(x) — gm(x) ||< €/2, para todo x € X . Una vez mas,
haciendo que m tienda a infinito, obtenemos, para cada n > p fijo, || gn(x) — g(x) || < €/2
, para todo x € X . En consecuencia, supxex || gn(x) — g(x) |I=ll gn — g ||l< €/2 < €
para todon = p .

En otras palabras, (gn) converge a g en la norma del supremo. Por lo tanto, B(X, E)
con la norma del supremo es un dlgebra de Banach sobre K.

Ejemplo 1.3.3. Sea X un espacio topolégico. Si E y B(X, E) son como en el ejemplo
anterior , entonces el subconjunto de B(X, E) conformada por las funciones continuas ,
que identificaremos por B.(X, E) , es una subdlgebra cerrada de B(X, E). Partiendo de
esto, tendrd lugar inmediatamente del hecho de que B(X, E) es un espacio completo, que
B:(X, E) con la topologia inducida por la topologia de B(X, E) es un dlgebra de Banach.
Ademds, de forma andlogo al ejemplo previo, B.(X, E) es conmutativo y posee unidad.

Demostraremos apenas que Bc(X E) es un subconjunto cerrado de B(x, E), una vez
que la verificacion de las otras afirmaciones anteriores es simple.

Sea (fn) una sucesién en B.(X, E) que converge a una aplicacién f en B(X, E). Dado
wEX ye=>0, existe k € N tal que || fn(x) —F |lo< €/3, para todo n > k. Ademds, como
fk es continua , existe una vecindad W de w tal que fi(W ) C B(fi(w), €/3). Luego, para
todo x € W,

I £ = Fw) =1 £(x) = fulx) (| + 1| fulx) = flw) || + 1] filw) — f(w) ||

I f = fe lloo + [l fil¥) = fidw) | + = fc = f |l

<e¢/3+€¢/3+€/3=¢€
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Con esto, f € B.(X,E), de donde se sigue que Bc(X, E) es cerrado.

Ejemplo 1.3.4. Sea X un espacio topolégico y C el conjunto de funciones constantes
de X en K. Es facil comprobar que C con operaciones definidas punto a punto y con la
norma del suprema es una subdlgebra cerrada de B:(X , K) que contiene la unidad. Asi,
C con la norma del supremo es un dlgebra de Banach sobre K, conmutativa y con unidad.

Ejemplo 1.3.5. SiX es un espacio compacto y E es un dlgebra de Banach sobre K, en-
tonces el conjunto C( X, E) de las aplicaciones continuas deX en E, con las operaciones
definido punto a punto y con la norma del supremo, es un dlgebra de Banach sobre K,
conmutativa y con unidad.

De hecho, por la Proposicién 1.1.12, toda f € C(X, E) estd acotada y, con esto, estamos
en un caso particular del ejemplo 1.3.3 donde B.(X, E) = C(X, E) .

A partir desde este punto, si X e Y son espacios topolog’icos, denotaremos por C(X, Y)
o el conjuto de todas las aplicaciones continuas de X a Y. Por ejemplo 1.3.5, cuando X es
compacto y Y es un dlgebra de Banach, C(X, Y) = B:(X, Y). En este caso, al menos que
se indique lo contrario, consideraremos a C(X, Y) dotado de la norma del supremo, y si
Y = K, escribiremos apenas C(X). Entretanto, en situaciones vdlidas solo paraY = R, o
simplemente para Y = C, nuestras notaciones serdn C(X, R) y C(X, C), respectivamente.

Segln esta notacion, si X es compacto, el dlgebra de de Banach C del ejemplo 1.3.4
es una subdlgebra de C(X).

Ejemplo 1.3.6. Sea U el subconjunto de C([0, 1], C) formado por las funciones g tales
que g(x) = g(1 — x), para todo x ¢ [0, 1]. Es fdcil ver que U con las operaciones definidas
punto a punto y dotado de la norma del supremo, es una subdlgebra real de C([0, 1], C)
que contiene la unidad de esta dlgebra, la funcién constante es igual a 1. Verificaremos
que con la norma del supremo, U es completa: sea {gn} una sucesién de Cauchy en U ..
Por ejemplo 1.3.5, C([0, 1], C) es completo y, consecuentemente, {gn} converge a una
funcién g € C([0, 1], C). Basta probar que g € U para concluir lo que queremos.

Siy €[0,1], entonces

gly) =1'm gn(y) = I'm go(T —y) = 'm ga(1 —y) = g(1 —y),

ya que la funcién que asocia a cada numero complejo con su conjugado es continua.
Luego, g & y apartir de esto, U con las operaciones punto a punto y con la norma
del supremo es un dlgebra de Banach conmutativa y con unidad sobre R.

Ejemplo 1.3.7. Sea A= £ <C: 4 £ 1 otado de topolog'ia heredada de C yA (8)
el subconjunto de C(A, C) conformado por las funciones anal’iticas en A. Como es un
espacio compacto, por ejemplo 1.3.5, C(B, C) con las operaciones definido punto a punto
y provisto de la norma del supremo, es un dlgebra de Banach sobre C, conmutativa y con
unidad.
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Veamos que con las operaciones y la norma heredada de C(A, C) , A (A) también es
un dlgebra de Banach conmutativa y unitaria sobre C.

Por el hecho de la suma, del producto escalar y el producto de funciones anal’iticas son
funciones analiticas, tenemos que A (A) es, de hecho, un dlgebra normada y conmutativa
sobre C. Ademds, como la funcién constante e igual a 1 estd en A (A), esta dlgebra posee
unidad . Para concluir que A (A) es un conjunto completo, basta verifique , como en el
ejemplo 1.3.3, que A (A) es una subdlgebra cerrada de C(A, C), una vez que esta dltima
estd completo. Pero esto no exigird algun trabajo, por que sabemos que cada funcién
compleja definido en un subconjunto abierto de C que es un I'1mite uniforme de una
susecién de funciones analiticas definidas en el mismo abierto, es analitica. Esto concluye
el ejemplo.

Ejemplo 1.3.8. Sea A (A) como enae/ ejemplo 1.3.7, FrA con la topolog’ia heredada
de C y H el subconjunto de C(Fr ~, C) formado por las funciones f para el cual existe
f € A(A) tal gue f(0) = f(1) y f(2) = f(z) , para todo z € FrA .

No hay dificultad en comprobar que H con la norma del suprema es un dlgebra nor-
mada sobre C, conmutativa y con unidad.

Para verificar que H es un dlgebra de Banach, sea (fn) una sucesién de Cauchy en
esta dlgebra y, para cada n € N, sea Jf~n una funcién en A (A) cuya restriccion a FrAA
coincide con (fn) y tal que f,(0) = f,(1). Como para cada par n,m € N, la restric-
cién sobre f(n) - f(m) para FrA coincide con fn — fm, por el Teorema del Médulo

Maximo, || fr = fn lloo=|l fn = fm llo.

Acontinuacion, (]:',,) es una sucesién de Cauchy en A (A), que por ejemplo 1.3.7, es
un dlgebra de Banach. Consecuentemente, (f,,) converge a una funcién f € A(D) en
la norma del supremo. Particularmente, todo € > 0, 3 k € N / |fa(z) - fa(2)l <€ ¥
z € FrA, siempre que n > k . Ademds, del hecho de que f,(0) = f»(1) para todo natural
n, se sigue que f(O) = Jf_r)noofn(O) = rlj_r)noofn(l) =f(1). Con esto tenemos la restriccion

de f a FrA pertenece a H y es el limite de la sucesién (fn) en la norma del supremo,
demostrando que H es un dlgebra de Banach.

En el proximo ejemplo y siempre que juzguemos convenioentemente, haremos una
identificacién a travéz de cada nimero complejo w = a+bi con el par (a, b) ¢ R?. Cuan-
do esta identificacién fuera hecha, consideraremos R? dotado con la norma euclidiana. A
partir de este punto, para simplificar la notacién, dada A ¢ R?>, k € N y una funcién
f : A —=R? lo denotaremos por fx y f, , respectivamente, las derivadas parciales de f
con respecto a la primera y la sequnda variables. Ademds, usaremos la notacién de nor-
ma del supremo a aplicaciones determinada en conjuntos distintos. En cada caso, esta
notacién denota al supremo del conjunto conformado por los médulos (o por las normas)
de los valores asumidos por la aplicacién en cuestién, o pasemos el dominio de la misma.
Para el siguiente ejemplo, necesitaremos el siguiente teorema:

Teorema 1.3.1. Sea (hn) una sucesién de funciones diferenciadas definidas en un in-
tervalo cerrado [a, b] C Ry tomando valores en R. Si hay xo € [a, b] tal que (ha(xo))
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converge y si (h,) converge uniformemente en [a, b], entonces (hn) converge uniforme-
mente en [a, b] para una funcién diferenciable h : [a,b] —_, Ry lim h,(t) = h'(t), para
n—oo

t € [a, b].

Demostracién. Consulte la referencia [14], Teorema. 7.17, p. 140. ]

Ejemplo 1.3.9. Sea A como en el ejemplo 1.3.7 y £(A) el conjunto de funciones
de C(A, R) que cuando se vista como funciones de { (x, ) R? : X% &y? 1 oen
R?, posee derivadas parciales de primer orden continuas y acotadas dentro de su domi-
nio. Probaremos que con las operaciones definidas punto a punto y dotadas de la norma
| FUI=l Fx lo + | fy oo + || F llo, CH(A) es un dlgebra de Banach sobre C, conmuta-
tiva y con unidad. Por la observacién hecha antes de este ejemplo, el suprema | fx |
y |l fy Il son tomados l% conjuntos donde estas funciones fx y f, estdn definidas, es

decir , en {(x,y) € R* : x2+y2 < 1} (o, equivalentemente, en A).

Inicialmente, necesitar’'iamos verificar que la suma, el producto por escalar y el pro-
ducto de los elementos de C*(A) pertenecen a C*(A), pero la suma y el producto por
escalar claramente satisfacen esta propiedad y por lo tanto solo verificaremos el producto.

Sean f, g € CY(D), tales quefilx, v) = (fi(x, y), f2(x, y)) v a(x, y) = (91(x, y), g2(x, ¥)),

donde (x, y) €{(x,y) €ER?>: x2+y2< 1}. Como fg = (f1ig91 — f292, f1g2 + f>g1) y cada
una de las funciones de coordenadas d\P/[ y g tiene derivadas parciales de primer orden

continua y acotada en { (x, y) € R?: x2+y?2 < } , fg también lo serd. Junto a este
hecho de que, por el ejemplo 1.3.5, fg C(A, concluimos que C*(A) es cerrado para el
producto. En consecuencia, C*(A) es un dlgebra sobre C. Ademds, por la definicién del
producto , C1(A) es conmutativo y tiene unidad , la funcién constante es igual a 1 .

En analogia con el ejemplo 1.3.2, es facil verificar que la norma arriba definida y del
hecho de la norma en C4) .

Ahora, veremos que con esta norma, C*(A) es un dlgebra de Banach. Sea (f») una
sucesién de Cauchy en CY(A). Si denotamos por fn la restriccién de cada f, al conjunto

A, tenemos que || fo llo<|| fa llo , (fa)x = (fa)x y que (fa)y = (fa)y para todo n € N,
ya que las derivadas parciales de estas funciones estdn definidas solo en A. Cémo (fn)

es una sucesion de Cauchy, para cada € > 0, existe no € N tal que

| (adx = Fmdx lleo + (| (fa)y = (Fm)y lloo + [l fo = fm llo=Il fo — fm lI< €

para n,m > no . Entonces || fn — fm ll< €, |l fo — fm lI< €, | (fa)x — (fm)x ll< €y
I, (fa)y — (fm)y llo< € cuando n, m > no . Del ejemplo 1.3.3, existe funciones C(A, C) y

[, a, 8 € B/A.C) tales que las sucesiones (fa), (fa), ((fn)x) y ((fn)y) convergen a la nor-
ma del supremo, correspondientemente, para f, f, a y 6. Podemos ver que la restriccion
de fa A es la funcién f, una vez fijado x € A, fn(x) = fn(x) para cada n € N, y por
tanto, las sucesiones (fn(x)) y (fn(x)) convergen al mismo Ilimite, lo que implica f(x) =

f(x) .

Con el propésito de probar que f posee derivadas parciales en A, que fx = a y que fy

= B, establecemos zo = (xo, yo) € A . Se sigue del hecho de que A es abierto, la existencia
de r >0 tal que B(zo,r) C A . As’i, si Iy, es el intervalo real cerrado [xo — r/2, xo +r/2]
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, entonces Iy, X {yo} C A .

Para cada n e N, sea @n Yn : Ix, — R tal que }‘n(t yo) = (@nl(t), Yn(t)) , para t
€ Iy,. Como (fn)x existe en todos /os puntos de Iy, X {yo}, tenemos que @n y Yn son
diferenciable en Ix, y que (fn)x(t o) = (cp,,(t) Lpn(t)) Recordando que (fn)x converge por
o en la norma del supremo, fijado € > 0, existe mo € N tal que

sup [(fa)x(t, yo) — a(t, yo)| <l (fa)x — a lo<'g,

XEIX0

siempre que n = mo . En el caso, si a = (a1, a2), entonces

sup lo,(t) — au(t, yo)| < sup [(Fa)x(t, yo) - alt, yo)| < €

XElxg Elxo

sup |, (t) — aa(t, yo)| < sup [(fn)x(t, yo) — a(t, yo)| <€,
XE/XO XE/XO
para todo n = mo. En consecuencia, (cpn(t)) y (t,b,,(t)) convergen un/formemente para las

restricciones de a1 y o, al | conjunto Ix, x{yo}, que denotaremos por a1 y az. Por yo es fijo,
podemos considerara: y @, definidos en Iy,. Por el Teorema 1.3.1, (@n) y (Llln) convergen

uniformemente en I, respect/vamente para funciones diferenciables @, Y : Ix,—— R.
Ademds, I|m (pn(t) @ (t)y I|m t,bn(t) J'(t), para todo t € I,.

Como para cada t € Iy,

£t vo) = I'm £ (¢, yo)=_1'im (alt), nlt))=(ep(1), (1)),

f posee derivada parcial con relacién a la primera variable en todos los puntos t en el
interior de Ix, y en estos puntos,

Fdt, yo) = flt, yo) = (@(t), @' (£)=(da(t), da(t)) =(eu(t, yo), ca(t, yo))=arlt, yo).

En particular, la derivada parcial de f con relacién a la primera variable existe en el punto
20 Y fx(zo0) = fx(xo, yo) = a(xo, yo) = at(z0). La prueba de que la derivada parcial de f con
relacién a la segunda variable existe en el punto zo y que f,(z0) = fy(xo, yo) = B(x0, yo) =
B(z0) es completamente andloga.

La arbitrariedad de zo nos permite concluir que f tiene derivadas parciales en cada
punto de A y que fx = a, as’t como f, = 8. Recordando que a y 8 son funciones
continua y acotada en A, tenemos que f € CYA). Finalmente, veamos que (f,) conver-
ge a f, en la norma definida en C'(A) : dado n> 0, existen ni, n2, N3 € N tales que
| fo = f o< 0/3, || Frdx — @l 1/3 y || (fiddy — 8 lleo< /3, siempre que, n = ny,
m >=nyyk = ns. Por lo tanto ,

[ fo = f lI=IF Godx = S Moo + |l (Fa)y =Sy Nloo + [ fir = f leo
= (fa)x —a|leo + =] (fn)y = B [|co + || fn = f ||eo
<n/3+n/3+n/3=n,
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para n >max { niy, ny, n} , prueba lo que quer’iamos. Con esto concluimos que CcY(n)
dotado con la norma definida al comienzo de este ejemplo, es un dlgebra de Banach sobre
C, conmutativa y con unidad.

Definicion 1.3.5. Si A es un dlgebra de Banach, entonces un elemento a € A es in-
vertible si existe b A tal que ab = ba = 1. En este caso, decimos que b es el inverso
de a.

Definicion 1.3.6. Si A es un dlgebra de Banach sobre K, denotaremos por pm (A) el
conjunto de homomorfismos no nulo continuos de A en K.

Toda dlgebra A de Banach es, en particular, un espacio normado. Luego podemos
considerar el dual A" de esta dlgebra vista como un espacio normado. Siendo A es un
dlgebra de Banach sobre K, la siguiente proposicién nos dice que el conjunto de homo-
morfismos no nulos de A en K estd en la esfera de A', o, usando nuestra notacién,
M (A)c Sa'. Como consecuencia de estos, tenemos que, en un dlgebra de Banach A
sobre K, todo homomorfismo no nulo de A en K es continuo.

Proposicion 1.3.1. Si A es un dlgebra de Banach sobre K, entonces para todo homo-
morfismo no nulo ¢ de A en K, tenemos que || ¢ || = 1.

Demostracién. Consulte la referencia [8], Teorema 3.1.2, pag. 68 . ]

Definicion 1.3.7. Sea A un dlgebra de Banach sobre C. La topologia débil estrella de
A’ induce en M(A)) una topologia, que se denomina topologia de Gelfand. As/’, una
sucesion generalizada (Yo) en M(A) converge a ¢ € M(A) si y sélo si, (Ya(f)) con-
verge a (Y(f)) para todo f € A.

Teorema 1.3.2. Si A es un dlgebra de Banach sobre K, entonces M fA ) provisto con
la topolog’ia de Gelfand es un espacio compacto de Hausdorff.

Demostracién. Consulte la referencia [8], Teorema 3.2.2, p. 71 . O

Definicion 1.3.8. Sea A un dlgebra de Banach sobre K. Para cada fc A, consideremos
una funcién

F:MA) — K

@ —— off)

Decimos que/} es la transformada de Gelfand de f. El conjunto A = {f/\:f e A}
se llama la representacion de Gelfand de A y la aplicacién

f:A-A
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es la transformacion de Gelfand.

Teorema 1.3.3. (Teorema de representacion de Gelfand) Si A es un dlgebra de Banach
sobre K, entonces la transformacién de Gelfand es un homomorfismo de A sobre subdlge-
bra » de C( ( )) . Ademds, A separa los puntos depM A ) y contiene las funciones
constantes. Kambie’n tenemos qlfgll%‘transformada de Gelfand de un elemento arbitraria

f € A satisface | £ Ilm@a)<|| £ ||, donde

fif M@= sup [f(g)l
|| @EM(A)

Demostracién. Consulte la referencia [8], Teorema 3.3.1, p. 74 . ]
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Capitulo 2

El Teorema de Shilov

En este capitulo, después de definir el conjunto maximal, conjunto pico, punto pico
y frontera, presentaremos el Teorema de Shilov que garantiza la existencia y unicidad de
la frontera minimal cerrada para una clase de algebra. Ejemplos de fronteras de Shilov
concluira el cap’itulo.

2.1. Conjunto maximal y conjunto frontera

Para las dos definiciones siguientes, consideremogj como un subconjunto de C(X),
donde X es un espacio compacto.

Definicion 2.1.1. Para cada f ¢ H,, el conjunto no vacio {x ¢ X : |f(x)| =|| f ||=} es
llamado conjunto maximal de f y denotado por S(f). Un conjunto F - X es una
frontera paraH si S(f) n F/= @, para todo fc H . Si una frontera (cerrada) F para
H no contiene propiamente ningidna frontera(cerrada) para esta familia, decimos que F
es una frontera minimal (cerrada) para H .

En otras palabras, un conjunto F C X es una frontera para H si para cada f € H
existe w € F tal que [f(w)| = || f ||oo.

Por definicién, S(f) es un subconjunto cerrado de X, para todo fc H, y de la defini-
cion de frontera junto con la Proposicion 1.1.12, se sigue que X es siempre una frontera

para H .

Definicion 2.1.2. Un subconjunto P de X es un conjunto pico para H si existe una
funcién no nula f € H tal que f(x) = || f |l para todo x €P y |[f(y)| <|| f |l para todo
y € X \ P. Decimos que p € X es un punto pico para H si el comjunto unitario {p}
es un conjunto pico para H.

De acuerdo con las definiciones anteriores, cada conjunto de picos es el conjunto maxi-
mal de algunas funciénes en H. Ademds, no es dificil observar que si H es una subdlgebra
de C(X), entonces P es un conjunto pico para H si, solamente si existe una funcién f
€ H tal que f =1 en P y el valor absoluto de f es estrictamente menor que 1 en X \
P. En una de las direcciones la conclusién es inmediata. En la otro, suponiendo P un
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conjunto de picos, basta tomar una funcién g € H que satisfaga la definicién del conjunto
de picos y f = o serd una funcién deseada. En particular, esta observacién se aplica a
los puntos pico.

Cuando sea posible y juzgaremos util, usaremos las definiciones equivalentes de con-
junto de pico y punto pico obtenidos en el parrafo anterior.

Proposicion 2.1.1. Si X un espacio compacto y A una subdlgebra de C(X) que contie-

ne la unidad de C(X), es decir, la funcién constante igual a 1 definida en X. Si f € A
no nulo, entonces el conjunto mdximal de f contiene al conjunto pico para A.

Demostracién. Sea xo € X tal que |[f(xo0)| = || £ |lc. Como f no es nulo, || f o= 0y, en

consecuencia, f(xo) = 0. Esto nos permite definir la funciéon g = 2! (£/f(x0) + 1), que
pertenece a A, ya que la funcién constante es igual a 1 est3 en esta algebra.

Para concluir que || g |lec = 1 basta observar que g(x0) = 1y que |g(x)| < 2=X(|F(x)/f(x0)|+
1) < 1 paratodox e X, ya que| f(xo)| = || f ||- A fin de verificar que S(g)c S(f) y que
g = 1 en S(g) , tomamos un elemento w en S(g) .
En este caso,

F(w)/f(x0) + 1] = 2|g(w)| =2 (1)

Ademas, por xo € S(f), fF(W)/f(x0) + 1] < [f(w)/f(x)| +1 < 2. Junto a (1),
esto significa \f(w)/f(xo) |= 1. Si 9 es el argumento principal de f(w)/f(xo), por (1)

, ((cos® +1)2 + (sen)?)¥2 = 2, es decir, (2-1(1 + cos9))¥?= 1 . Equivalentemente,
lcos(8/2)|= 1, de donde se sigue que & = 0. Con esto, f(w)/f(x0) = 1, y recordando que
If(x0)l = || f lleo , tenemos que w € S(f). De la arbitrariedad de w , obtenemos que

S(g) < S(f).

Por otra parte, como f(w)/f (xo) = 1 para todo w € S(g), la definicion de g implica

g(w) = 27f (Ww)/f (xo) + 1) = 1, para todo w € S(g). En otras palabras, S(g) es un
conjunto de pico para A que esta contenido en S(f) .

O

Teorema 2.1.1. Si X es un espacio compacto y F C C(X), entonces existe una frontera
cerrado minimal para F.

Demostracién. Sea E la coleccion de todos las fronteras cerradas para F. Como X € E,
E/= 0. Consideremos en E el orden parcial < definido por

E1 < E; si, solamente si, E; C Ey, para E1 , E; € E.

Para garantizar la existencia de un elemento maximal en E, tomamos una familia
completamente ordenada {E,\a},\e/\ C E. Fijando f € F, si{Ex }" ) es una subfamilia
J J=

finita de {Ealaen , entonces hay g € {1, 2, ..., n} tal que Ea,=Ea, y por lo tanto,
j=1
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n n

\
(SU) NEx) =SU) N (0 Ex) =5S() N Ey,

j=1 j=1

Como Ey, es una frontera paraF , S(f) nEx,/= @ . Luego, la familia { S(f) N Ex }aen
posee la propiedad de interseccion finita es y estda formada por subconjuntos cerrados de
X , una vez que E, es cerrado para todos los A = A . Recordando que X es compacto, se
sigue del Teorema 1.1 que

N\
(SUF)NE) ¢,

AEN

0 sea, \
SHIN( EY=¢,

AEN

La arbitrariedad de la eleccion de f nos permite concluir que E) es una frontera
AEA
para F .\Qdemés, este conjunto es cerrado por ser una interseccion de conjuntos cerrados.

Luego, Ex pertenece a E y es una cota superior para {Ex}aen. Bajo estas condiciones,
AEA
el Lema de Zorn nos dice que E tiene un elemento maximal I'. Sigue del orden definido

en E, la maximalidad de I' y de la propia definicion de E, que I es una frontera cerrada
m’inimal para F. L

Teorema 2.1.2. (Teorema Shilov) Si X es un espacio compacto y A es una subdlgebra
de C(X) que separa los puntos de X , entonces existe un tnica frontera cerrada minimal
para A .

Demostracién. Por el Teorema 2.1.1, existe una frontera minimal cerrada I' para A. Pro-
varemos que I contenido en todas las fronteras cerradas para A , lo que tendrd como
consecuencia inmediata la unicidad de T.

Como la demostracion arriba, sea E la colecion de todas las fronteras cerradas para

A, sea F € E supongamos , por el absurdo , que existe wo € I'\F . Recordando que F es
un conjunto cerrado, tenemos que existe una vecindad de wg que no intercepta a F. Por

el Lema 1.1, existe una vecindad abierta V de wp en la topologia (X, A) con la siguiente
propiedad , existe fi, f>, ..., fn € A es un niGmero real positivo r tal que

V=9{xeX:|filx)-Ffiwm)|<r,i=1..n}yVnF=10

En este caso, observamos que existe j € {1, 2, ..., n} tal que f/= 0, porque si fi=0
parai=1,2,...,n,entonces V = X , y tendrfamos que V N F = F/= (. Es facil ver
que podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que f;j 0, para todo j € {1,2,...,n}.

Ademas, para I es una frontera cerrada minimal y por N'\V es un subconjunto propio
cerrado de I, tenemos que F\V no es una frontera para A. En este caso, si F\V/= 2,
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entonces existe g € A tal que

> max
19 11> 8 |g(w)| > o,

No es dificil ver que este maximo existe, ya que N'\V es compacto. Por tanto si M

= max |g(w)] entoncesr’;’l{ < 1.Tomando k € N lo suficientemente grande , a fin de que
wer\v *

1
Mk n o

<r 1+  méax \f,-(w) _f,-(Wo)|
|| g ||°° i=1 weX

7’

y definiendo h = g¢ , tenemos , parat € T\V, que

()] = 1g40)| = [(g(t)¥] < M¥ <n || g |l% , donde

zn
n=r 1+ " max[fi(w) - fi(wo)|

=1 weX

Como existe t; € X tal que [g(tg)| =|| g || Y cOmo |h(ts) |= lg(ts) [, por la desigual-
dad arriba ,

|h(t)| < nlh(ty)|, para todo t € T\V.

Como consecuencia ,

lh(t)l <nll h ||, para todo t € I'\V.
Podemos reescribir esta desigualdad definiendo n , para concluir que

n

a1+ mEXW) _filwo) | < || b |,
1

i=
para cada t € I'\V . En particular,

IFi(t)h(t) — filwo)h(t)| <r | h|lw, paratodot € M\V yi=1,2,...,n. (1)

Por otro lado, para t€ V, si |h(t)|= 0, entonces

IF(D)h(t) = filwo)h(t) < rlh(t)l <r || h|lw, parai=1,2,...,n.
Si |h(t)] =0,
IFi(t)h(t) - Filwo)h(t) < rlh(t)l < r | h ||lw, parai=1,2,...,n.

Entonces, para todo t€V,
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IF(t)h(t) = filwo)h(t)|| <r || h |, parai=1,2,...,n. (2)
De (1) y (2) se sigue que

Ifi(t)h(t) — F(wo)h(t)|| <r | h|ew,paratodotE Ty parai=1,2,...,n.(3)

El hecho de que T sea frontera para A junto con el hecho de que fih — fi(wo)h perte-
neceaAparai=1,2,...,n, garantizan la existencia de wi, wa, ..., w, € T tal que

[filwi)h(wi) = filwo)h(w;)| =l fih - filwo)h [l , parai=1,2,...,n.

Entonces, por (3),

Il fih — filwo) lI<r ll h llo , parai=1,2,...,n.(4)
Recordando que F es una frontera para A, tenemos que existe t, € F tal que |h(tn)|=
Il h || . De esta manera, (4) implica

fi(tn)h(tn) = filwo)h(tn)| < rlh(tn)| , parai=1,2,...,n,
o equivalente ,

\fi(th) - filwo) <r,parai=1,2,...,n.

En otras palabras, t» € V N F, lo cual es una contradiccion, ya que V N F = ; . Para
concluir la demostracion , supongamos MN\V =0, es decir, r C V. Como f; 0 para i=1,
.., n, fijando j en {1, ..., n} arbitrariamente, para cada w € I ,tenemos que

filw)fi(w) = filwo)fiw)l <r | fi o, parai=1,2,...,n.
Con esto,
| fifi — filwo)fi lleo<r Il fi lleo, parai=1,2,...,n,

Tomando t; € F tal que |[fj(t;)| =l fj |l , tenemos que

fi(ti)f5(t) = filwo)fi(t7)| < rlfi(ty)| , parai=1,2,...,n,

o sea,

fi(t;)) - filwo)| <r,parai=1,2,...,n.
En consecuencia , tj ¢ V n F, lo que contradice el hechodeque V o F = ¢ ; . Esto

concluye la demostracion .
n
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Observe que en las hipotesis del teorema no se requeria que el algebra A tuviera uni-
dad o que estaba provisto de una norma.

Vale la pena agregar que en la demostracion del Teorema de Shilov, mostramos que la
frontera cerrado minimal esta contenido en todas las fronteras cerradas para A . Ademas
, por ser una frontera cerrada para A, la frontera cerrado minimal contiene la interseccion
de todas las fronteras cerrados para esta algebra. Luego, una consecuencia inmediata del
Teorema de Shilov es que la frontera minimal cerrado de una subalgebra A de C(X)
que separa los puntos del espacio compacto X, es la interseccion de todos las fronteras
cerradas para A.

El corolario abajo nos proporciona una conclusion interesante relativa a una familia
de funciones F — C( X) , donde Xes un espacio compacto, sin exigir queF satisfaga
todos las Hipdtesis del Teorema de Shilov.

Colorario 2.1.1. Sea X un espacio compacto y F C C(X). Si F tiene una tnica fronte-
ra cerrado minimal T, entonces T es la interseccién de todas las fronteras cerrados para F.

Demostracién. Sea I' como en el enunciado y supongamos la existencia de una frontera
E cerrada para F tal que N\ E/= 0. Como X es compacto, E es compacto, y asi, siendo
F' C C(E) la familia de restricciones de las funciones de F en E , el Teorema 2.1 nos
dice que F' posee frontera cerrada minimal I' C E.

Por otro lado, si f € F , por E es una frontera para F , existe t € E tal que
IF(t)] =| f ll. Consecuentemente , la restriccion fe de f al conjunto E , satisface
e [fe(x)| =l f llo. A partir de esto y del hecho de que I es una frontera para F

obtenemos t € I tal que |[f(t)| = [fe(t)| = max \fe(x)| =] f |lo. Por lo tanto, I es
frontera cerrado para F , ademas de no contener propiamente a ninglin otro, una vez que
es una frontera cerrada m’inimal paga ' . Recordando que\ £ =g, tenemos que I es
una frontera cerrada m’inimal pargdistinto de I, contradiciendo la unicidad de esta
frontera. O

Definicion 2.1.3. SiX un espacio compacto yH un subconjunto de C(X ) . Si H posee
una dnica frontera minimal cerrada, entonces llamaremos a esta frontera minimal cerrada

la frontera de Shilov de H y lo denotaremos por dH.

Observacion 2.1.1. Por el Corolario 2.1.1, la frontera de Shilov de H, cuando existe,
es la interseccién de todas las fronteras cerrados para H.

El siguiente resultado establece una caracterizacién desde puntos de fronteras de Shi-
lov.

Colorario 2.1.2. Si X un espacio compacto y H un subconjunto de C(X ) que posee
frontera de Shilov. Entonces t € 0H si, solamente si, para todo entorno V de t, existe
f € H tal que |[fF(x)| <l f llo , para todo x € X \V . En particular, si H es un
subdlgebra de C(X) que contiene la funcién constante igual a 1 definida en X , entonces
toda vecindad de un punto cualquier de H contiene un conjunto pico para H .

29



Demostracién. Sea t € X y supongamos que existe un entorno V de t tal que para todo
f € H, existe xr € X \V que satisface [f(xr)| =l f |l , es decir, tal que [f(x£)| = f |leo.
Esto significar’ia que X \ V es una frontera para H 'y, en consecuencia, que X \V es una
frontera cerrado para H . Luego, por la observacion 2.1.1, tendriamos que dH C X \V.
Por por otro lado , como V es la vecindad de t , t # X\V , lo que implicaria t Z 0H.
demostramos asi, por contraposicion, que si t € X \V , entonces para toda vecindad V de
t existe £ € H tal que [f(x)| <|| f |le, para todo x € X \ V .

Reciprocamente, sea t € X tal que para toda vecindad U de t exista f € H satisfa-
ciendo |f(x)| <|| f |l , para todo x € X \ U . Fijando una frontera cerrado F para H , si
V es un entorno de t, entonces existe f € H tal que |[f(x)| <|| f ||« , para todo x € X \V
. Luego, f no alcanza su médulo maximo fuera de V , por tanto F N V/= 0, ya que F
es una frontera para H. As’1 t € F = F . Sigue de la arbitrariedad de F que t pertene-
ce a todas las fronteras cerrados para H . De la Observacion 2.1.1, obtenemos que t € 0H .

Ahora suponga que H es una subalgebra de C(X) que contiene la funcidn constante
igual a 1. En este caso, si t € dH y V es una vecindad de t propiamente contenido en X,
entonces existe £ € H cuyo mddulo no alcanza el valor || £ || fuera de V , es decir, f/=0
y S(f) C V. Por la Proposicion 2.1.1 , esto significa que V contiene un conjunto pico
para H. Si V = X, el conjunto X , por ser el conjunto maximal de la funcion constante

igual a uno , es un conjunto pico para H contenido en V.
]

Colorario 2.1.3. Si X un espacio compacto y H un subconjunto de C(X ) que separa los
puntos X. Si H = C(X), entonces 0H = X.

Demostracién. Seat € X y sea V una vecindad abierta de t. Como H separa el puntos de
X v K es Hausdorff. Por la Observacion 1.1.1, tenemos que X es un espacio de Hausdorff.
Por la Proposicion 1.1.13, sigue de eso y de la hipotesis de X ser compacto, que X es
normal , y asi , através del Lema de Urysohn , podemos tomar una funcion g € H tal
que g(t) =1y g(s)=0, paratodos € X \ V. Por otro lado, el hecho de que H = C(X)
garantiza la existencia de una funcién f € H tal que || f — g [l.o< 1/2. Entonces, para
todos € X\V , [F(s)l = fF(s) -g(s)| <Il f—g llo< 1/2, mientras que |f(t)| > 1/2, una
vez que |f(t) —g(t) <Il £ - g lleo< 1/2 implica -|f(t)| < -lg(t)| + 1/2 = -1/2. Por lo
tanto, || f |l«> 1/2. En otras palabras, para una vecindad V de t arbitraria, encontramos
una funcion £ € H tal que |[f(s)| <|| f |l , paratodos € X \ V . Por el Corolario 2.2.2,
esto significa que t € dH. [

A continuacion, aplicaremos estos conceptos y resultados a algunos de los ejemplos de
la seccion 1.1.3, determinando, cuando sea posible, la frontera de Shilov de estos ejemplos.

Ejemplo 2.1.1. Sea un espacio compacto de Hausdorff X , veamos que la frontera de
Shilov de C(X) es X . De hecho, por la Proposicion 1.1.13, X es normal y, en conse-
cuentemente, dados dos puntos distintos x,y € X , mediante el Lema de Urysohn encon-
tramos una funcién f < C(X) tal que f(x) =0 1 = f(y). Entonces, 0C(X) = X, por
el Corolario 2.2.3.

Ejemplo 2.1.2. Sea A(A) el dlgebra de Banach definida en el ejemplo 1.3.7. Como la
funcién identidad estd en A(A), es fdcil ver que este dlgebra separa los puntos de A y se
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encuadra en las hipotesis del Teorema de Shilov. Con esto, A (A) tiene una Gnica frontera
cerrado m’inimal. Para probar que FrA = 0A(A) , fijlamos p = exp(ip) , con ¢ [Qz2rm)

, vsea f: A __, C definido por f(z) = (p+ z)2-1. Claramente f estd en A (A) y , para
z = exp(i9) tal que ¥ 4O, 2) \Q }., tenemos que |f (z)| < 1, porque esta desigualdad
equivale a la desigualdad (4-(cosp + cos9)? + 4-(sene + sen)?)¥?2 < 1, que ocurre si,

solamente si, |cos((¢p — 9)/2)| < 1.

Ademds, |f(p)| = 1y, por f no ser constante, el Teorema del Médulo Mdximo nos
dice que f no alcanza su médulo mdximo en A. Luego, p es un punto pico para A (A). La
arbitrariedad de p, obtenemos que todos los puntos en la frontera del disco unitario son
puntos pico, y , consecuentemente, que este conjunto estd contenido en cualquier frontera

para A(A). En particular, FrA C dA.

Finalmente , A C Fr/ una vez que, por el Teorema del Mddulo Médximo, Fr\ es
un frontera para A, ademds de ser cerrada.

Ejemplo 2.1.3. Sea H el dlgebra de Banach definida en el ejemplo 1.3.8. A fin de de-
terminar la frontera de Shilov de H , iniciaremos garantizando su existencia , es decir,
mostrando que H posee una Unica frontera cerrado minimal. Para ello, verificamos que
H separa los puntos FrA.

Seaf € A(A) definida por f(z) = z(z - 1). Si f es la restriccién de f a Frh, es

claro que f € H. Consideremos un par de complejos distintos z1, z2 € FrA . suponiendo
que zz 1y f(z1) = f(z2) , tenemos que f(z2) 0, una vez que f se cancela en el

punto z = 1 . Definicién de g : Fr& — C por g(z) = f(z)(z - z1) , es facil ver que
g € H, ademds de satisfacer g(z1) =0  f(z2)(z2 —z1) = g(22) , probando que H separa
los puntos de Fri . Bajo estas condiciones, el Teorema de Shilov dice que H posee una
Unica frontera cerrada minimal.
Afirmamos que 0H = FrA . Del hecho, sea f como se definié anteriormente y fijamos
20 = exp(ido) € FrA , con G € (0, 2rt) \ {rt} .

Si h : Fr&A — C es la restriccion de la funcién entera definido por la ecuacién
h(z) = (z + 20)2~! , entonces por cada ¢ € [0, 2rt] \ {00} , tenemos qué

|h(exp(i9))| = [4=(2 + 2cos¥cos + 2senFsents)]”? = |cos(=$2)| < 1, (1) entonces

por |cos(¥52)| = 1 si, solamente si , (8 —90)2~* = knt para algin entero k , o que no
ocurre ya que 90, 2rt] \ {o} y Go € (0, 2n).

Por otra parte, si V es una vecindad de zo en FrA , entonces existe r > 0 tal
que (8o — r, 9o +r) C (0, 2n) y exp(i®) € V , para todos los & € (§o —r, §o +71) .
Por la compacidad del conjunto ©o = [0, 2rt] \ (Jo — r, 9o + 1), existe & € Qg tal que
lh(exp(i8))| = @e%)f |h(exp(i®))|. Junto con (1) y el hecho de que |f(z0)| = |zo — 1| >0,

esto garantiza la existencia de n € N tal que

max|h"(exp(i9)| = [h"(exp(i9))] < F(z0)/21. (2)

No es dificil ver que el producto h"f/2 € H y observando que |f(z)/2| < 1 para todo
zZ € FrA , de la desigualdad en (2) obtenemos que
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((h"f/2)(exp(i9))| = |h" (exp(iD))|[f (exp(iB))/2| < |f(20)/2] = |h"(20)f (20)/2],

para todos & € Op . Por lo tanto, h"f/2 no alcanza el médulo mdximo en los puntos
z € FrA cuyos argumentos principales estdn fuera del intervalo (8o — r, %o + r) . Recor-
dando que exp(i¥) € V siempre que 8 € (8o — r, 8o + r) , concluimos que h"f/2 es una
funcién de H que no alcanza médulo mdximo fuera de V . Por el Corolario 2.2, esto
significa que zo € dH como 0H y un conjunto cerrado, se sigue de la arbitrariedad de
2o € (Fra)\{—1, 1} que 0H = FrA.

En el proximo ejemplo veremos un dlgebra de Banach que no posee frontera cerrado
minimal dnica. Ademds, este ejemplo prueba que no podemos alterar la hipdtesis del Teo-

rema de Shilov sustituinedo la hipétesis de A sea una subdlgebra compleja de C(X, C)
por la hipétesis de que A es un dlgebra real contenida en C(X, C).

Ejemplo 2.1.4. Sea U el dlgebra de Banach definida en el ejemplo 1.3.6 y sea f :
[0, 1] — C la funcién definida por f(t) = i(1/2 — t). Como para todo t € [0, 1],

fA =) =it = 1/2) = i(1/2 — t) = f(¢),

tenemos que f c \J, ademds de ser una funcién inyectiva. Asi, J separa los puntos
de [0, 1], pero |J no es una subdlgebra de C([0, 1], C), una vez que su cuerpo de escalares
es R. Por lo tanto, apenas solo una de las hipdtesis del Teorema de Shilov no se cumple.
Apesar de esto, El teorema 2.1 garantiza la existencia de una frontera cerrada m’inimal

para U.
Para verificar que U tiene mds de una frontera cerrada minimal, fijemos g € U arbitra-
riamente. Por la Proposicién 1.1.12, existe s € [0, 1] tal que |g(s)| =l g ||« , y recordando

la definicion de U , tenemos que

lg(1 = s)| = lg(s)] =Il g Il .

Suponiendo s 1/2, si s € [0,1/2), entonces 1 — s € (1/2,1] y , analogamente, si
s € (1/2,1], entonces 1 — s < [0,1/2). De cualquier forma, toda funcién g < U logra
mdximo en mddulo en los intervalos cerrados [0, 1/2] y [1/2, 1], de donde se siguen estos
intervalos son fronteras cerradas para U . Por lo tanto, por el Corolario 2.1, si U tuviera
frontera cerrada minimal udnica T, ella estaria en la interseccién de estos intervalos, es
decir, Ty ser’ia el conjunto unitario {1/2}. Pero {l/2 }ni siquiera es una frontera para
U, va que la funcién f definido al inicio de este ejemplo alcanza un mdximo solo en los
puntos Oy 1.

Nuestro udltimo ejemplo muestra que si X es un espacio compacto de Hausdorffy A es

un subdlgebra de C(X) que no separa los puntos de X, entonces es posible que A posee
mds de una frontera cerrada minimal.
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Ejemplo 2.1.5. Si g espacio compacto de Hausdorff y @l conjunto de funciones
constantes de X en K. Por el ejemplo 1.3.1, C es una subdlgebra de C(X ) . Es inmediato
que Cno separa los puntos de X y que todos sus subconjuntos son fronteras paraC .
En particular, cualquier subconjunto unitario de X es una frontera cerrado minimal. Por
tanto, basta que X posea por lo menos dos puntos para que(C tenga mds de una frontera
cerrado m’inimal.

Antes de terminar este capitulo, haremos algunos comentarios.

Si A es un dlgebra de Banach, por el Teorema 1.3.2, M /A ) equipado con la topologia
de Gelfand es un espacio compacto de Hausdorff .

Por otro lado, el Teorema de la Representacién de Gelfand nos dice que la representa-
cién de Gelfand A de A es una subdlgebra de C(\M (A )) que separa los puntos de M (A ),
ademds de contener las constantes.

En el trabajo original de Shilov, una frontera para un dlgebra de Banach A es, por de-
finicién, un subconjunto F de \ (A ) que es una frontera para Q\C M A ) en el sentido
de la definicién 2.1.1. En este contexto tenemos que si X es compacto y A es un dlgebra
de Banach que es una subdlgebra (algebraica y topoldgica) de C(x ) que contiene la unidad
y separa los puntos de X, tenemos que la transformacién de Gelfand es una isometria y,

en este caso,E es una frontera para A si, solamente si, el conjunto {6x : x € E} C M(A)
A -
es una frontera para A. Para mds detalles, consulte [3] .

33



Capitulo 3

El Teorema de Bishop

A través del Teorema de Shilov estudiamos condiciones suficientes para la existencia
y unicidad de frontera cerrada minimal para una clase de algebras normadas. Basado
en esto, es natural preguntarse si, se observa ciertas condiciones, es posible garantizar la
existencia y unicidad desde la frontera minimal, no necesariamente cerrado. El Teorema
de Bishop responde esta pregunta positivamente, probando que six es un espacio com-
pacto metrizable y A es una subalgebra de C(x ) que separa los puntos de X Yy que, con
la norma del supremo esta completo, entonces el conjunto de punto pico para Ao es una
Unica frontera minimal para esta algebra. En este caso, como consecuencia de los Teore-
mas de Shilov y de Bishop, tendremos que la frontera de Shilov es cerrada del conjunto

de punto pico para A .

Motivados por este resultado, presentaremos un teorema debido a H. G. Dales (con-
sulte la referencia [2] ) que, bajo condiciones un poco mas generales que las exigidas en el
Teorema de Bishop, prueba que el conjunto de punto pico todavia es denso en la frontera
de Shilov del algebra en cuestion. La demostracion que daremos de este teorema se debe
a T. G. Honary (ver referencia [4] ) .

Todavia sobre el teorema de Bishop, destacamos unos de sus corolarios que establece
que todo conjunto pico para el algebra que satisfaga las hipotesis del referido teorema
posee punto pico. Representamos tambien un ejemplo, debido a Jarosz, de un algebra que
tiene conjunto pico sin punto pico (consulte referencia [6] ).

3.1. El Teorema de Bishop
Teorema 3.1.1. (Teorema de Bishop) Sea A una subdlgebra de C(X), donde X es
un espacio compacto. Si X es metrizable y si A con la norma del supremo es un dlgebra

de Banach que separa los puntos de X, entonces el conjunto P de los punto pico para es-
ta dlgebra es una frontera minimal para A . En particular, esta frontera minimal es dnica.

Demostracién. Si X fuera un conjunto unitario, entonces, trivialmente, P serd el conjun-
to X y la frontera minimal Gnica para A que buscamos.

Suponiendo la existencia de por lo menos dos puntos distintos en X y basados en la
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hipotesis de A para separar los puntos de este conjunto, podemos fijar una funcion go € A
que no sea constante. Como X es compacto y go es continua, podemos tomar xi, x2 € X
tales que |go(x1)| = go llo ¥ go(x1)/= go(x2) . Asi, go(x1)/= 0 y con eso, dividiendo
go por go(xi) si es necesario, podemos asumir go(x1) = 1 y go(x2) 1. De esta forma,
definiendo g = go + g7, tenemos que g(x1) 5 g(x1) =2 > p(x2) |, osea, g € Ay [g|no
es constante . Ademas, observando que

lg(x)| < lgo(x)| + 1go(x)|*> <l go |l + || go |5 =2 = g(x1), para todo x € X,

es facil ver que S(g) C S(go), una vez que si y € X\S(go), entonces |go(y)| < 1 lo que
implica [g(y)l < Igoly)| + [go(y)|* < 2 =[| g [l=, s decir, y € X\ S(g).

Sea U la familia formada por las colecciones ' de subconjuntos de X que posedoras
de las siguientes propiedades, sus elementos son conjuntos maximales de funciones de A,
S(g) € Ty I goza de P.I.F. . Es claro que U/= 10, ya que S(g) € U .

Consideremos en U el orden parcial < definido por la inclusion, es decir, dado '}, I; €
U, M < I si M C M. Apuntando a la aplicacif@ del Lema de Zorn, sea {Ix} un

subconjunto completamente ordenado de U . Como  la posee S(g) y el P.L.F., tenemos

I: a
qué N« € U y es una cota superior para {I'«} . Bajo estas condiciones, el Lema de Zorn

o
nos dice que U posee un elemento maximal o . Teniendo en cuenta que considerando

gue por cada y € Iy existe g, tal que y = S(g)) , todos los elementos de Iy es cerrado.
Uniendo a los hechos de X es compacto y o posee el P.I.F. , por el Teorema 1.1.1,

tenemos qué

N\
V=9 (1)

VEIo

Por otro lado, la Proposicién 1.1.8 garantiza la existencia de una base numerable {E,}
para la topologia de X . Asi para cada y € o, existe una subcolecciéon enumerable {E,, }

de esta base tal que y*=  E,,. Luego,
i=1
\ L L
( )= Ve = E,
VEIlo VEIlo YEIlo i=1

Como {E,, : y € To y i € N} es una coleccibn enumerable, podemos renombrar sus
elementos, digamos por E,,, para obtener la igualdad abajo

VEIo

En este caso, para cada j € N, existen y € Io y i € N tales que

E

E”’j = EV,' C Ey,— = VC

i=1
En otras palabras, por cada j € N, existe y; € lo tal que En, Cy CSigue de que
j
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- J /C Ve
VEIlo Jj=1 j)——/l C VETlo
Luego,
I: yC P c
J
VEIo Jj=1
o equivalente,
N X
V= v, donde y; € lo, para todos los j € N. (2)
YElo R
Jj=1

Por (1), esto significa que Vi Y no vacio. Fijamos un elemento xo en esta interseccion

j=1
y, para cada j € N, sea gy, una funcion sobre A tal que S(g,,) = v, , a través del cual
definiremos g; = % __ Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que gy, (xo)/= 0

9y, (x0) °
para todo j € N . En efecto, si existe una m natural tal que gy, (x0) = 0, como xo €
vm = S(gm), tenemos que gy, =0, y por lo tanto , que yn = X. Siendo as’i

X X

Vi = Vi,
Jj=1 Jj=1
Jj m

De esta forma podemos excluir ym de la coleccién {y;}72, sin cambiar la conclusion

obtenida en (2). Ademas, existe un k natural para el cual g, (x0)/= 0, una vez que
si gy,(x0) = 0 para todo j , entonces , por los mismos argumentos usados justo arriba

,Vi =X para todoj .
Como consecuencia,
N\ X
v= V=X
VETo Jj=1
lo que implica S(g) = X, ya que S(g) € lo. Sin embargo, esto contradice el hecho de
que |g| no se constante .

A partir de su definicion,

lgy; (x)|
g(x)=1ylg (x)|="" _ logeal _ o
s 0 J lav; 6o~ gy lloe = 77

para todo x € X, cualquiera que sea el natural j . Es decir, || g; |l«= gj(x0) = 1, para
todo j € N. Junto a este hecho de que A, provisto de la norma del supremo , es un

/
espacio de Banach, por el Teorema 1.2.1, tenemos que la serie . converge a una

funcion f € A que, por definicion, satisface

= . =
Foo) =1yl = 2 =2
=1 i=1




para todo x € X, es decir, || £ ll«o= f(x0) = 1. En particular xo € S(f). También tenemos

que siw € , entonces existe m € N tal que w £ ¥m = S(gy,), 0 equivalentemente,

i=1
lgy.,(W)| <l gy, llo=|gy,,(x0)|. As1,
g (w) = ﬁjf%ﬁ <1 =gml(xo),
y con esto, '
= g:(w) = .
lg(w)| < AUL  ldm WL law)|
) 2 2m . 21
i=1 i=m+1
m-—1 (%)
i\ X
_Zalo) , ambo) | = g yp
2i 2m _ 2i *°
=1 i=m+1
P
En otras palabras, w € S(f), demostrando que S(f) C yj. De acuerdo con (2), pode-
L
mos reescriba esta inclusion como sigue: S(g) C v - (3)
VEIlo

A fin de probar que S(f) es un conjunto unitario, supongamos la existencia de por
lo menos dos elementos distintos en S(f). Por hipotesis, esto implica la existencia de

una funcién ho € A que en S(f) no es constante . Recordando que este es un conjun-
to compacto y que ho es continua , sean a,b ¢ S(f) tales que |ho(a) | = mé>(<f) ho(x) |
XES

y ho(a)/= ho(b). En este caso , ho(a)/= 0, lo que nos permite suponer, dividiendo ho
por ho(a) si es necesario, que ho(a) = 1y ho(b) 1. Entonces, haciendo h = ho + h3,
la funcion |h| no es cons tante en S(f), ya que h(a) = 2 y |h(b)| < 2 . Por lo tanto, el

conjuntonovac' o E= x ¢ S(f): ,h(x)‘ = max |h(y)| es un subconjunto propio de
yES(f)

S(f) . (4)

Sea x1 € E, fL= ,,;[q_) y h1 = .u&,.) Como x1 estd en S(f) vy |h| no ser constante en este
conjunto, f1 y hi estan bien definidas, ademas de fi(x1) =|| f1 lle= 1y S(f1) = S(f)
, ya que [f(x1)] =| f llo= 1. Sumando estos, tenemos los hechos de |hi(x)| < 1 para
X € S(f) y |hi(x)| < 1 siempre que x € S(f) \ E, viendo estas Gltimas definiciones de E
, X1 Y hi. Ademas, hi(x1) = 1 implica || h1 [lo> 1. En este momento , dividiremos la
demostracion en dos casos : || h1 loo>1y || h1 o= 1.

Suponiendo || h1 ||«= 1, para cada n € N, sea

’

7
Vo= x€X:1+ 1"t < |py(x)| <1+ ugalytt

Analizando su definicién, vemos que V, es la interseccion entre las imagenes inversas
de los intervalos (—o0, 1 + (|| h1 |l —1)2¥"1y [1 + (|| h1 |le —1)27", +o0) por la
funcién continua |h1|. En consecuencia, todo V., es cerrado. M&s que esto, porque X es
compacto,V, es compacto, para todo n € N. Verifiguemos ahora que

E

n=1

Vo=x€ X : |hi(x)| >1.(5)
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Siw € X es tal que |hi(w)| > 1, entonces 0 < |hi(w)] —1 <|| h1 ||« —1 existe
n € N tal que 2" < (|hi(w)| — 1)(]| h1 |le —1)! < 1. Sea nw el menor natural posi-
tivo que satisface esta condicion. Si ny = 1, entonces w € V1. Caso ny > 1, tendremos
21 (lhy(w)| — 1)(I| h1 |l —1)7%, es decir, w € V, .,Reciprocamente, tomamos w € V,
tenemos |hi(w)| = 1+ (|| h1 ||l —1)2% > 1 ,por que estamos suponiendo || h1 ||«>1 .
La arbitrariedad de kK € N concluye la verificacion de (5) .

Por la igualdad en (5), S(f) N V, =& paratodon € N, unavezque |hi(x)] < 1
siempre que x € S(f) y , como S(f1) = S(f) , tenemos que S(f1) NV, = O ; paraéodo

n € N. Recordando que || f1 |lo= 1, se sigue que [fi(x)| < 1 para todos x € Vh.

n=1

Luego, si para todo n € N, x, es un elemento de V,, tal que |fi(xn)| = rpeé% If1(y)l, cuya

existencia estd asegurada por la compacidad de V,, entonces [fi(xn)| < 1 para todos
n € N . Para cada n € N , sea gn» un entero positivo tal que [fi(x»)|" < 2-! . Fijando
k € N arbitrariamente , como todo x € Vi satisface |[fi(x)| < [fi(xx)|, tenemos que
lf1(x)|% < 2-1, para todo x € Vi . (6)

Por otra parte, los hechos de || f7" ||»<]|| f1 ||%= 1 para todon € N y de A ser
completa en la norma del supremo implica la convergencia de la serie

@ an

m+4Mh1mm?5
n=1 2"

para una funcion v € A, en esta norma . Por las definiciones de h1 y f3,

> 7
v(x1) = 1 +4(]| h1 [l - 1) 3

n=1

C=14a(l by e 1),

Yy, Si x € Vi, donde k € N esta arbitrariamente fijado , entonces la conclusion obtenida
en (6) junto a la definicién de Vi nos dicen que

M

=1+ 4hdee=D) 4 4(] by [Jeo 1) Lo

n=1
=k

=1+4(|l h1 |l —1)

S
Six € X\ V, ,por(5), |vix)] < 1+4( hille —1).Luego, x1 € SV)y || V| w=
1+ 4(| h1 || —1). Luego, por| hi(x)| < 1 siempre que xc S(f) E,| v(x)| <||v || para
todo x en este conjunto, siguiendo de esto que

(SINE) N S(v) = D . (7)

Los hechos de x1 € E C S(f) y x1 € S(v), junto con la inclusion en (3) implican

x1 € S(v)Ny, para todo conjunto y € Iy . En consecuencia, la coleccion MoU{S(v)} posee
P.I.F. y contiene el elemento S(g) , ya que Iy goza de estas propiedades. Por lo tanto

Mo U{S(v)} es un elemento de U que contiene INp. Por la maximalidad con la relacién
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de orden definido en U, Iy es igual a o U {S(v)}, e\decir, S(v) € lo. recordando, de

nuevo, la obtenido en (3), esto significa que S(f) C y C S(v) . Basado en esto y en
yEIlo

(7) , S(H\E = (S(f)\E) N S(v) = D . Pero, por E C S(f), esto implicar'ia E = S(f)
, contradiciendo (4) . Con esto, mostraremos que si es una funcion hi, definida a partir
de la suposicién de S(f) no es unitario, satisface || h1 [[«> 1, tenemos un absurdo.
Aproximandonos a la conclusiéon de esta demostracidon, supongamos || h1 |eo= 1. En
este caso, S(h1) N S(f) = E, yaque x € S(h1) N S(f ) si, solamentesi, x € S(f)y
h(x) A(x1) | = hi(X) = M1 o 1 jque es equivalente a x E , porque X1 €s un
elemento de E. A partir de esto y de (3),

\
S(h)N(  y)DS(h) NS(f) =E=0T

y€EIlo

De esta forma, la coleccion Mo U S(h1) posee el P.I.F. y contiene el elemento S(g) , ya
gue lp posee ambos. Usando la maximalidad de o y los mismos argumentos uti%ados

en la conclusion del caso anterior, obtenemos que S(h1) € o . Entonces, S(f) C y C
yEIlo

S(h1), de donde sigue queS(h1) £ S(f) = S(f) y como E = S(h1) nS(f) , esto contradice
(4).

Por lo tanto, S(f ) tiene un solo elemento, el punto xo. Sigue de esto que xo € P, que
junto a (3) implica xo € S(g) , pues S(g) € To . Luego, P N S(g)/= @ , y uniendo a este
dato de S(g) C S(go) obtenemos que S(go) N P/= 0 . La existencia de una funcién no es
constante en A y la arbitrariedad de la elecion go nos permite concluir que P = 0 y que
S(p) NP =0, para toda funcién no constante p € A . Si u € A es constante, entonces
SuynP=xnP=P &, probando finalmente que P es una frontera para A. O

Definicion 3.1.1. Si X es un espacio compacto y A C C(X) , el conjunto de puntos
pico para A obtiene el nombre de frontera de Bishop de A y se denota por pA.

El teorema de Bishop dice que si A es un dlgebra de Banach que satisface ciertas
hipétesis, entonces pA no es vacio y es una unica frontera minimal de A.

Colorario 3.1.1. Si A satisface la hipotesis del Teorema de Bishop, entonces todo con-
junto pico por A tiene punto pico.

Demostracién. Si E es un conjunto pico para A, entonces E es el conjunto maximal de
alguna funcion de A . Ademas, debido a que todas las hipotesis del Teorema de Bishop sera
satisfecho, ganes una frontera para A En consecuencia, ppintercepta todos conjuntos
maximales de funciones de A . En particular, pA n & =( . En otras palabras , E posee
un punto pico. ]

Colorario 3.1.2. Si A satisface la hipotesis del Teorema de Bishop, entonces?ﬁx = 0A.

Demostracién. Por el Teorema de Shilov , dA C p?y por el Teorema de Bishop pA C A
. A partir de esta inclusion y del hecho de que pA es un conjunto cerrado, es inmediato

que pA = JA. L

Este corolario, en otras palabras, nos dice que si las condiciones del Teorema de
Bishop estan satisfechos con un espacio compacto X y un algebra de Banach A, entonces
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la frontera de Shilov de esta algebra existira y sera la clausura del conjunto de sus puntos
pico, que en este caso es la frontera de Bishop d@,.

El siguiente teorema se debe a H. G. Dales y prueba que si, en el corolario arriba,
no debilitamos una de las hipbtesis, requiriendo sélo que A sea un algebra de Banach
con norma cualquiera, entonces la frontera de Shilov de esta algebra seguird siendo la
clausura de la frontera de Bishop de A en la norma del supremo. Esta conclusion es
similar al corolario anterior, con la diferencia de que no sabemos si A es una frontera
para esta algebra, una vez que, en este caso, A . no es necesariamente un espacio completo
con la norma del supremo.

Proposicion 3.1.1. Sea X es un espacio compacto y A es una subdlgebra de C(X)
equipada de una norma cualquiera || . || y que contiene la unidad de C(X), entonces
| f leo<Il f lleo , para todo f € A

Demostracién. El casoA = {0} es trivial. Suponiendo A = {0}, existe f € A tal que
f(xY= 0 para alguna x € X .

K definido por la
Por otro lado , para cada x € X , recuerde que la funcidon X: A —

ecuacion X(f) = f(x), pertenece a M(A) siempre que "X no sea nulo. Por la observacion
hecha al principio de la demostracién, existe %'= (0 para alguna x € X. Ademas, por la
proposicion 1.3.1, || ¢ ||= 1 para todo ¢ en M(A) , donde la norma considerada es el
supremo en esfera de (A, || . ||). Entonces, si f € A, entonces

| f llo=sup [f(x)| = max|&F(x)| < sup lo(f)l < sup [l ollllfll=IfIl.
xeX xeX EM(A) @EM(A)

®

]

Teorema 3.1.2. Si X un espacio topolégico compacto metrizable y A una subdlgebra de
C(X ) que separa los puntos de X . Si A contiene la unidad de C(X ) y con una norma
cualquiera || . || es un dlgebra de Banach , entonces el conjunto de sus puntos picos es
denso en OA .

Demostracién. Comenzaremos probando que todo conjunto pico para A contiene ade-
cuadamente en X contiene un punto pico para A . Sila norma de A fuera la del supremo,
esta conclusidn seguiria inmediatamente del Corolario 3.1.1.

Sea P un conjunto pico para A contenido propiamente en X, g € Atalqueg=1en P

y lgl <1 en X\P y U un abierto contenido P tal que X\U . Tal U del hecho existe,
pues tomando xo € X \P_, el conjunto X \{xo} es un ejemplo de abierto contenido en P

que es diferente de X. Si A es cerrado de A en la norma del supremo, entonces A es una
subalgebra de C(X) que con la norma del suprema es un algebra de Banach.

Consideremos A con la norma_del supremo. Como A C A, P también es un conjunto
pico para A y observando que A satisface la hipotesis del teorema de Bishop, el corolario
3.1.1 garantiza la existencia de un punto pico p1 C P para A. Luego existe f; € A tal que
fi(p1) = 1y [fi(x)| < 1 siempre que ¥'= p1 . Como X es metrizable, podemos considerar

una métrica d en X que da origen a su topologia y recordando que P es un subconjunto
del abierto U , sea Bi la bola abierta, en métrica d, centrada en p1 y de radio r1 < 1,

tal que B1 C U . Como X\U/= 0, también tenemos que X \Biy/= . En base a esto
y en la compacidad de X \ Bi, que a su vez y consecuencia de la compacidad de X,
sea 81 = maxxex\g, [f1(x)| . Por la eleccion f1, 81 < 1, lo que nos permite tomar € > 0
tal que 1—81 > 2e1. Por fi € A, existe g1 € A tal que || f1 —g1 ||< €1 . A partir de esto,
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1-1ga(pa)| = fa(p)l = lga(p1)| < [fa(p1) —g1(p1)l <l fi-01 o< & (1).

y, para cada x € X ,|g1(x)| = [f1(X)| < |g1(x) — f1(x)] <|| f1 - 91 [|lc< €1. Esto significa,
por la definicion de 81, que

lg1(q)| < €1 + B1, por cada g € X \Bx. (2).

Por (1) , |gi(p1)| > 1 — €1 > 81 > 0, lo que implica || g1 ||«> O . Entonces, por la
proposicion 3.1.1, tenemos que || g1 |[> 0. Basado en esto, sea n1 = (22 || g1 ||)~2. Por (2),
por By C Py por el hecho de |g| <1 en X\P, tenemos, para g € X \B1 , que

lg(a)] + n1lga(g) < 1+ (N1 + Ba). (3).
Ademas, sigue de p1 pertenece a P y de (1) , que

lg(p1)| + 1lgi(p1)| = 1+ n1lga(p1)| > 1+ ni(1 — e). (4).

junto a (3) y (4) con la definicion de €1, si g € X \B1, entonces

lg(pa)| + mlga(p1)l — lg(@)| — nilgi(g)l > ni(1 — 2€1 — 61) > 0 (5).

Ahora, sea 1 = Arg g(p1) = 0, 91 = Arg gi(p1) vy @1 = Y1 — 1 = Arggi(pi). Defi-
niendo G1 = g+n1e®'g: , claramente G1 € Ay, para cada g € X \B1, proviene de (5) que

|G1(q)| < laglg)| + nilgi(g)| < lg(p1)| + nilgi(pi)l.

En este caso, como

|Gi(p1)| = {g(p1)|e¥* + niet|gi(pa) e -
= {g(p1) ¥ + milga(pa) ¥ -
= lg(p1)| + nilgs(p1)l,
tenemos que |Gi(q)| < |Gi(p1)| , para todo g € X \B: . Por lo tanto, Gi no alcanza
modulo maximo fuera de B1 y || G1 ||o> qgf{’él 1G1(g)| , o equivalente , S(G1) C Bi y

Mi=||G1| & Max |Gy(q)| es positivo.
a GX\B1

Nuestro proximo paso es repetir, de forma analoga, lo que hicimos anteriormente.

Por la Proposicion 2.1.1, el conjunto S(G1) contiene un conjunto pico para A. Asi, por
el Corolario 3.1.1,5(G1) contiene un punto pico p2 para A, que en particular, pertenece
a Bi. Luego, existe f2 € A tal que fa(p2) = 1y |2l < 1en X\{p2}. Sea B, la bola
abierta , en métrica d , centrada en p, y de radio r, < 2-! tal que B> C B1 , y sea

6: = MAX |f;(q)| . Como 62 < 1, podemos tomar e > 0 tal que 26, <16y , por

f» € A, existe g» € A tal que || 2 — g2 ||l=< €2. Como consecuencia ,

1-lg2(p2)l = If2(p2)| = lg2(p2)| <l f2 - 92 < &2 (6)
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y , para todo x € X , |g2(x)| - [fa(x)] < € . Asi, por la definicidn de 8, , si
g € X \Byentonces |ga2(q)| < €2+8.. (7)

Por otro lado, sea &, = min&;, M1 y n2 = 62(2% || g2 ||)! . Observe que n, esta bien
definida, ya que , por (6), || g2 ll«=> 0, y por la Proposicién 3.1.1 , esto significa que
| g2 |> 0. También por (6),

|Ga(p2)| + n2lga(p2)| > |Gi(p2)| + N2(1 — €2)
y uniendo (7) al hecho de que p, € S(Gi1) , para todo g € X \B2 , tenemos
|G1(q)| + n21g2(g)| > |Gi(p2)| + na(€2 + B2).

Para g € X \B: , de estas dos desigualdades se sigue que ,

|Gi(p2)| + n2lga(p2)| — 1Gi(a)| — n2lga(a)l > na(1 — 2€2 + 62) > 0. (8)

Definiendo > = Arg Gi(p2) ,92 = Arg ga2(p2) Yy @2 = Yo — 32, sea Gz = G1 + nN2e%2g,.
Y claro que G2 € A y por su definicion,

|Ga(p2)| = *|Gi(p2)[€¥2 + n2e®2|ga(p2) |2 = |Ga(p2)| + n2lga(p2)l,

junto a (8) nos dice que |G2(q)| < |G1(g)|+n21g2(q)| < |G2(p2)| , para todos g € X \B:
. Es decir, G2 no alcanza el mddulo méximo fuera de B2 y || G2 [lo> max |Gy(q)|.
qEeX\B2

En otras palabras, S(G2) C Bo y M2 =|| G2 |l — max |Ga(q)| > 0.
9 €X\B:

Analogamente, podemos repetir este proceso paran términos,en la n- enesima etapa, bolas
abiertas B, By, ..., B, de radios ri, r, ..., ra, respectivamente , tal que rx < k** para k =
1,2,...,ny U D B1 D B;...Bh. Ademas, siendo Go =g, Bo=U vy 60 = Mo = 1/2,
para cada k € {1, 2, ..., n}, tendremos una funcidén Gk € A tal que S(Gk) C Bk , de-
finida por Gk = Gk-1 + nke® gk, donde gk € A, || gk ||> 0 ,nk = &k(2X || gk 1)1,
6k = min{bx-1, Mk-1} y Mk =| Gk llo — max |Gk(g)| > 0.

9 €X\Bk

La posibilidad de repetir lo que hicimos tantas veces como queramos, asegura gue
sentido definiendo inductivamente la funcion h por la igualdad

z .
h=1m G,=g+ nne*gn.

n—oo
n=1

Para comprobar que h estd bien definida y pertenece a A, fijemos n € N. Por defini-
cionesde nn y 6n,

| nne®gn l1< nn |l gn ll=_5_ Il gn lIs=—=.
2"llgnll 2n+1
Junto a esta con la hipotesis de A es un algebra de Banach con esta norma, tenemos h
estad bien definida y pertenece a A. Ademas, en base al hecho de que S(G,) C B, para
todo n, sea {gn} una sucesion en X tal que gn € Bn vy |Gn(gn)| =|| Gn ||w, para cada
n € N. En este caso, si k € N, entonces
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lh(g)] = Gr(qw) + nne g, (k)
' n=k+1 *
> |Grlgk . Nee“ngs (qk)
)| - st

2| Gk o — = nnlgnlgu)l,

y la Proposicion 3.1.1 junto con la definitiéhlde cada 6, , nos garantiza que para todo
XEeEX,

= =

n=k+1 rln|gn(X)| = n=k+1 Nn ” On ||°°;

= ‘]” | g” ||I
n=k+1

< 6k+1 < 6k+1

(9),

n=k+1 2n n=k+1 27 2

En particular, |h(g«)| >|| Gk ||e 5“12. Entonces, por (9) y por las definiciones de &« y

My , por cada g € X \Bx,

=
lh(g)] < |Gkq)| + Nnlgn(q)]

n=k+1
; =
= Mmax |Ge(x)| + Nnlgn(q)l

xeX\ Bk _ 1

=l Gk llo =M+ nnlgnlq)]

5k+1
<II Gk llee =Mk +
Sk
<l Gk llo =2 < |h(qu)],

es decir, S(h) C B, ya que gk € Bk. De la arbitrariedad de k se sigue que S(h) C
NpeqBn.
Como S(h)= J; (dado que h es continua y X es compacto) y r» tiende a cero a medida

que n crece, tenemos que S(h) es un conjunto unitario, es decir, S(h) = {p} para algun
p e X - As’i ,segun el hecho de que p 81 U,se sigue que p es un punto pico para A

que pertenece a U. Recordando al inicio de la prueba, observamos que el conjunto pico
P era fijado arbitrariamente, as’t como el abierto U que lo contiene. Por tanto,acabamos
de probar que todo conjunto pico para contenido propiamente erxcontiene un punto
pico para A

Finalizando la prueba, observamos que las hipbtesis de este teorema nos permiten, a
través de del teorema de Shilov, garantizan la existencia de la frontera de Shilov de A.
Luego, si x € 0A y Uyx es una vecindad de x / X\Ux @, entonces, por el Corolario
2.2.2 , existe u € A tal que S(u) C Ux. De la Proposicion 2.1.1, obtenemos un conjunto
pico Px para A contenido en S(u) , que en particular , es un subconjunto propio de X.
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Como resultado de lo que fue demostrado anteriormente, tenemos que Px tiene un punto

pico, lo que concluye la demostracion.
O]
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