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Resumen

El objetivo de esta tesis es investigar las propiedades de los conjuntos convexos
en los espacios de Banach. Concretamente buscamos entender la respuesta de Enflo
a la siguiente interrogante: ¿bajo qué condiciones un espacio de Banach admite una
norma uniformemente convexa equivalente?. Empezamos este manuscrito estudiando
los espacios normados estrictamente convexo y damos ejemplos variados. Se introduce
el concepto de convexidad estricta y damos una aplicación al estudio de la existencia
y unicidad de la mejor aproximación en espacios normados. Luego, investigamos los
espacios normados uniformemente convexos definido por Clarkson en 1936. Se demues-
tra el teorema de Milman-Pettis, que conecta la convexidad de un espacio de banach
(propiedad métrica) con la reflexividad (propiedad topológica). Además introducimos
es concepto de árboles en espacio de Banach, definido por R.C.James, y estudiamos las
propiedades del árbol finito y del árbol infinito.
Finalmente, detallamos la demostración de Enflo al teorema que caracteriza la existen-
cia de una norma uniformemente convexa con la propiedad del árbol finito.

Palabras-clave: conjunto convexo, espacio reflexivo, norma uniformemente convexa,
propiedad del árbol finito.
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Abstract

The objective of this thesis is to investigate the properties of convexor sets in Banach
spaces. Specifically, we seek to understand Enflo’s answer to the following question: un-
der what conditions does a Banach space admit an equivalent uniformly convex norm?
We begin this manuscript by studying strictly convex normed spaces and give various
examples. The concept of strict convexity is introduced and we give an application to
the study of the existence and uniqueness of the best approximation in normed spa-
ces. Then, we investigate the uniformly convex normed spaces, defined by Clarkson in
1936. The Milman-Pettis theorem is proved, which connects the uniform convexity of a
Banach space ( metric property ) with reflexivity ( topological property ). In addition,
we introduce the concept of trees in Banach spaces, defined by R.C. James, and we
study the properties of the finite tree and the infinite tree.
Finally, we detail Enflo’s proof of the theorem that characterizes the existence of a
uniformly convex norm with the finite tree property.

Keywords : convex set, reflexive space, uniformly convex norm, property of the fi-
nite tree.
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Introducción

En Análisis Funcional es muy común, después de estudiar extensivamente una pro-
piedad dada una propiedad métrica de una clase de espacios de Banach, indagar que
condiciones garantizan la existencia de una norma equivalente al original con esta pro-
piedad. Esto es particularmente interesante cuando, dado un espacio de Banach sin
la propiedad métrica deseada, se puede realizar un ı̈ntercambio de normas”, a fin del
espacios en mensión, dotado de la nueva norma, posea tal propiedad. Por supuesto, rea-
lizar este “intercambio” es encontrar un isomorfismo del espacio dotado con su norma
original sobre el mismo espacio provisto de una nueva norma, que cuente con la propie-
dad deseada. Por supuesto, realizar este “intercambio” es encontrar un isomorfismo del
espacio equipado con su norma original sobre el mismo espacio equipado de una nueva
norma, que posea la propiedad deseada. Lo que haremos aqúı es un exposición sobre
esto.En nuestro caso, la propiedad deseada es la convexidad uniforme de la norma, un
concepto introducido por Clarkson en 1936. Exponemos aqúı la respuesta obtenida por
Enflo a la siguiente pregunta: ¿Cuales son las condiciones para que dado un espacio
de Banach admita una norma uniformemente convexa equivalente?. Es bastante cierto
que una condición necesaria fue encontrada po R.C.James. Sin embargo, una de las
preguntas más desafiantes de la llamada Geometŕıa de los Espacios de Banach era en-
contrar una condición suficiente. Lo que mostró Enflo en 1972, de manera totalmente
constructiva y sin utilizar ningún resultado espećıfico de la teoŕıa, fue que la condición
necesaria de James era también suficiente. Precisamente, Enflo demostró el siguiente
resultado: Sin un espacio de Banach no posee la propiedad del Árbol finito, entonces
admite una norma uniformemente convexa equivalente.
Este trabajo esta dividido en tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo, hacemos una expo-
sición de los espacios normados estrictamente convexo y se discute varios ejemplos. En
la última sección de este caṕıtulo, presentamos una aplicación del concepto de convexi-
dad estricta al problema de existencia de la mejor aproximación en espacios normados
y también bajo qué condiciones tenemos la unicidad. En el segundo capitulo entran en
escena los espacios normados uniformemente convexo. Tal vez el resultado más notable
de este caṕıtulo sea el Teorema de Milman-Pettis, que relaciona la convexidad uniforme
de un espacio de Banach (una propiedad métrica)con reflexividad (una propiedad to-
pológica). Este resultado garantiza que todo espacio de Banach uniformemente convexo
es reflexivo. En el caṕıtulo final introduciremos el concepto del Árboles en espacio de
Banach, el cual fue creado por R.C.James al estudiar espacios súper-reflexivos (tam-
bién creación suya). Luego seguidamente definiremos la Propiedad del Árbol Finto y
del Árbol Infinito y demostraremos algunos resultado interesante involucrando tales
propiedades con reflexividades, y con convexidad uniforme. En la segunda sección de
este caṕıtulo presentaremos la demostración del Teorema de Enflo, el cual relaciona los
arboles de James con el concepto de partición de un elemento de un espacio de Banach.
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Finalizamos esta tesis adicionando algunas conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Espacios Estrictamente Convexos

Al pensar en una bola unitaria cerrada de un espacio normado, nuestra intuición
euclidiana nos lleva a pensar en un objeto redondo “suave”, de modo que no existen
“picos”. Sin embargo, este no es el caso en general. Véase, por ejemplo, como son los
bolas unitarias cerradas de espacios normados reales l21 y l2∞ y observemos cómo sus
formas contrastan fuertemente con lo que entendemos por “bola”:

En estos dos casos observamos que cada una de las bolas unitarias cerradas tiene
forma de un cuadrado, de modo que sus respectivas esferas unitarias se componen de
cuatro segmentos rectos. Por tanto, ambas bolas no son “redondas” como podŕıamos
imaginar.

En este primer caṕıtulo estudiaremos espacios normados cuya bola unitaria cerrada
es “redonda”, de manera que su esfera de radio 1 no contiene ningún segmento de recta
no trivial.

7



1.1. Definiciones y ejemplos

En el presente trabajo K denotará el campo R de números reales o el campo C
de números complejos. La norma de un espacio normado X sobre K estará represen-
tada por ∥.∥. Los hechos básicos y ejemplos de Análisis Funcional, que supondremos
conocidos, pueden ser encontrados en el libro [11]. Además, también adoptaremos la
terminoloǵıa y las notaciones de este libro.

En lo que sigue, BX indicará la bola unitaria cerrada del espacio normadoX, es decir
BX = {x ∈ X; ∥x∥ < 1}mientras SX indicará la esfera unitaria SX = {x ∈ X; ∥x∥ = 1}.
En esta tesis, el interior de un conjunto C se representa por

o

C.

Definición 1.1.1. Un espacio normado X es estrictamente convexo si

∥λx1 + (1− λ)x2∥ < 1

siempre que x1 y x2 son puntos distintos en SX y 0 < λ < 1.

Geométricamente, la definición nos dice que un espacio normado es estrictamente
convexo cuando su esfera unitaria no contiene ningún segmento de recta no trivial. En
realidad, Sea X un espacio normado y sea (x1, x2) un segmento de recta abierto

{λx1 + (1− λ)x2; 0 < λ < 1} (x1, x2 ∈ X).

Si X es estrictamente convexo y x1,x2 son puntos distintos de SX , entonces por la

definición de convexidad estricta, se tiene (x1, x2) ⊂
o

BX . Supongamos rećıprocamen-
te, que ningún segmento de recta no trivial está contenida en SX . Tomamos x1 y

x2 ∈ SX distintos. De ah́ı, por hipótesis, algún punto de (x1x2) ∈
o

BX . Como BX es

convexa, todos los puntos de (x1x2) están en
o

BX (la convexidad de BX asegura que

λBX + (1− λ)
o

BX ⊂
o

BX ∀ 0 < λ < 1 ), donde X es estrictamente convexo.

El concepto de convexidad estricta fue introducido por Clarkson en 1936 (ver [6])
y por Akhiezer y Kerin en 1938 (ver [1]).

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1.1. El campo K de escalares, visto como un espacio dotado con una norma
sobre K, es estrictamente convexo, trivialmente. Más generalmente, todo espacio dotado
con una norma cuya dimensión es 0 o 1 es estrictamente convexo.

Ejemplo 1.1.2. Sea µ una medida positiva sobre un σ -álgebra Σ de subconjuntos de
un conjunto Ω. Supongamos que existe dos conjuntos medibles disjuntos B1 y B2 tal que
0 < µ (B1) < ∞ y 0 < µ (B2) < ∞. Sean ahora IB1

y IB2
las funciones caracteŕısticas

de estos conjuntos y pongamos h1 = µ (B1)
−1 IB1

, h2 = µ (B2)
−1 IB2

, p1 = IB1
+ IB2

y
p2 = IB1

− IB2
. tenemos que

∥h1∥1 = ∥h2∥1 =
∥

∥

∥

∥

h1 + h2

2

∥

∥

∥

∥

= 1

8



y

∥p1∥∞ = ∥p2∥∞ =

∥

∥

∥

∥

∥p1 + p2∥
2

∥

∥

∥

∥

∞
= 1,

y esto demuestra que los espacios L1 (Ω,Σ, µ) y L∞ (Ω,Σ, µ) no son estrictamente
convexos. En particular, los espacios l1 y l∞ no son estrictamente convexos.

Además, los espacios ln1 ( Kn provisto de la norma suma) y ln∞ ( Kn provisto de la
norma máximo) no son estrictamente convexo cuando n > 1. Si 1 < p < ∞, tenemos
que Lp (Ω,Σ, µ) es estrictamente convexo. Para probar este hecho, necesitaremos una
caracterización del concepto de convexidad estricta que veremos en la siguiente sección.

Por ahora, continuaremos con más ejemplos:

Ejemplo 1.1.3. Sean y1 = (1, 1, 0, 0, ...) y y2 = (1,−1, 0, 0, ...) tales que y1, y2 ϵ co.
Dado que

∥y1∥∞ = ∥y2∥∞ =

∥

∥

∥

∥

y1 + y2
2

∥

∥

∥

∥

∞
= 1, se concluye que co no es estrictamente convexo.

Ejemplo 1.1.4. Sea K̂ un espacio de Hausdorff compacto que tiene al menos dos
elementos. Considere k1 y k2 dos puntos distintos en K̂. El lema de Urysohn garantiza
la existencia de una función continua h1 : K̂ 7→ [0, 1] tal que h1(k1) = 0 y h1(k2) = 1
consideremos ahora h2 una función de manera que h2(x) = 1 ∀x ∈ K̂. Como

∥h1∥∞ = ∥h2∥∞ =

∥

∥

∥

∥

1

2
(h1 + h2)

∥

∥

∥

∥

∞
= 1,

observamos que el espacio C(K̂) no es estrictamente convexo.

Con los primeros ejemplos dados, se podŕıa decir que cualquier espacio de Banach
estrictamente convexo es reflexivo. El siguiente ejemplo demuestra que esto no es cierto
en general. La construcción de tal ejemplo es un poco técnica pero también servirá para
nuestros propósitos más adelante. Veamos esto:

Ejemplo 1.1.5. El objetivo aqúı es encontrar una norma estrictamente convexa equi-
valente a la norma origina de l1. Aśı, con esta nueva norma, l1 será un espacio de
Banach no reflexivo y estrictamente convexo. Comenzamos definiendo, para cada en-
tero m positivo, la función

fm(t) =
t2 +mt

m+ 1
(t ≥ 0).

Entonces las funciones fm satisfacen las siguientes propiedades:

(1) fm : [0, 1] → [0, 1] es continua y suryectiva, fm(0) = 0 y fm(1) = 1;

(2) La primera y la segunda derivada de fm son positivas en (0,∞), aśı fm es estric-
tamente creciente en [0,∞);

(3)
m

m+ 1
t ≤ fm(t) ≤ t siempre que t ∈ [0, 1], y con desigualdad estricta si t ∈ (0, 1);

9



(4) fm (st1 + (1− s)t2) < sfm (t1) + (1 − s)fm(t2) siempre que t1 y t2 son puntos
distintos de [0,∞) y 0 < s < 1;

(5) |fm(t1)− fm(t2)| ≤ max {f ′
m(t); 0 ≤ t ≤ 1} |t1 − t2| ≤

3

2
|t1 − t2| siempre que t1

y t2 ∈ [0, 1].

Sea {Am; m ∈ N} la colección numerable de subconjuntos infinitos de N de modo
que Ai ̸= Aj si i ̸= j y cuya unión es N y, dado n n ∈ N, sea m(n) el ı́ndice m del
conjunto Am que contiene n. Sea

C =

{

(αn) ∈ l1;
∑

n

fm(n)(|αn|) ≤ 1

}

.

Afirmamos que si (αn) ∈ C entonces |αn| ≤ 1 para cada n. De hecho, si hubiera no ∈ N
tal que |αno

| > 1, tendŕıamos

∑

n

fm(n)(|αn|) ≥ fm(no)(|αn|) > fm(no)(1) = 1,

lo que contradice al hecho de que (αn) ∈ C. Veamos ahora que C es un conjunto
cerrado. En efecto, sea ((cn,j))j∈N una sucesión en C convergente a algún elemento
(cn) ∈ l1. Para cada j, tenemos que

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n

fm(n)(|αn,j|)−
∑

n

fm(n)(|αn|)
∣

∣

∣

∣

∣

≤
∑

n

∣

∣fm(n)(|αn,j|)− fm(n)(|αn|)
∣

∣

≤ 3

2

∑

n

||cn,j |−| cn|| ≤
3

2

∑

n

|cn,j − cn|

≤ 3

2
∥(cn,j)− (cn)∥1 .

Por lo tanto, como ((cn,j))j∈N converge a cn ∈ l1, se tiene que

∑

n

fm(n)(|cn|) = ĺım
j

∑

n

fm(n)(|cn,j|) ≤ 1,

donde (cn) ∈ C. Esto prueba que C es cerrado en l1. El conjunto C también es convexo,
pues si (βn), (γn) ∈ C y 0 < s < 1 entonces

∑

n

fm(n)(|sβn + (1− s)γn|) ≤
∑

n

fm(n) (s |βn|+ (1− s) |γn|)

≤ s
∑

n

fm(n) (|βn|) + (1− s)
∑

n

fm(n) (|γn|) ≤ 1,

aśı s(βn) + (1 − s)(γn) ∈ C. Además, de la definición, C es un conjunto equilibrado.
Ahora notemos que Bl1 ⊂ C ya que dado (αn) ∈ Bl1 se tiene que

∑

n fm(n)(|αn|) ≤
∑

n |αn| ≤ 1.
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Como Bl1 ⊂ C, tenemos que C es un conjunto absorvente. Por lo tanto, como C es
un conjunto convexo, equilibrado y absorbente su pC funcional de Minkowski es una
semi-norma en l1. Afirmación pC es una norma en l1. En efecto, fijamos x = (xn) ∈ l1
tal que pC(x) = 0 probaremos que x = 0. Dado ϵ > 0, tenemos que x ∈ C, es decir,
x

ϵ
∈ C. Asimismo,

1 ≥
∑

n

fm(n)

(∣

∣

∣

xn

ϵ

∣

∣

∣

)

≥
∑

n

1

2

∣

∣

∣

xn

ϵ

∣

∣

∣ =
∥xx∥1
2ϵ

,

es decir,

∥xn∥1 ≤ 2ϵ.

Como ϵ > 0 es cualquiera, debemos tener que x = 0, lo que prueba que pC es una
norma sobre l1. Pongamos ∥x∥r = pC(x) para cada x ∈ l1 y, cuando esté equipado
con esta nueva norma, denotaremos l1 por l1,r. Mostraremos que esta nueva norma es
equivalente a la norma original de l1. Más precisamente, mostraremos que

1

2
∥x∥1 ≤ ∥x∥r ≤ ∥x∥1

para todo x ∈ l1. De hecho, demostramos la desigualdad de la izquierda:fije x = (xn) ∈
l1 \ {0}. Sea s > 0 tal que x = (xn) ∈ sC, es decir,

(xn

s

)

∈ C. Por la definición de C,

1 ≥
∑

n

fm(n)

(∣

∣

∣

xn

ϵ

∣

∣

∣

)

≥
∑

n

1

2

∣

∣

∣

xn

s

∣

∣

∣
=

1

s

∥xx∥1
2

,

osea,

1

2
∥x∥1 ≤ s.

Como esto vale para todo s > 0 tal que x ∈ sC, se sigue que
1

2
∥x∥1 ≤ pC(x) = ∥x∥r.

Ahora veamos la desigualdad de la derecha: tomamos x = (xn) ∈ l1 \ (0) tal que
∥x∥1 = 1. Como Bl1 ⊂ C, se sigue que ∥x∥r ≤ 1 = ∥x∥1. Ahora tomando x ∈ l1 \ (0)
cualquiera, consideremos y =

x

|x|1
∈ Sl1 . luego ∥y∥r ≤ 1 = ∥y∥1. lo que nos da

∥

∥

∥

∥

x

∥x∥1

∥

∥

∥

∥

r

≤ 1

aśı mismo,

∥x∥r ≤ ∥x∥1.

Finalmente, verificamos que la nueva norma es estrictamente convexa. Para ello, re-
cuerda que por propiedad de la funcional de Minkowski tenemos

{x ∈ l1; ∥x∥r < 1} ⊂ C ⊂ {x ∈ l1; ∥x∥r < 1},

11



Además de eso, como la normas son equivalentes en C es cerrado en la norma original,
C también es cerrado en la nueva norma. Por lo tanto C = Bl1,r . Ahora, supongamos

que (βn) y (γn) son elementos distintos en Sl1,r . Consideremos (µn) =
1

2
((βn) + (γn)).

Es suficiente encontrar un k ∈ R / k > 1 de modo que k (µn) ∈ C, esto nos conducirá
a que ∥k (µn)∥r ≤ 1 aśı tendremos ∥(µn)∥r ≤ 1. Sea entonces no ∈ N tal que βno

̸= γno

luego tenemos,

∣

∣

∣

∣

1

2
(βno

+ γno
)

∣

∣

∣

∣

<
1

2
|βno

|+ 1

2
|γno

| ó |βno
| ≠ |γno

|.

En efecto si
∣

∣

∣

∣

1

2
(βno

+ γno
)

∣

∣

∣

∣

=
1

2
(|βno

|+ 1

2
|γno

|),

entonces
∣

∣

∣

∣

1

2
(βno

+ γno
)

∣

∣

∣

∣

= |βno
| = |γno

|,

lo que es un absurdo pues K es estrictamente convexo. Luego, una de las dos primeras
desigualdades a continuación es estricto:

∑

n

fm(n) (|µn|) =
∑

n

fm(n)

(∣

∣

∣

∣

1

2
(βn + γn)

∣

∣

∣

∣

)

≤
∑

n

fm(n)

(

1

2
|βn|+

1

2
|γn|
)

≤ 1

2

∑

n

fm(n)(|βn|) +
1

2

∑

n

fm(n)(|γn|) ≤ 1.

Siendo asimismo,
∑

n

fm(n) (|µn|) < 1. De ah́ı, sup
n

|µn| < 1. En efecto si existe no ∈ N

tal que |µn0
| ≥ 1 , entonces tendŕıamos

∑

n

fm(n) (|µn|) ≥ fm(n0) (|µn0
|) ≥ fm(n0)(1) = 1,

que es una contradicción. Dado que sup
n

|µn| < 1, ∃ k > 1 de modo que sup
n

|kµn| < 1.

Además de eso,

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n

fm(n) (|kµn|)−
∑

n

fm(n)(|µn|)
∣

∣

∣

∣

∣

≤ 3

2
∥k(µn)− (µn)∥1 =

3

2
(k − 1) ∥(µn)∥1,

aśı que

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n

fm(n) (|kµn|)
∣

∣

∣

∣

∣

≤ 3

2
(k − 1) ∥(µn)∥1 +

∑

n

fm(n) (|µn|).

Dado que

∑

n fm(n) (|µn|) < 1,
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∃ k / k > 1 tan próximo de 1 que se tiene

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n

fm(n) (|kµn|)
∣

∣

∣

∣

∣

< 1,

lo que nos da k (µn) ∈ C. con eso tenemos que l1,r es estrictamente convexo.

Observación 1.1.1. Lo anterior nos muestra que si (αn) ∈ l1,r y
∑

n fm(n) (|αn|) < 1
entonces ∥(αn)∥r < 1. Usaremos este resultado en un ejemplo más adelante.

1.2. Propiedades

Veamos ahora algunas caracterizaciones de convexidad estricta. El más trivial es el
siguiente

Proposición 1.2.1. Todo espacio normado isomorfo e isométrico a un espacio nor-
mado estrictamente convexo es estrictamente convexo.

Demostración. Se sigue del hecho de que la convexidad estricta es una propiedad métri-
ca. Ahora, algo un poco más interesante:

Proposición 1.2.2. sea X un espacio normado. Son equivalentes :

(1) X es estrictamente convexo;

(2)

∥

∥

∥

∥

y1 + y2
2

∥

∥

∥

∥

< 1 siempre que ∥y1∥ = ∥y2∥ = 1 e y1 ̸= y2;

(3) solo ocurre que ∥y1 + y2∥ = ∥y1∥ + ∥y2∥ cuando uno de los dos vectores es un
múltiplo real no negativo del otro.

Demostración. (1) ⇒ (2): basta tomar t = 1
2
en la definición de convexidad estricta.

(2) ⇒ (3): supongamos que y1, y2 ∈ X son tales que ∥y1 + y2∥ = ∥y1∥ + ∥y2∥ 1. Asu-
mamos que los dos son no nulos y que 1 = ∥y1∥ ≤ ∥y2∥. Pongamos z = ∥y2∥−1 y2.
Entonces,

2 ≥ ∥y1 + z∥ =
∥

∥y1 + ∥y2∥−1 y2
∥

∥ =
∥

∥y1 + y2 − y2 + ∥y2∥−1 y2
∥

∥

=
∥

∥y1 + y2 − y2(1− ∥y2∥−1)
∥

∥ ≥ ∥y1 + y2∥ − ∥y2∥ (1− ∥y2∥−1)

= ∥y1∥+ ∥y2∥ − ∥y2∥+ 1 = 2.

Luego,

∥

∥

∥

∥

y1 + z

2

∥

∥

∥

∥

= 1. Por (2), tenemos que y1 = z, donde y1 = ∥y2∥−1 y2.

(3) ⇒ (1): Sean y1 y y2 ∈ SX . En particular, ninguno de estos dos vectores es múltiplo

real no negativo del otro. De ah́ı ∥y1 + y2∥ < ∥y1∥+∥y2∥ = 2, lo que nos da

∥

∥

∥

∥

y1 + y2
2

∥

∥

∥

∥

<

1 Entonces vemos que el punto medio del segmento (y1, y2) está contenido en
o

BX . Esto
nos dice que X es estrictamente convexo.
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Ejemplo 1.2.1. Usando una proposición anterior podemos demostrar sin dificultades
que si µ es una medida positiva en un σ−álgebra Γ de subconjuntos de un conjunto
A ̸= ∅ y 1 < p < ∞, entonces Lp(A,Γ, µ) es estrictamente convexo. Dados f1 ̸= f2 en
SLp(A,Γ,µ), tenemos que ninguna de estas dos funciones es un múltiplo real no negativo
del otro. Por lo tanto, la desigualdad de Minkowski en este caso es estricta (ver[13],
pág 63, Teorema 3.5):

∥

∥

∥

∥

f1 + f2
2

∥

∥

∥

∥

p

<
1

2
∥f1∥p +

1

2
∥f2∥p = 1.

En particular, son estrictamente convexos los espacios lp y lnp , con n ∈ N y 1 < p < ∞.

Proposición 1.2.3. Un (X, ∥.∥) es estrictamente convexo si y solamente si si cada
punto de SX es un punto extremo de BX .

Demostración. (⇐) esto es inmediato por la definición.
(⇒) Si yo ∈ SX no es un punto extremo de BX , existe existe una combinación convexa
no trivial de puntos de SX que da yo, digamos yo = ry1 + (1 − r)y2 con y1, y2 ∈ SX y
0 < r < 1. Por lo tanto, X no es estrictamente convexo.
Para la siguiente caracterización, necesitaremos recordar lo siguiente

Definición 1.2.1. Sea A un subconjunto de un espacio normado de X. diremos que
y∗ ∈ X \ {0} es una funcional soporte de A si existe yo ∈ A tal que Re y∗(yo) =
sup {Re y∗(y); y ∈ A}. Luego, diremos a xo un punto soporte de A, y que el conjunto

P = {y ∈ X; Re y∗(y) = Re y∗(yo)}

es un soporte hiperplano para A y que el punto yo es un punto soporte de A a través
del hiperplano P .

Lema 1.2.1. Si P es un hiperplano soporte para un subconjunto A de un espacio

normado X, entonces P ∩
o

A = ∅.

Demostración. Sean y∗ ∈ X \ {0} y yo ∈ X tales que

Re y∗(yo) = sup {Re y∗(y); y ∈ A}

y

P = {y ∈ X; Re y∗(y) = Re y∗(yo)}.

Supongamos que exista z ∈ H ∩
o

A. Entonces Re y∗(z) = Re y∗(yo). Sean y1 ∈ A de
modo que Re y∗(y1) = 1 (recuerde que todo función lineal no nulo es sobreyectiva).

Dado que z ∈
o

A, existe δ > 0 tal que z + δy1 ∈
o

A. Luego,

Re y∗(yo) ≥ Re y∗(z + δy1) = Re y∗(yo) + δRe y∗(y1) = Re y∗(yo) + δ > Re y∗(yo),

lo que es un absurdo.

Teorema 1.2.1. Un (X, ∥.∥) es estrictamente convexo si y solamente si cada hiper-
plano soporte para BX es soporte de BX en un único punto.
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Demostración. (⇒) X es estrictamente convexo. Sea P un hiperplano soporte de BX .

Entonces P ∩BX ⊂ SX pues P ∩
o

BX = ∅ (por el lema anterior). Luego como P y BX

con convexos entonces P ∩BX es convexo. De ah́ı si, P ∩BX tiene dos puntos distintos,
entonces debe contener todo el segmento que los une, lo cual no es posible ya que ya
que P ∩BX ⊂ SX y X es estrictamente convexo. Rećıprocamente, Asumamos X no es
estrictamente convexo. Luego existe y1 ̸= y2 en SX tales que

{λy1 + (1− λ)y2; 0 ≤ λ ≤ 1} ⊂ SX .

Llamemos a este segmento C. De la consecuencia del teorema de Separación de Hahn-
Banach (ver [12], Teorema 3.4), Existen y∗ ∈ X∗ \ {0} y k ∈ R tales que Re y∗(yo) ≥ k
para y ∈ C y Re y∗(y) ≤ r para y ∈ BX En particular Re y∗(y1) = Re y∗(y2) = k.
Luego,

{y ∈ X; Re y∗(y) = k}

es un hiperplano que soporta BX en y1 y en y2.

Observación 1.2.1. Se tiene que y∗ ∈ X∗ es soporte de BX en algún punto de yo ∈ SX

si y solamente si Re y∗(yo) = y∗(yo) = 1. en efecto, primero probaremos dos afirmacio-
nes que usaremos:

(1) sup
z∈BX

|y∗(z)| = sup
z∈BX

|Re y∗(z)|:

En efecto, si z ∈ BX , escribimos y∗(z) = |y∗(z)| eitz , para algún tz ∈ R. Ahora,
notemos 0 ≤ |y∗(z)| = y∗(z)e−itz = y∗(e−itzz) ≤ Re y∗(e−itzz). De ah́ı

sup
z∈BX

|y∗(z)| ≤ sup
z∈BX

Re y∗(e−itzz) ≤ sup
z∈BX

|Re y∗(z)|,

y se obtiene

sup
z∈BX

|y∗(z)| = sup
z∈BX

|Re y∗(z)|.

(2) sup
z∈BX

|Re y∗(z)| = sup
z∈BX

Re y∗(z):

como BX es simétrico, se tiene que z ∈ BX si y solamente si −z ∈ BX . De ah́ı,
como Re y∗(z) ≥ 0 o Re y∗(−z) ≥ 0 para z ∈ BX , se tiene

sup
z∈BX

|Re y∗(z)| = sup
z∈BX

Re y∗(z)

Ahora, supongamos que y∗ ∈ SX∗ soporta BX en yo ∈ SX Tenemos entonces

Re y∗(yo) = sup
z∈BX

Re y∗(z) = sup
z∈BX

|Re y∗(z)| = sup
z∈BX

|y∗(z)| = ∥y∗∥ = 1

Como |y∗(yo)| ≤ 1 se tiene que y∗(yo) = 1 = Re y∗(yo).
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Ahora, supongamos que Re y∗(yo) = y∗(yo) = 1. entonces se cumple
Re y∗(yo) = y∗(yo) = 1 = ∥y∗∥ = sup

z∈BX

|y∗(z)| = sup
z∈BX

|Re y∗(z)| = sup
z∈BX

Re y∗(z)

Asimismo ,

Re y∗(yo) = sup
z∈BX

Re y∗(z).

del (1.2.1) y la observación anterior tenemos lo siguiente

Colorario 1.2.1. Sea (X, ∥.∥) son equivalentes

(a) X es estrictamente convexo

(b) ningún x∗ ∈ SX∗ soporta BX en más de un punto;

(c) Para cada x∗ ∈ SX∗, existe a lo más un x ∈ SX tal que Rex∗(x) = 1;

(d) Para cada x∗ ∈ SX∗ existe a lo más un x ∈ SX tal que x∗(x) = 1.

Ahora, veremos caracterizaciones de convexidad estricta que involucran subespacios:

Proposición 1.2.4. Si un espacio normado es estrictamente convexo entonces ocurre
lo mismo para cada uno de sus subespacios.

Demostración. Esto es del hecho de que todo subespacio vectorial es convexo y de que
BY = BX ∩ Y , para todo subespacio Y ⊂ X.

Proposición 1.2.5. Un (X, ∥.∥)es estricatamente convexo si y solamente si cada uno
de sus subespacios bidimensionales son estricatamente convexo.

Demostración. (⇒) Se sigue de la proposición anterior.
(⇒) Asumamos X no es estrictamente convexo. Luego existen x1 ̸= x2 en SX tales
que 1

2
(x1 + x2) ∈ SX . Si existiera un escalar α tal que x1 = αx2, entonces 1 y α

serian escalares distintos con valor absoluto 1 lo que contradice el hecho de que K es
estrictamente convexo. luego x1 y x2 son linealmente independientes, donde [x1, x2] es
un subespacio bidimensional de X que no es estrictamente convexo.

Luego de discutir la convexidad estricta en los subespacios, nos viene a la mente
la siguiente pregunta: ¿el cociente de un espacio estrictamente convexo es también un
espacio estrictamente convexo?. La respuesta es negativa incluso en espacios de Banach.
El siguiente ejemplo, referente a esta situación, se debe a Victor Klee.

Ejemplo 1.2.2. Recordemos algunas partes de la construcción del espacio de Banach
estrictamente convexo y no reflexivo l1,r dado en el Ejemplo 1.1.5:

(i) La propiedad (3) de la función fm :
mt

m+ 1
≤ fm(t) ≤ t, ∀ t ∈ [0, 1] con desigual-

dades estrictas en (t, 1);

(ii) La definición de los Ai: ∀ i ∈ N, Ai es un subconjunto infinito de N, tal que
Ai ∩ Aj = ∅ cuando i ̸= j y

⋃

i∈N Ai = N;
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(iii) La definición de : C =

{

(αn) ∈ l1;
∑

n

fm(n)(|αn|) ≤ 1

}

;

(iv) Sea (αn) ∈ C entonces |αn| ≤ 1 para cada n;

(v) C = Bl1,r ;

(vi) ∥(αn)∥r ≤ 1 siempre que (αn) ∈ l1,r y
∑

n fm(n)(|αn|) < 1.

Sea ahora Y cualquier espacio de Banach Separable no estrictamente convexo; por

ejemplo, co o l1. Tomemos D un subconjunto contable y denso de
o

BY y considere g una
función de N sobre D tal que g(A) ⊂ m

m+1
BY para cada m. Defina T : l1,r → Y por la

expresión T ((αn)) =
∑

n αng(n). T está bien definida pues

∑

n ∥αng(n)∥ =
∑

n |αn| ∥g(n)∥ ≤
∑

n |αn| = ∥(αn)∥1 < ∞.

Además de eso, T es lineal. Mostraremos que T lleva U(0, 1) abierta de l1,r a una U(0, 1)
abierta en Y . Para esto, probaremos primero T (C) ⊂ BY . Sea (αn) ∈ C. Entonces,

T ((αn)) =

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n

αng(n)

∥

∥

∥

∥

∥

≤
∑

n

|αn| ∥g(n)∥

≤
∑

m

(

∑

n∈Am

|αn|
m

m+ 1

)

≤
∑

m

(

∑

n∈Am

fm(|αn|)
)

=
∑

n

fm(n)(|αn|) ≤ 1

Asimismo T (C) ⊂ BY . Note que esto también muestra que T está acotado pues
C = Bl1,r . Sean ahora Ul1,r y UY las bolas unitarias abiertas de l1,r y Y respecti-
vamente. Mostraremos que UY ⊂ T (Ul1,r). Fijemos z ∈ Uz. Como ∥2z∥ < 2, las
bolas abiertas de radio 1 con centro en 2y y en el origen se intersectan (en z por
ejemplo), donde existe k1 ∈ D/ ∥2z − k1∥ < 1 (pues D es denso en Uz). como
∥4z − 2k1∥ < 2, existe k2 ∈ D/ ∥4z − 2k1 − k2∥ < 1. Como ∥8z − 4k1 − 2k2∥ < 2,
existe k3 ∈ D/ ∥8z − 4k1 − 2k2 − k1∥ < 1. Siguiendo el proceso, obtenemos una suce-
sión (kn) ⊂ D tal que ∥z −

∑p
n=1 2

−nkn∥ ≤ 2p, para cada p ≥ 1, donde z =
∑

n∈N 2
−nkn.

para cada n ∈ N existe m(n) ∈ N tal que kn = g(m(n)). luego,

z =
∑

n∈N 2
−nkn =

∑

n∈N 2
−ng(m(n)) =

∑

n∈N γng(n) = T ((γn)),

donde

γn =

{

2−n si n = m(n)

0 si n ̸= m(n)

Luego tenemos de (i) que
∑

n∈N
fm(n) <

∑

n

2−n = 1 donde (γn) ∈ Ul1,r . Con eso,

z = T ((γn)) ∈ T (Ul1,r). Lo que prueba que Uz ⊂ T (Ul1,r). Como T es lineal, tenemos
que rUz ⊂ T (rUl1,r) para todo r > 0, aśı T (l1,r) = Y . Por tanto T es lineal, conti-
nua y sobreyectiva entre los espacios l1,r y Y . Aśı T es una aplicación abierta. Como
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Uz ⊂ T (Ul1,r) ⊂ BY y T (Ul1,r) es abierto, se tiene que T (Ul1,r) = UY . Por el teorema
de isomorfismos para espacio de banach (ver [11], pág 56, Teorema 1.7.14), existe un
isomorfismo de S de l1,r/Kert T en Y y satisface T = Soπ donde π es la aplicación
cociente que va de l1,r sobre l1,r/Kert T . Sea Ul1,r/Kert T una bola unitaria abierta
de l1,r/Kert T . entonces, π(Ul1,r) = Ul1,r/Kert T . Dado que T (Ul1,r) = UY , se tiene
S(Ul1,r/Ker T ) = UY luego S es un isomorfismo isométrico de l1,r/Ker T sobre Y . En-
tonces, aunque l1,r sea estrictamente convexo, el espacio cociente l1,r/Ker T no lo es.

Apesar de que un espacio cociente de un espacio estrictamente convexo no es nece-
sariamente estrctamente convexo, las sumas directas satisfacen lo esperado. De hecho,
vale lo siguiente

Teorema 1.2.2. Supongamos que Y1, ··· , Yk son espacio normados. entonces, Y1⊕···⊕Yk

es estrictamente convexo si y solamente si cada Yi es estrictamente convexo.

Demostración. Podemos asumir que k = 2 pues (Y1 ⊕··· ⊕Yp−1) ⊕ Xp es isomorfo e
isométrico a Y1 ⊕··· ⊕Yp−1(2 ≤ p ≤ n) y usando inducción nos da el caso general.
Usaremos también el hecho de que l22 sobre R es un espacio normado estrictamente
convexo. Supongamos inicialmente Y1 o (Y2) no son estrictamente convexo. Luego co-
mo Y1 ⊕ Y2 poseen un subespacio isomorfo e isométrico a Y1 (o a Y2), se sigue que
Y1 ⊕ Y2 no es estrictamente convexo. Ahora, supongamos que Y1 y Y2 son estricta-
mente convexos. Sean (y1, y2) y (z1, z2) elemetos distintos de SY1⊕Y2

. Probaremos que
∥

∥

1
2
(y1 + z1, y2 + z2)

∥

∥

Y1⊕Y2
< 1 lo que finaliza la demostración. Primero notemos como

(y1, y2) , (z1, z2) ∈ SY1⊕Y2
, se tiene

(∥y1∥Y1
, ∥y2∥Y2

), (∥z1∥Y1
, ∥z2∥Y2

) ∈ Sl2
2
.

Por simplicidad, ignoraremos el espacio en la notación de la norma, es decir,

∥yi∥Yi
= ∥yi∥ , ∥zi∥Yi

= ∥zi∥ (1 ≤ i ≤ 2)

Observamos que si ∥y1∥ ≠ ∥z1∥ o ∥y2∥ ≠ ∥z2∥, se tiene:

∥

∥

∥

∥

1

2
(y1 + z1, y2 + z2)

∥

∥

∥

∥

=

(

∥

∥

∥

∥

1

2
(y1 + z1)

∥

∥

∥

∥

2

+

∥

∥

∥

∥

1

2
(y2 + z2)

∥

∥

∥

∥

2
) 1

2

=

∥

∥

∥

∥

1

2
(∥y1 + z1∥ , ∥y2 + z2∥)

∥

∥

∥

∥

2

≤
∥

∥

∥

∥

1

2
(∥y1∥+ ∥z1∥ , ∥y2∥+ ∥z2∥)

∥

∥

∥

∥

2

=

∥

∥

∥

∥

((
1

2
(∥y1∥ , ∥y2∥) + (∥z1∥ , ∥z2∥))

∥

∥

∥

∥

2

< 1,

pues (∥y1∥ , ∥y2∥), (∥z1∥ , ∥z2∥) son puntos distintos de Sl2
2
(recordemos que estamos

suponiendo que ∥y1∥ ̸= ∥z1∥ o ∥y2∥ ̸= ∥z2∥) y l22 sobre R es estrictamente convexo.
Podemos entonces suponer que ∥y1∥ = ∥z1∥ y ∥y2∥ = ∥z2∥, También podemos suponer

sin perdida de generalidad que y1 ̸= z1. Entonces,

∥

∥

∥

∥

1

2
(y1 + z1)

∥

∥

∥

∥

<
1

2
(∥y1∥ + ∥z1∥) por

la convexidad estricta de Y1. Luego,
∥

∥

∥

∥

1

2
(y1 + z1, y2 + z2)

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

1

2
(∥y1 + z1∥ , ∥y2 + z2∥)

∥

∥

∥

∥

2

<

∥

∥

∥

∥

1

2
(∥y1∥+ ∥z1∥ , ∥y2∥+ ∥z2∥)

∥

∥

∥

∥

2

= ∥(∥y1∥ , ∥y2∥)∥2 = 1,
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lo que concluye la demostración.

El resultado anterior se puede extender a sumas directas infinitas enumerables. Para
mostrar este hecho, necesitamos lo siguiente

Lema 1.2.2. Sea (Xn) una familia contable de espacios normados. Consideremos el el
conjunto X =

{

(xn) ∈ ΠXn;
∑

∥xn∥2 < ∞
}

dotado con las operaciones (xn) + (yn) =

(xn + yn), λ(xn) = (λxn) y ∥xn∥ =
(
∑ ∥xn∥2

)
1

2 . Entonces X es un espacio normado
y cada Xn es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de X además, si cada
Xn es de Banach, entonce X es de Banach ,y si cada Xn es reflexivo entonces X es
reflexivo.

El espacio de banach X definido anteriormente se dice l2− suma de la la familia
Xn y es frecuentemente denotado por (

∑

Xn)2 .

Demostración. Es fácil verificar que X es un espacio vectorial dotado con las ope-

raciones definidas arriba. Verifiquemos que ∥xn∥ =
(
∑

∥xn∥2
)

1

2 es una norma para
X:

∥(xn)∥ = 0 ⇔ (xn) = (0);

∥(λxn)∥ =
(

∑

∥λxn∥2
) 1

2

= |λ|
(

∑

∥xn∥2
) 1

2

= |λ| ∥(xn)∥;

∥(xn) + (yn)∥ = (
∑

∥xn + yn∥2)
1

2 ≤ (
∑

(∥xn∥ + ∥yn∥)2)
1

2 ≤ ∥(xn)∥ + ∥(yn)∥,
donde la primera desigualdad se sigue de la desigualdad triangular en los espacios
Xn y la segunda de la desigualdad triangular en el espacio l2.

Supongamos que cada Xn es de Banach. Sea (x(k))k∈N una sucesión de Cauchy en X

escribimos x(k) = (x
(k)
n )n∈N para cada k ∈ N. Dado ko ∈ N tal que k, l ≥ ko implica

∥

∥x(k) − x(l)
∥

∥ < ϵ osea,

(

∑

n

∥

∥x(k)
n − x(l)

n

∥

∥

2

) 1

2

< ϵ (∗)

cuando k, l ≥ ko. Asimismo
∥

∥

∥
x
(k)
n − x

(l)
n

∥

∥

∥
< ϵ, ∀n ≥ 1 , ∃ xn ∈ Xn de modo que xn =

ĺımk→∞ x
(k)
n (en la norma de Xn). Pongamos x = (x1, x2, ...). Demostraremos que x ∈ X

y x(k) → x en X cuando k → ∞. Realmente, como (x(k))k∈N es de Cauchy, existe

C > 0 tal que
∥

∥x(k)
∥

∥ ≤ C para todo k ∈ N, esto es,

(

∑

n

∥

∥

∥
x
(k)
n

∥

∥

∥

2
) 1

2

≤ C, para todo

k ∈ N. Luego,
(

∑p
n=1

∥

∥

∥
x
(k)
n

∥

∥

∥

2
) 1

2

≤ C para todo p ≥ 1 y todo k ≥ 1. Fijando p ≥ 1

y haciendo k −→ ∞, obtenemos
(
∑p

n=1 ∥xn∥2
)

1

2 ≤ C. Haciendo p −→ ∞, tenemos

(
∑ ∥xn∥2)

1

2 ≤ C, donde (xn) ∈ X.Ahora de (∗),tenemos

(

∑p
n=1

∥

∥

∥
x
(k)
n − x

(l)
n

∥

∥

∥

2
) 1

2

≤ ϵ,

para todo p ≥ 1 y todo k, l ≥ ko. Fijando p ≥ 1,k ≥ ko y haciendo l −→ ∞ obtenemos
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(

∑p
n=1

∥

∥

∥
x
(k)
n − xn

∥

∥

∥

2
) 1

2

≤ ϵ. Por lo tanto manteniendo fijo k ≥ ko y haciendo m −→ ∞

se tiene

(

∑

n

∥

∥

∥
x
(k)
n − xn

∥

∥

∥

2
) 1

2

≤ ϵ, es decir,

∥

∥x(k) − x
∥

∥ ≤ ϵ siempre que k ≥ ko.

Aśı, x(k) converge a x en X cuando k −→ ∞, Luego X es completo.
Demostraremos ahora que los Xn son isomorfo e isométrico a un subespacio cerrado

de X:

Para cada n ≥ 1, pongamos X
′

n = {(xm) ∈ X; xm = 0 ∀m ̸= n} cada X
′

n es un
subespacio cerrado deX. claramente,X

′

n es un subespacio deX y si (0, 0, 0, ..., x(k), 0, ...)
es una sucesión deX

′

n (con x(k) n-énesima coordenada ) tal que
∥

∥(0, ..., x(k), 0, ...)− (x1, x2, ...)
∥

∥→
0 entonces por la definición de la norma de X se tiene que xm = 0 ∀m ̸= n lo que mues-
tra de que X

′

n es cerrado. Ahora mostraremos de que Xn es isomorfo e isométrico a X
′

n

(n ≥ 1). De hecho consideremos una aplicación x ∈ Xn 7→ (0, 0, ..,0, x, 0, 0, ...) ∈ X
′

n

el cual es Lineal y biyectiva. Como ∥xn∥ =
(
∑ ∥xn∥2

)
1

2 =
(

∥xn∥2
)

1

2 = ∥x∥ para todo
(xn) = (0, 0, ..., 0, x, 0, 0, ...) ∈ X se ve que es una isometŕıa.
Ahora si demostraremos que si cada Xn es reflexivo, entonces X es reflexivo. Para esto,
primero necesitamos construir un isomorfismo isométrico entre

(

∑

X∗
n

)

2

y
(

∑

Xn

)∗

2
,

lo haremos de la siguiente manera: para cada x∗
n ∈ (

∑

X∗
n)2 definimos f(x∗

n)((xn)) =
Σx∗

n(xn) ((xn) ∈ (ΣXn)2). Notemos que f(x∗

n) esta bien definida para cada (x∗
n) ∈

(
∑

X∗
n)2 pues

∑

|x∗
n(xn)| ≤ (

∑

∥x∗
n∥2)

1

2 (
∑

∥xn∥2)
1

2 = ∥(x∗
n)∥ ∥(xn)∥,

para todo (xn) ∈ (
∑

Xn)2. Por otro lado como f(x∗

n) es claramente lineal, se tiene que
f(x∗

n) ∈ (
∑

Xn)
∗
2 y
∥

∥f(x∗

n)

∥

∥ ≤ ∥(x∗
n)∥ .

consideremos la aplicación lineal R : (x∗
n) ∈ (

∑

X∗
n)2 7−→ f(x∗

n) ∈ (
∑

Xn)
∗
2 co-

mo

∥R((x∗
n))∥ ≤ ∥(x∗

n)∥

para todo (x∗
n) ∈ (

∑

X∗
n)2 se tiene que R es continua . Ahora basta demostrar que R

es sobreyectiva y que ∥(x∗
n)∥ ≤ ∥R((x∗

n))∥ para todo (x∗
n) ∈ (

∑

X∗
n)2 Sea

pm : Xm 7−→ (
∑

Xn)2

el isomorfismo isométrico dado por pm(xm) = (0, 0, ..., xm, 0, 0, ...) (xm es la m-ésima
coordenada). Tomamos h ∈ (

∑

Xn)
∗
2 y definimos x∗

n = h o pn ∈ X∗
n (n ≥ 1) observemos

que
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f(x∗

n)((xn)) =
∑

x∗
n(xn) =

∑

h o pn(xn) =
∑

h(pn(xn)) = h((xn))

para todo (xn) ∈ (
∑

Xn)2, donde h = f(x∗

n) = R((x∗
n)). Lo que prueba R es sobreyec-

tiva.
Demostraremos que ∥(x∗

n)∥ ≤ ∥R((x∗
n))∥, ∀ (x∗

n) ∈ (
∑

X∗
n)2. fijemos (x∗

n) ∈ (
∑

X∗
n)2 y

t > 1. Podemos suponer que x∗
n ̸= 0. Para n tomamos xn ∈ SXn

de manera que

x∗
n(xn) ≥

∥x∗
n∥
t

.

Entonces

∥(x∗
n)∥2 = Σ ∥x∗

n∥2 ≤ Σ t ∥x∗
n∥x∗

n(xn) = tΣx∗
n(∥x∗

n∥x∗
n)

= tf(x∗

n)((∥x∗
n∥x∗

n)) ≤ t
∥

∥f(x∗

n)

∥

∥ ∥(∥x∗
n∥x∗

n)∥
= t
∥

∥f(x∗

n)

∥

∥ ∥((xn))∥ ,

donde
∥

∥f(x∗

n)

∥

∥ ≥ 1
t
∥(x∗

n)∥. Haciendo t −→ 1+, obtenemos que ∥R((x∗
n))∥ =

∥

∥f(x∗

n)

∥

∥ ≥
∥(x∗

n)∥. Dado que existe un isomorfismo isométrico entre

(
∑

X∗
n)2

y

(
∑

Xn)
∗
2 ,

aplicando dos veces obtenemos

X∗∗ = (
∑

Xn)
∗∗
2 = (

∑

X∗∗
n )2.

Asumiendo los Xn reflexivo, también

(
∑

X∗∗
n )2 = (

∑

Xn)2 = X .

Por lo tanto, valen las siguientes identificaciones hechos através de isomorfismos isóme-
tricos

X∗∗ = (
∑

Xn)
∗∗
2 = (

∑

X∗∗
n )2 = (

∑

Xn)2 = X

Dado que la composición de estos isomorfismos isométricos coincide con la inmersión
canónica de X en X∗∗, se tiene que X es reflexivo. Esto concluye con la demostración
del lema.

Observación 1.2.2. Usaremos la reflexividad de l2-suma de espacios reflexivos sola-
mente en el caṕıtulo 2.

Teorema 1.2.3. Sean (Xn) una familia contable de espacios normados. Entonces, un
l2-suma (ΣXn)2 es un espacio normado estrictamente convexo si y solamente si cada
Xj es estrictamente convexo.

Demostración. (⇒) Esto se sigue del hecho de que cada Xj es isométricamente isomor-
fo a un subespacio (cerrado) de (

∑

Xn)2.
(⇐) Pongamos X = (ΣXn)2 y sean (yn) , (zn) dos elementos distintos de Sn. Demos-
traremos que
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∥

∥

∥

∥

(yn) + (zn)

2

∥

∥

∥

∥

< 1.

Primero, observemos que (∥yn∥), (∥zn∥) ∈ Sl2 , pues Σ ∥yn∥2 = 1 = Σ ∥zn∥2. Ahora si
∥yn∥ ≠ ∥zn∥ para algún n, es decir, si (∥yn∥) ̸= (∥zn∥), tenemos

∥

∥

∥

∥

(yn) + (zn)

2

∥

∥

∥

∥

=

(

∑

∥

∥

∥

∥

yn + zn
2

∥

∥

∥

∥

2
) 1

2

=

∥

∥

∥

∥

(∥yn + zn∥)
2

∥

∥

∥

∥

2

≤
∥

∥

∥

∥

(∥yn∥+ ∥zn∥)
2

∥

∥

∥

∥

2

< 1

pues l2 es estrictamente convexo. Podemos entonces suponer que ∀n ∈ N, ∥yn∥ = ∥zn∥.
Dado que (yn) ̸= (zn), ∃ k ∈ N de modo que yk ̸= zk. Particularmente, observamos que
yk no es un múltiplo real no negativo de zk. Luego, como Xk es estrictamente convexo,
se cumple la desigualdad triangular estricta, es decir,

∥

∥

∥

∥

yk + zk
2

∥

∥

∥

∥

<
1

2
(∥yk∥+ ∥zk∥).

Por lo tanto
∥

∥

∥

∥

(yn) + (zn)

2

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

(∥yn + zn∥)
2

∥

∥

∥

∥

2

<

∥

∥

∥

∥

(∥yn∥+ ∥zn∥)
2

∥

∥

∥

∥

2

≤ 1.
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1.3. Aplicación al problema de la mejor aproxima-

ción

En esta sección obtenemos una caracterización de espacios normados estrictamente
convexos que establece que son exactamente aquellos espacios que satisfacen la pro-
piedad de unicidad de minimizar distancias en subconjuntos convexos y no vaćıos del
espacio total. Es en este sentido que utilizaremos el término “mejor aproximación”.
También demostraremos que si el espacio normado estrictamente convexo es reflexivo,
entonces la débil compacidad de BX nos da la existencia de tal minimización, pero
cuando el subconjunto convexo no es vaćıo en cuestión también está cerrado. Para
aclarar, comenzaremos con tres definiciones:

Definición 1.3.1. Un subconjunto no vaćıo B de un espacio métrico (M, d) es un
conjunto de unicidades si para todo elemento y ∈ M existe a lo mas un z ∈ B tal que
d(y, z) = d(y, B) = inf {d(y, b); b ∈ B}.
Definición 1.3.2. Sea (M, d), un subconjunto B de M no vaćıo se dice que es un
conjunto de existencia o un conjunto proximal si ∀ y ∈ M existe por lo menos un
z ∈ B tal que d(y, z) = d(y, B) = inf {d(y, b); b ∈ B}. En este caso decimos que z es
una mejor aproximación para y en B.

Definición 1.3.3. Un subconjunto no vaćıo B de un espacio métrico (M, d) es un
conjunto de Chebyshev si ∀ y ∈ M , ∃! z ∈ B /d(y, z) = d(y, B) = inf {d(y, b); b ∈ B},
es decir , B es un conjunto de existencia y también de unicidades.

Teorema 1.3.1. Sea(Y, ∥.∥). Se cumple la equivalencia:

(a’) Y es estrictamente convexo;

(b’) Todo subconjunto A ⊂ Y , A ̸= ∅ y convexo, entonces A es un conjunto de
unicidades;

(c’) Todo subconjunto A ⊂ Y , A ̸= ∅, cerrado y convexo, entonces A es un conjunto
de unicidades;

Demostración. (a′) implica (b′): Si Y es estrictamente convexo, considere A un sub-
conjunto convexo no vaćıo de Y y tomamos un xo ∈ Y . Probaremos que no puede
existir dos o más puntos de A mas próximos de xo, es decir, que no puede existir
dos mejores aproximaciones para xo en A Observemos que como y ∈ A es una mejor
aproximación de xo en A si y solamente si y − xo es una mejor aproximación de 0
en A − xo, podemos suponer que xo = 0. También podemos suponer que d(x,A) > 0
Además, después de multiplicar todo los puntos de A por la misma constante positiva,
podemos asumir d(0, A) = 1. Considere a1 y a2 elementos de A muy próximo a 0.
Luego, ∥a1∥ = ∥a2∥ = 1 donde {ka1 + (1− k)a2; 0 ≤ k ≤ 1} ⊂ BY ⊂ SY . Dado que
Y es estrictamente convexo, se tiene a1 = a2 lo que muestra que A es un conjunto de
unicidades.
(b′) implica (c′): Es evidente.
(c′) implica (a′): supongamos que Y no es estrictamente convexo. entonces, existe un
segmento no degenerado en SY de la forma {ky1 + (1− k)y2; 0 ≤ k ≤ 1} (y1 ̸= y2).
dicho segmento es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Y de modo que cada
uno de sus puntos distan 1 del origen. Esto muestra que la la negación de (a′) implica
la negación de (c′).
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Para probar un corolario importante de este teorema, necesitamos recordar la

Proposición 1.3.1. Sea X un espacio normado. Si (yi)i∈I ⊂ X es una red que converge
débilmente para y ∈ X entonces

∥y∥ ≤ lim
i

inf ∥yi∥.

Demostración. Asumamos que y ̸= 0 Sea y∗ ∈ SX∗ / y∗(y) = ∥y∥ tenemos entonces
∥y∥ = lim

i
|y∗(yi)|. Dado ϵ > 0, ∃ io(ϵ) en I / ∥y∥ − ϵ ≤ |y∗(yi)| ≤ ∥yi∥ desde que

i ≥ io(ϵ). Luego ∥y∥ ≤ lim
i

inf ∥yi∥.

Colorario 1.3.1. Sea (Y, ∥.∥) estrictamente convexo y reflexivo, si A ̸= ∅, cerrado,
convexo y A ⊂ Y entonces A es un conjunto de Chebyshev.

Demostración. Sea A ⊂ Y no vaćıo, convexo y cerrrado tomamos yo ∈ Y . Existe (zn) ⊂
A tal que ĺımn ∥zn − yo∥ = d(yo, A). Dado que (zn) esta acotado en Y es reflexivo,
existe una subsucesión (znj

) que converge débilmente para algún zo (vea [11],pág 251,
Corolario 2.8.9). Por hipótesis A es convexo y cerrado, A es débilmente cerrado. Luego
zo ∈ A. Ahora, notemos que d(yo, A) ≤ ∥zo − yo∥ ≤ ĺımj

∥

∥znj
− yo

∥

∥ = d(yo, A), donde
zo es una mejor aproximación para yo en A (la segunda desigualdad se sigue de la
proposición anterior). Como Y es estrictamente convexo, se sigue entonces del teorema
anterior que el conjunto A es de Chebyshev.

Observación 1.3.1. La demostración del corolario anterior, vimos que si Y es un
espacio normado reflexivo entonces todo subconjunto convexo, cerrado y no vacio de Y
es un conjunto de existencia.

también se cumple:

Teorema 1.3.2. Sea Y un espacio de Banach. Si todo subconjunto convexo, cerrado y
no vaćıo de Y es un conjunto de existencia, entonces Y es reflexivo.

Demostración. Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que Y es un espacio real.
Sea g ∈ Y ∗ y consideremos el conjunto A = {x ∈ X; g(x) = ∥g∥} lo cual es convexo,
cerrado y no vaćıo. Si probamos que existe xo ∈ A ∩ BY , el Teorema de James(ver
[11], pág 262,Teorema 2.9.4) garantiza que Y es reflexivo, ya que g ∈ Y ∗ es arbitrario.
De la hipotesis A es un conjunto de existencia, que es lo mismo decir que A posee un
elemento mı́nima norma. Sea xo ∈ A dicho punto. Se verifica que xo ∈ BY ; supongamos
que ∥xo∥ > 1. Como

∥f∥ = supf(y)
y∈BY

,

podemos escoger y ∈ BY , ∥y∥ < 1 tal que f(y) ≥ ∥y∥
∥xo∥ , donde f(∥xo∥ y) ≥ ∥f∥. De

ah́ı escogiendo 0 < c ≤ 1 tal que

f(c ∥xo∥ y) = cf(∥xo∥ y) = ∥f∥,

observemos que c ∥xo∥ y ∈ C y c ∥xo∥ ∥y∥ < ∥xo∥, una contradicción.
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Observación 1.3.2. Un resultado de Jörg Blatter en 1976 (ver [5])garantiza que un
espacio normado y completo si todo subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo,del espacio
tiene un elemento de norma mı́nima, esto es si todo subconjunto convexo, cerrado no
vaćıo es un conjunto de existencia. Luego si (Y, ∥.∥) en el que todo subconjunto convexo,
cerrado y no vaćıo es un conjunto de existencia, por (teorema 1.3.2) se concluye que
Y es reflexivo.

Usando (1.3.2), (1.3.4) y ( 1.3.5) obtenemos la demostración de lo siguiente.

Teorema 1.3.3. Un (X, ∥.∥) es estrictamente convexo y reflexivo si y solamente si
cada subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de X es un conjunto de Chebyshev.

La importancia del teorema de mejor aproximación, que caracteriza a los espacios
normados estrictamente convexo y reflexivo, a menudo se le llama Teorema de Day-
James.
Ya vimos que si X es un espacio normado estrictamente convexo y M ⊂ X es un
subespacio cerrado entonces el cociente X/M no necesariamente es estrictamente con-
vexo. Sin embargo, si M también es un conjunto de existencia, entonces el resultado es
verdadero. Tenemos lo siguiente

Teorema 1.3.4. Sea (X, ∥.∥) estrictamente convexo y M ⊂ X un subespacio que es
un conjunto de existencia. Entonces X/M es estrictamente convexo.

Demostración. Notemos que el hecho de que M sea un conjunto de existencia nos lleva
a que M es cerrado: en efecto, sea z ∈ M . Como M es un conjunto de existencia , si
existe y ∈ M / ∥z − y∥ = inf

w∈M
∥z − w∥ = 0, donde z = y ∈ M . Sean ahora y + M y

z +M dos elementos de SX/M . Recordando la definición de la norma cociente.

∥y +M∥ = inf
w∈M

∥y − w∥

en vista que M es un conjunto de existencia, existen wy y wz en M tales que

1 = ∥y +M∥ = inf
w∈M

∥y − w∥ = ∥y − wy∥

y

1 = ∥z +M∥ = inf
w∈M

∥z − w∥ = ∥z − wz∥

De ahi, y − wy y z − wz están en SX . Como X es estrictamente convexo, se sigue que

∥k (y − wy) + (1− k) (z − wz)∥ ≤ 1 (0 < k < 1)

Luego

∥k(y +M) + (1− k)(z +M)∥ ≤ ∥k(y − wy) + (1− k)(z − wz)∥ < 1 (0 < k < 1)

y X/M es estrictamente convexo.
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Caṕıtulo 2

Espacios Uniformente Convexos

En el anterior caṕıtulo (X, ∥.∥) es estrictamente convexo si y solo si todo segmento
de recta no trivial con extremos en la esfera unitaria tiene su punto medio en el interior
de la bola unitaria cerrada. En ese momento, no cuestionamos a qué distancia de la
esfera unitaria está dicho punto medio, si escogemos inicialmente una longitud mı́nima
para el segmento de recta que une los dos puntos. Veremos más adelante que es posible
que un espacio normado X sea estrictamente convexo y que existen sucesiones (xn) y
(yn) en SX tal que la sucesión (∥(xn + yn)∥) es acotado inferiormente por un numero

mayor que cero y el sup
n

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

= 1. Cuando esto no ocurre, diremos que el

espacio normado X es uniformemente convexo.

2.1. Definiciones y ejemplos

Definición 2.1.1. sea X un espacio normado. Definimos la función δX : [0, 2] → [0, 1]
mediante la fórmula

δX (ϵ) = inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ϵ SX , ∥x− y∥ ≥ ϵ
}

siX ̸= {0}
y por la fórmula

δX(ϵ) =

{

0 si ϵ = 0

1 si ϵ = 1
si X = {0}

Diremos que δX es un módulo de convexidad de X. El espacio X es uniformemente
convexo cuando δX(ϵ) ≥ 0 siempre que 0 < ϵ ≤ 2. Equivalentemente, un espacio
normado X se dice uniformemente convexo si dado 0 < ϵ ≤ 2, ∃ δ(ϵ) > 0 de modo que
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ≤ 1− δ, siempre que x, y ∈ SX y ∥x− y∥ ≥ ϵ

supongamos que X ̸= 0 y sea 0 < ϵ2 < ϵ1. Por definición, δX(ϵ2) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥

para cada x, y ∈ SX tal que ∥x− y∥ ≥ ϵ2 . Como ϵ2 > ϵ1, en particular vale

δX(ϵ2) ≤ 1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

para cada x, y ∈ SX tal que ∥x− y∥ ≥ ϵ1. Por lo tanto, δX(ϵ2) ≤ δX(ϵ1), donde vemos
que δX(ϵ) es una función no decreciente de ϵ tal que δX(0) = 0 ademas es claro que si
M es un subespacio de X entonces δM(ϵ) ≥ δX(ϵ) para cada 0 ≤ ϵ ≤ 2
Luego, si X es un espacio real unidemensional, entonces
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δX(ϵ) =

{

0 si ϵ = 0

1 si 0 < ϵ ≤ 2

Ejemplo 2.1.1. Sea X un espacio de Hilbert, entonces X es uniformemente convexo
provisto de la norma que proviene del producto interno. De hecho la ley del paralelo-
gramo nos dice que

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

2

=
1

2
(∥x∥2 + ∥y∥2)−

∥

∥

∥

∥

x− y

2

∥

∥

∥

∥

2

Luego, si ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ ϵ entonces

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

2

≤ 1− ϵ2

4

donde obtenemos δX(ϵ) ≥ 1−
√

1− ϵ2

4

Observación 2.1.1. Cabe señalar que, en general, no es una tarea sencilla de com-
pletar si un espacio normado es o no es uniformemente convexo a través del cálculo
expĺıcito del módulo de convexidad. En la mayoŕıa de los casos necesitamos resultados
auxiliares para concluir si existe o no un ĺımite inferior positivo y uniforme para la
diferencia

1−
∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

(x, y ∈ X ∥x∥ = ∥y∥ = 1, ∥x− y∥ ≥ ϵ).

Observación 2.1.2. Hay otras formas de calcular el módulo de convexidad; por ejem-
plo, si X es un espacio normado con dimensión mayor que 0 si K = C o con dimensión
mayor que 1 si K = R, se cumplen las siguientes igualdades:

δX (ϵ) = inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ϵBX , ∥x− y∥ ≥ ϵ
}

= inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ϵ SX , ∥x− y∥ = ϵ
}

= inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ϵBX , ∥x− y∥ = ϵ
}

,
cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2, y

δX (ϵ) = inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ϵ SX , ∥x− y∥ > ϵ
}

= inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ϵBX , ∥x− y∥ > ϵ
}

cuando 0 ≤ ϵ < 2,.

Veremos la demostración de este hecho en el siguiente sección.
El concepto de convexidad uniforme fue introducido por Clarkson en 1936. (ver [6])
Obviamente, todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo, ya que
dados x, y dos elementos distintos en la esfera unitaria de un espacio uniformemente
normado X convexa, tenemos
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∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1− δX(∥x− y∥) < 1.

En dimension finita los conceptos anteriores son equivalentes.

Teorema 2.1.1. Consideremos X un espacio de dimension finita. Si X es estricta-
mente convexo se concluye que X es uniformemente convexo.

Demostración. Asumiendo queX no es uniformemente convexo. Entonces ∃, 0 < ϵ ≤ 2,
/ ∀n ∈ N, existen yn, zn , en SX con ∥yn − zn∥ ≥ ϵ y

1− 1

n
<

∥

∥

∥

∥

yn + zn
2

∥

∥

∥

∥

≤ 1

Como X es de dimension finita, se tiene que SX es compacta, luego podemos suponer
que existen y, z , en SX tal que yn converge a y y zn converge a z luego tenemos que
∥y − z∥ ≥ ϵ ,∥y∥ = ∥z∥ = 1 y

∥

∥

∥

∥

y + z

2

∥

∥

∥

∥

= 1

esto contradice a la convexidad estricta de X

En dimensiones infinitas, un espacio normado puede ser estrictamente convexo sin
ser uniformemente convexo, veamos los siguiente:

Ejemplo 2.1.2. Para cada número entero n ≥ 1 sea pn = 1 + 1
n
. Consideremos un

espacio de Banach X = (
∑

l2pn)2 Como cada l2pn es estrictamente convexo por el teorema
1.2.3 que X es estrictamente convexo. Sabemos que X contiene una copia isométrica
de cada l2pn. Observemos que (1, 0), (0, 1) ∈ Sl2pn

, ∥(1, 0)− (0, 1)∥pn = 2
n

n+1 ≥
√
2 y

∥

∥

∥

∥

(1, 0)− (0, 1)

2

∥

∥

∥

∥

pn

= 2
−1

n+1

Como 2
−n
n+1 −→ 1 si n −→ ∞ se concluye que X no es uniformemente convexo.

El lema que sigue es interesante para demostrar el teorema de Clarkson, el cual dice,
si µ es una medida positiva en un σ−álgebra Γ de subconjuntos de A y 1 < p < ∞,
entonces Lp(A,Γ, µ) es uniformemente convexo. aunque presentaremos el lema de forma
mas general de lo necesario para demostrar el resultado de Clarkson, esto nos será útil
cuando discutamos la convexidad uniforme de las sumas directas.

Lema 2.1.1. Para todo 1 < p < ∞ y ∀ t ∈ (0, 2] y cada función k : (0, 2] −→
0, 1],∃ γp,t,k ∈ (0, 1] talque si X es un espacio normado uniformemente convexo cuyo
módulo de convexidad δX que satisface k(ϵ) ≤ δX(ϵ) cuando 0 < ϵ ≤ 2, entonces

∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

p

≤ (1− γp,t,k)(
∥x∥p + ∥y∥p

2
)

siempre que x, y sean elementos de X tal que ∥x− y∥ ≥ tmax {∥x∥ , ∥y∥}.
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Demostración. observemos que es suficiente probar el resultado para x, y ∈ X tal que
∥x∥ = 1 y ∥y∥ ≤ 1( Después de probar para este caso, se puede suponer que ∥x∥ ≥ ∥y∥
y dividimos la desigualdad obtenida por ∥x∥p ). Ahora, supongamos por el absurdo
que existe 1 < p < ∞, t ∈ (0, 2] y una función k : (0, 2] → (0, 1] / ∄ γp,t,k ∈ (0, 1] con la
propiedad deseada. Sea

f(t) =

(

1
2
(1 + t)

)p

1
2
(1 + tp)

(0 ≤ t ≤ 1).

Mediante el criterio de la derivada comprobamos que f es estrictamente creciente en
(0, 1] , de modo que f alcanza su valor máximo de 1 en el intervalo [0, 1] exactamente en
t = 1. Luego, si X es un espacio normado y x,y son elementos de X tales que ∥x∥ = 1
y ∥y∥ ≤ 1, entonces

∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥

p

1
2
(∥x∥p + ∥y∥p) ≤ (1

2
(1 + ∥y∥))p

1
2
(1 + ∥y∥p) . (♦)

Como estamos Asumiendo que no existe una constante γp,t,k ∈ (0, 1] que satisfaga dicho
resultado, ∀n ∈ N, existe Xn espacio normado uniformemente convexo con módulo de
convexidad δXn

satisfaciendo k(ϵ) ≤ δXn
(ϵ) (0 < ϵ ≤ 2) y elementos xn, yn ∈ Xn tal

que:

(1) ∥xn∥ = 1y ∥yn∥ ≤ 1

(2) ∥xn − yn∥ ≥ tmax {∥xn, ∥yn∥∥}

(3)
∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥

p
>
(

1− 1
n

)

(

∥xn∥p+∥yn∥p
2

)

Por (♦) y por (3) tenemos
(

1− 1

n

)

<

∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥

p

1
2
(|xn∥p + ∥yn∥p

≤
(

1
2
(∥xn + yn∥)

)p

1
2
(∥xn∥p + ∥yn∥p)

, (♦♦)

donde

ĺım
n

∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥

p

1
2
(|xn∥p + ∥yn∥p

= 1, (♦♦♦)

Por (♦♦), tenemos ĺım
n

(1
2
(1 + ∥yn∥))p

1
2
(1 + ∥yn∥)p

= 1y como 1 = f(1) = maxf(t)
0≤t≤1

, se sigue que

∥yn∥ → 1 . Podemos asumir entonces yn ̸= 0 para cada n ∈ N. Pongamos zn = yn
∥yn∥

para cada n. Dado que ∥yn∥ converge a 1, luego de (♦♦♦) se tiene

ĺım
n−→∞

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + zn)

∥

∥

∥

∥

= ĺım
n−→∞

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

= 1

Por otro lado, notemos que

∥xn − zn∥ =

∥

∥

∥

∥

xn −
yn

∥yn∥

∥

∥

∥

∥

= ∥∥yn∥xn − yn∥ .
1

∥yn∥
≥ ∥∥yn∥xn − yn∥ (n ∈ N).

Dado que ∥xn − yn∥ ≥ t y ∥yn∥ converge a 1, se puede asumir que ∥xn − zn∥ ≥ t

2
para

cada n. luego,
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∥

∥

∥

∥

1

2
(xn − zn)

∥

∥

∥

∥

≤ t

2
≤ 1− δXn

(

t

2

)

≤ 1− λ

(

t

2

)

< 1

aśı para cada n se tiene

ĺım
n

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn − z <n)

∥

∥

∥

∥

< 1.

Esta contradicción finaliza la demostración del resultado.

Utilizando las notaciones del lema anterior y considerando λ como un módulo de
convexidad del espacio normado uniformemente convexo K se obtiene el siguiente re-
sultado, que será usado en la demostración del Teorema de Clarson:

Lema 2.1.2. Sea 1 < p < ∞. Existe una función γp : (0, 2] → (0, 1] tal que

∣

∣

∣

∣

α + β

2

∣

∣

∣

∣

p

≤ (1− γp(t))

( |α|p + |β|p
2

)

siempre que α,β ∈ K satisfaga |α− β| ≥ tmax {|α| , |β|}.

Ahora se demostrará lo siguiente.

Teorema 2.1.2. Sea µ una medida positiva en un σ− álgebra
∑

de subconjuntos de
un conjunto Ω ̸= ∅ y tomemos 1 < p < ∞. Entonces, Lp (Ω,Σ, µ) es uniformemente
convexo.

Demostración. Fijamos ϵ > 0 y consideramos g1, g2 ∈ SLp(Ω,Σ,µ) / ∥g1 − g2∥p ≥ ϵ. Sea

A =

{

z ∈ Ω; |g1(z)− g2(z)|p ≥
ϵp

4
(|g1(z)|p − |g2(z)|p)

}

observemos que

|g1(z)− g2(z)| ≥
ϵ

4
1

p

max {g1(z), g2(z)} cuando z ∈ A. (∗)

si A = ∅ entonces
∫

Ω

|g1 − g2|p dµ ≤ ϵp

4

(∫

Ω

|g1|p dµ+

∫

Ω

|g2|p dµ
)

=
ϵp

4

(

∥g1∥pp + ∥g2∥pp
)

=
ϵp

2

donde

∥g1 − g2∥p ≤
ϵ

2
1

p

< ϵ

lo cual es una contradicción. Por tanto A ̸= ∅. Siendo γp como el lema anterior, tenemos
∣

∣

∣

∣

g1(z) + g2(z)

2

∣

∣

∣

∣

p

≤
(

1− γp

(

ϵ

4
1

p

))( |g1(z)|p + |g2(z)|p
2

)

siempre que z ∈ A (por (∗)) y
∣

∣

∣

∣

g1(z) + g2(z)

2

∣

∣

∣

∣

p

≤
( |g1(z)|p + |g2(z)|p

2

)
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siempre que z ∈ Ω. Por lo tanto

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(g1 + g2)

∥

∥

∥

∥

p

p

=
∥g1∥pp + ∥g2∥pp

2
−
∥

∥

∥

∥

1

2
(g1 + g2)

∥

∥

∥

∥

p

p

=

∫

Ω

( |g1|p + |g2|p
2

−
∣

∣

∣

∣

g1 + g2
2

∣

∣

∣

∣

p)

dµ

≥
∫

A

( |g1|p + |g2|p
2

−
∣

∣

∣

∣

g1 + g2
2

∣

∣

∣

∣

p)

dµ

≥
∫

A

( |g1|p + |g2|p
2

)

dµ+

∫

A

(

γp

(

ϵ

4
1

p

)

− 1

)( |g1|p + |g2|p
2

)

dµ

= γp

(

ϵ

4
1

p

)∫

A

( |g1|p + |g2|p
2

)

dµ. (∗∗)

Sea IA una función caracteŕıstica de A. Luego,

∥g1IA − g2IA∥pp = ∥g1 − g2∥pp −
∫

Ω\A
|g1 − g2|p

≥ ϵp − ϵp

4

∫

Ω\A
(|g1|p + |g2|p)dµ

≥ ϵp − ϵp

4

(

∥g1∥pp + ∥g2∥pp
)

=
ϵp

2

donde

max
{

∥g1IA∥p , {∥g2IA∥p
}

≥ ϵp

2,2p+2

Luego por (∗∗) tenemos que

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(g1 + g2)

∥

∥

∥

∥

p

p

= γp

(

ϵ

4
1

p

) ∥g1IA∥pp + ∥g2IA∥pp
2

≥ γp

(

ϵ

4
1

p

)(

ϵp

2p+2

)

donde
∥

∥

∥

∥

1

2
(g1 + g2)

∥

∥

∥

∥

p

≤
(

1− γp

(

ϵ

4
1

p

)

ϵp

2p+2

) 1

p

< 1

aśı observamos que existe δ = δϵ > 0, tal que

∥

∥

∥

∥

1

2
(g1 + g2)

∥

∥

∥

∥

p

≤ 1 − δ. Esto termina la

demostración

Colorario 2.1.1. Supongamos que 1 < p < ∞. Entonces lp es uniformemente convexo
aśı como lpn siempre que n sea un entero no negativo.
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2.2. Propiedades

Antes de entrar realmente a las propiedades de los espacios normados uniforme-
mente convexos, precisaremos algunos hecho sobre las posiciones de los puntos en los
espacios dotado con una norma. Daremos a continuación los siguientes lemas.

Lema 2.2.1. Sea X un espacio normado real bidimesional. Entonces SX es conexo.
Además de eso si x∗ ∈ X∗ entonces

{x ∈ SX ; x
∗(x) ≥ 0}

es conexo.

Demostración. Tengamos en cuenta que la segunda afirmación implica la primera, bas-
ta tomar x∗ = 0. Probaremos entonces la segunda afirmación. Primero, se tiene que
que la imagen de un conjunto conexo por una función continua es también conexo y
X es isomorfo a R2 como espacio normado, supongamos que X es R2. Dotemos a X,
con dos normas ∥.∥X su norma original y ∥.∥2 la norma euclidiana. tomamos x∗ ∈ X∗.
Definimos
g :
{

x ∈ Sl2
2
; x∗(x) ≥ 0

}

−→ {x ∈ SX ; x
∗(x) ≥ 0} por g(x) = x

∥x∥x siendo l22 el espacio

R2 equipado con la norma euclidiana. Como todas las normas son equivalentes en R2,
la función norma ∥.∥X es continua en l22 donde g también lo es. Además de eso, g es una

biyección con inversa f : {y ∈ SX ; x∗(y) ≥ 0} −→
{

y ∈ Sl2
2
; x∗(y) ≥ 0

}

, f(y) = y
∥y∥

2

.

Por tanto, dado que
{

x ∈ Sl2
2
; x∗(x) ≥ 0

}

es conexo, se sigue que {x ∈ SX ; x
∗(x) ≥ 0}

también es conexo.

Lema 2.2.2. Sea (X, ∥.∥) que tiene una dimensión de al menos 1 si K = C o tiene
una dimensión de al menos 2 si K = R. Dados xo ∈ SX y yo ∈ BX , existen x1 y x2 en
SX tales que x1 − y1 = xo − yo y

∥

∥

∥

∥

1

2
(x1 + y1)

∥

∥

∥

∥

≥
∥

∥

∥

∥

1

2
(xo + yo)

∥

∥

∥

∥

Demostración. Como X es un espacio normado real cuando los vectores se multi-
plican por escalares es restringida a RxX, y como es un espacio normado complejo
unidimensional se convierte en un espacio bidimensional real también cuando se ve
por esta restricción, podemos suponer que K = R, y por tanto,que X es bidimen-
sional. Aśı podemos suponer también que X = R2 . Es claro también que podemos
asumir que ∥yo| < 1. Definimos x∗ : X −→ R por x∗(axo + byo) = b. Por el le-
ma anterior, el conjunto {x ∈ SX ; x∗(x) ≥ 0} es convexo. Como ∥xo + yo − xo∥ <
1 y ∥−xo + yo − xo∥ ≥ 2 ∥xo∥ − ∥yo∥ > 1, el Teorema del Valor Intermedio ga-
rantiza que ∃ x1 ∈ {x ∈ SX ; x∗(x) ≥ 0}, necesariamente diferente de xo y de −xo,
/ ∥x1 + yo − xo∥ = 1. pongamos y1 = x1 + yo − xo. entonces, x1, x2 ∈ SX y x1 − y1 =
xo + yo. Falta apenas verificar que

∥

∥

∥

∥

1

2
(x1 + y1)

∥

∥

∥

∥

≥
∥

∥

∥

∥

1

2
(xo + yo)

∥

∥

∥

∥
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Si z1 ∈ BX y z2 ∈ intBX , entonces kz1 + (1− k)z2 ∈ intBX para cada 0 < k < 1:
notemos que como BX es convexa, se tiene kz1+(1−k)z2 ∈ kBX+(1−k)intBX ⊂ BX .
Dado que kBX + (1 − k)intBX es abierto siendo X normado, se cumple kBX + (1 −
k)intBX ⊂ intBX . Usaremos este hecho varias veces en los argumentos subsiguientes.
Pongamos z1, z2 para representar una ĺınea recta (no solo un segmento) pasando por los
puntos z1 y z2 en X, z1 ̸= z2. La Figura 2.1 abajo, defina Wo como siendo el conjunto de
los puntos sobre o arriba xo,−xo y sobre o a la izquierda de xo,−x1, y W1 el conjunto
de puntos estrictamente por encima de x1,−xo y estrictamente a la izquierda de xo, x1.
Como xo, x1,−xo,−x1

están en SX por la convexidad de BX se sigue que el paralelogramo
cuyos vértices son estos puntos están contenidos en BX y su interior está contenido en
intBX . Dado que x∗(yo) ≥ 0, entonces en la Figura 2.1 yo esta ubicado sobre o arriba
de xo,−xo. si yo estuviera estrictamente a la izquierda de xo, x1 pero fuera de A (ver
Figura 2.1) entonces podŕıamos encontrar un punto zo en el interior del paralelogramo
(y por tanto en el interior de BX) tal que xo o x1 pertenecen al segmento yo, zo, lo
que es imposible pues ∥yo∥ < 1 y ∥zo∥ < 1 implicaŕıa que ∥xo∥ < 1 o ∥x1∥ < 1. Si
yo ∈ A, como y1 = yo + x1 − xo, podŕıamos conectar y1 a un punto z1 en el interior
del paralelogramo pasando por x1, lo que nuevamente seria imposible pues ∥z1∥ < 1
y ∥x1∥ = 1 implicaŕıa que ∥y1∥ < 1, lo cual es absurdo. Luego, yo está sobre o a la
derecha de xo, x1. Si yo estuviera sobre esta recta, existiŕıa k > 0 / yo = xo + k(x1 − xo)
y, dado que y1 = yo+x1−xo, tendŕıamos x1 = y1− yo+xo = y1−xo− k(x1−xo)+xo

y aśı, x1 =
1

k+1
y1 +

1
k+1

xo, donde x1 es una combinación convexa de y1, xo ∈ SX y que
junto con la convexidad estricta de l22 nos daŕıa ∥x1∥ < 1 lo cual es absurdo. Por tanto,
yo está estrictamente a la derecha de xo, x1. Como −xo y −x1 son puntos distintos
de SX , por el mismo argumento anterior tenemos que los puntos en −xo,−x1 sobre o
arriba de −xo, xo tienen norma mayor que 1. Luego, yo no está sobre −xo,−x1 y arriba
de xo,−xo. si estuviera estrictamente a la derecha de −xo,−x1 y arriba de xo,−xo

entonces −xo seria una combinación convexa de yo en un punto de zo en el interior del
paralelogramo, lo cual es imposible ya que ∥−xo∥ = 1, ∥yo∥ < 1 y ∥zo∥ < 1. Aśı yo está
estrictamente a la izquierda de −xo,−x1. Luego, como xo, x1, 0, x1 − xo y −xo,−x1

son paralelos, entonces el punto medio 1
2
(xo + yo) = mo está estrictamente entre xo, x1

y 0, x1 − xo pues de lo contrario, yo estaŕıa a la derecha de −xo,−x1, lo que es una
contradicción. Aśı, 0,mo intersecta a xo, x1 sobre o arriba de xo,−xo (ver Figura 2.2).
Entonces este argumento no da r > 1 y

k ≥ 0 que satisface la ecuación
r

2
(xo + yo) = xo + k(x1 − xo). De ah́ı, tenemos que
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r

2
(x1 + y1) =

r

2
(x1 + yo + x1 − xo) =

r

2
(2x1 + xo + yo − 2xo)

= rx1 − rxo + xo + k(x1 − xo) = xo + (k + r)(x1 − xo).

Si k ≤ 1, se cumple

∥

∥

∥

r

2
(xo + yo)

∥

∥

∥
= ∥xo + k(x1 − xo)∥ = ∥(1− k)xo + kx1∥

≤ 1 ≤ ∥xo + (k + r)(x1 − xo)∥ =
∥

∥

∥

r

2
(x1 + y1)

∥

∥

∥
,

donde la última desigualdad es válida pues

∥xo + (k + r)(x1 − xo)∥ = ∥(1− (k + r))xo + (k + r)x1∥
≥ (k + r) ∥x1∥ − (1− (k + r)) ∥xo∥ = 2(k + r)− 1 ≥ 1.

si k > 1 como ∥x1∥ = 1, ∥xo + (k + r)(x1 − xo)∥ ≥ 1 y xo + k(x1 − xo) está sobre el
segmento de recta que une x1 y xo + (k + r)(x1 − xo), luego tenemos

∥

∥

r
2
(xo + yo)

∥

∥ = ∥xo + k(x1 − xo)∥ ≤ ∥xo + (k + r)(x1 − xo)∥ =
∥

∥

r
2
(x1 + y1)

∥

∥.

por tanto, en cualquiera de los casos se tiene
∥

∥

r
2
(xo + yo)

∥

∥ ≤
∥

∥

r
2
(x1 + y1)

∥

∥, donde
∥

∥

1
2
(xo + yo)

∥

∥ ≤
∥

∥

1
2
(x1 + y1)

∥

∥

lo que queŕıamos.

Lema 2.2.3. Supongamos que Xes un espacio normado, 0ϵ < 2 y x, y ∈ SX son tales
que ∥x− y∥ = ϵ. Entonces existen sucesiones (xn) y (yn) en SX tales que xn −→ x ,
yn −→ y y ∥xn − yn∥ > ϵ para cada n

Demostración. Como en el lema anterior, basta considerar X = X = R2. Sea x∗ ∈
X∗ \ {0} tal que x∗(ax + by) = a + b. Luego, x∗(x + y) = 0. Si x∗(x) = 0 entonces
x, y ∈ SX ∩ Ker x∗ y, por consiguiente ∥x− y∥ = 0 o 2, lo que es una contradicción.
Entonces, podemos suponer que x∗(x) = x∗(y) = 1 para cada real δ, definimos

Hδ = {z ∈ X; x∗(z) = δ},
que representa el hiperplano generado por x∗ y δ.
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La convexidad de BX garantiza que el paralelogramo cuyos vértices son x, y,−x,−y
están en BX . La conclusión del lema es inmediata si el segmento de recta H1∩BX tiene
longitud mayor que ϵ (por la simetŕıa de BX y como x, y ∈ H1 ∩ SX ). Se entonces
asumir que x e y son los extremos de H1∩BX . supongamos que Hδo∩BX tiene longitud
ϵ para algún 0 < δo < 1. Entonces algunos puntos de SX estaŕıa en la ĺınea que pasa por
x y −y, entre estos puntos, lo que implica que

∥

∥

1
2
(x− y)

∥

∥ = 1 Pero esto es imposible
ya que ∥x+ y∥ = ϵ < 2. Por lo tanto Hδo ∩ BX tiene longitud mayor que ϵ cada vez
que 0 < δ < 1. Sea ahora (δn) una sucesión estrictamente creciente en (0, 1) de manera
que δn −→ 1. Para cada n sea xn, ynlos extremos del segmento Hδo ∩ BX tales que xn

esta sobre o a la izquierda de la recta que pasa por x y −y, y (yn) está sobre o a la
derecha de la recta que pasa por y y −x. Entonces, xn, yn ∈ SX y ∥xn − yn∥ > ϵ para
cada n Por la compaxidad de SX , Se puede suponer ∃ xo, yo ∈ SX . tales que xn −→ xo

y yn −→ yo. De ah́ı, como δn −→ 1 y x∗ es continua, se tiene que xo, yo ∈ H1 ∩ BX .
También se tiene ∥xo − yo∥ ≥ ϵ. Como x y y son los extremos de Hδo ∩ BX ,entonces
x = xo y y = yo

Estos dos últimos lemas serán útiles para demostrar el siguiente resultado, que nos
da otras formas de calcular el módulo de convexidad δX .

Teorema 2.2.1. Supongamos que X es un espacio normado con dimensión mayor que
0 si K = C o con dimensión mayor que 1 si K = R. Sea

δX(ϵ) = inf
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ ≥ ϵ
}

el módulo de convexidad de X. Entonces:

δX(ϵ) = inf

{

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

; x, y ∈ BX , ∥x− y∥ ≥ ϵ

}

= inf

{

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ = ϵ

}

= inf

{

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

; x, y ∈ BX , ∥x− y∥ = ϵ

}

cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2, y

δX(ϵ) = inf

{

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ > ϵ

}

= inf

{

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(x+ y)

∥

∥

∥

∥

; x, y ∈ BX , ∥x− y∥ > ϵ

}

,

cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2.

Demostración. Otra vez podemos asumir, que K = R. Sean δ1, δ2, δ3, δ4, δ5 los 5 ı́nfimos
de la conclusión del teorema en el orden en que aparecen.
Afirmación 1: δX(ϵ) = δ1(ϵ) cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2. Esto es evidente si ϵ = 0. Fijemos
0 < ϵ ≤ 2 y tomemos yo, zo ∈ BX con ∥yo + zo∥ ≥ ϵ. Como SX ⊂ BX , basta demostrar
que

δX(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(yo + zo)

∥

∥.
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Podemos asumir que yo ∈ SX . Como yo ∈ SX y zo ∈ BX , Por el lema 2.2.2, existen
y1, z1 ∈ SX tales que y1 − z1 = yo − zo y

∥

∥

1
2
(yo + zo)

∥

∥ ≤
∥

∥

1
2
(y1 + z1)

∥

∥.

De ah́ı, ∥y1 − z1∥ = ∥yo − zo∥ ≥ ϵ, donde

δX(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(y1 + z1)

∥

∥ ≤ 1−
∥

∥

1
2
(yo + zo)

∥

∥,

como queŕıamos.
Afirmación 2: δ4(ϵ) = δ5(ϵ) cuando 0 ≤ ϵ < 2 Dicho resultado es evidente para ϵ = 0.
Fijemos 0 < ϵ < 2 y y1, z1 ∈ BX / ∥y1 − z1∥ > ϵ. Como SX ⊂ BX , bastará demostrar
que δ4(ϵ) ≤ 1 −

∥

∥

1
2
(y1 + z1)

∥

∥. Nuevamente podemos suponer que y1 ∈ SX y, por el
Lema 2.2.2, existe y2, z2 ∈ SX tales que y2 − z2 = y1 − z1 y

∥

∥

1
2
(y1 + z1)

∥

∥ ≤
∥

∥

1
2
(y1 + z2)

∥

∥.

Luego, ∥y2 − z2∥ = ∥y1 − z1∥ > ϵ y, por lo tanto,

δ4(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(y2 + z2)

∥

∥ ≤ 1−
∥

∥

1
2
(y1 + z1)

∥

∥,

como queŕıamos.
Afirmación 3: δX(ϵ) = δ4(ϵ) cuando 0 ≤ ϵ < 2. Es claro para ϵ = 0. Supongamos
0 < ϵ < 2 y y3, z3 ∈ SX con ∥y3 − z3∥ = ϵ. Como

{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ > ϵ
}

está contenido en
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ ≥ ϵ
}

,

luego será suficiente demostrar que δ4(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(y3 + z3)

∥

∥. Por el Lema 2.2.3, existen
sucesiones (an), (bn) ∈ SX tales que ∥an − bn∥ > ϵ para cada n y an −→ y3, bn −→ z3.
De ah́ı, δ4(ϵ) ≤ 1−

∥

∥

1
2
(an + bn)

∥

∥ para todo n donde hacemos n −→ ∞

δ4(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(x3 + y3)

∥

∥,

como queŕıamos.
Afirmación 4: δ2(ϵ) = δ3(ϵ) cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2. Como

{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ = ϵ
}

está incluido en
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ BX , ∥x− y∥ = ϵ
}

bastará demostrar que δ2(ϵ) ≤ δ3(ϵ) cuando 0 < ϵ ≤ 2. Fijemos 0 < ϵ ≤ 2 y y4, z4 ∈
BX tales que ∥y4 − z4∥ = ϵ. Será suficiente demostrar que δ2(ϵ) ≤ 1 −

∥

∥

1
2
(y4 + z4)

∥

∥.
Asumamos un momento en que y4 y z4 tienen una norma menor que 1. Entonces existen
dos segmentos de recta cerrados de longitud ϵ sobre la recta que pasa por y4 y z4 tal

que cada segmento tiene un extremo en SX y el otro extremo en
o

BX . como 1
2
(y4+z4) es

una combinación convexa de los puntos medios de estos dos segmentos, el punto medio
de por lo menos uno de estos segmentos tiene por lo menos una norma

∥

∥

1
2
(y4 + z4)

∥

∥.
Por lo tanto, podemos suponer que y4 ∈ SX . Por el Lema 2.2.2, existe y5, z5 ∈ SX tales
que y5 − z5 = y4 − z4 y
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∥

∥

1
2
(y4 + z4)

∥

∥ ≤
∥

∥

1
2
(y5 + z5)

∥

∥.

Luego, ∥y5 − z5∥ = ∥y4 − z4∥ = ϵ y, aśı

δX(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

1
2
(y5 + z5)

∥

∥ ≤ 1−
∥

∥

1
2
(y4 + z4)

∥

∥.

Afirmación 5 :δX(ϵ) = δ2(ϵ) cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2. Como
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ = ϵ
}

está incluido en
{

1−
∥

∥

1
2
(x+ y)

∥

∥ ; x, y ∈ SX , ∥x− y∥ ≥ ϵ
}

,

Será suficiente demostrar que δ2(ϵ) ≤ δX(ϵ) cuando 0 ≤ ϵ ≤ 2. Esto es claro para
ϵ = 0 Fijemos entonces 0 < ϵ ≤ 2 y y6, z6 ∈ SX tales que ∥y6 − z6∥ ≥ ϵ. Luego será
suficiente demostrar que δ2(ϵ) ≤ 1 −

∥

∥

1
2
(y6 + z6)

∥

∥ El segmento de recta cerrado con
extremos y6 y z6 contiene un segmento de recta cerrado de longitud ϵ centrado en
1
2
(y6 + z6) y por el mismo argumento de la afirmación 4, obtenemos y7, z7 ∈ SX tales

que ∥y7 − z7∥ = ∥y6 − z6∥ ≥ ϵ y
∥

∥

∥

∥

1

2
(y7 + z7)

∥

∥

∥

∥

≥
∥

∥

∥

∥

1

2
(y6 + z6)

∥

∥

∥

∥

por lo tanto,

δ2(ϵ) ≤ 1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(y7 − z7)

∥

∥

∥

∥

≤ 1−
∥

∥

∥

∥

1

2
(y6 − z6)

∥

∥

∥

∥

.

Con esto termina la demostración del teorema.

Asimismo como ocurre con la convexidad estricta, la convexidad uniforme es pre-
servada mediante los isomorfismo; veamos esto con un ejemplo:

Ejemplo 2.2.1. El espacio l22 es uniformemente convexo e isomorfo a l21, que no es
estrictamente convexo.
Lo máximo que se puede garantizar en este sentido es el siguiente

Proposición 2.2.1. Todo espacio normado que es isomorfo e isométrico a un espacio
normado uniformemente convexo es también uniformemente convexo.

Demostración. Esto se sigue inmediatamente del hecho de que la convexidad uniforme
es una propiedad métrica.

El resultado siguiente es un “criterio secuencial” para la convexidad uniforme
en espacios normados.

Proposición 2.2.2. Sea X un espacio normado. Son equivalentes

(a) X es uniformemente convexo.

(b) Si xn y yn son sucesiones en SX tales que

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

−→ 1, entonces se tiene

que ∥xn − yn∥ −→ 0.
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(c) Si xn y yn son sucesiones en BX tales que

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

−→ 1, entonces se tiene

que ∥xn − yn∥ −→ 0.

(d) Si xn y yn son sucesiones en X tales que ∥xn∥, ∥yn∥ y

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

converge a

1, entonces se tiene que ∥xn − yn∥ −→ 0.

Demostración. Supongamos que se verifica (b), consideremos (xn) y (yn) sucesiones

en X tales que ∥xn∥ −→ 1, ∥yn∥ −→ 1 y

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

−→ 1. Demostraremos que

lim
n

∥xn − yn∥ = 0. Dado que lim
n

∥xn∥ = 1 y lim
n

∥yn∥ = 1, se puede suponer que

xn ̸= 0 y yn ̸= 0 ∀n ∈ N. Por lo tanto, se cumple la desigualdad triangular reversa

1 ≥
∥

∥

∥

∥

1

2
(∥xn∥−1 xn + ∥yn∥−1 yn)

∥

∥

∥

∥

≥
∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

−
∥

∥

∥

∥

1

2
(1− ∥xn∥−1)xn

∥

∥

∥

∥

−
∥

∥

∥

∥

1

2
(1− ∥yn∥−1)yn

∥

∥

∥

∥

−→ 1

donde
∥

∥

∥

∥

1

2
(∥xn∥−1 xn + ∥yn∥−1 yn)

∥

∥

∥

∥

−→ 1.

Por (b), se tiene que
∥

∥∥xn∥−1 xn − ∥yn∥−1 yn
∥

∥ −→ 0 y aśı

0 ≤ ∥xn − yn∥ ≤
∥

∥∥xn∥−1 xn − ∥yn∥−1 yn
∥

∥+
∥

∥(1− ∥xn∥−1)xn

∥

∥+
∥

∥(1− ∥yn∥−1)yn
∥

∥→ 1.

Luego (b) ⇒ (d)
Ahora, supongamos que se verifica (d) y consideremos (xn), (yn) sucesiones en BX tales
que

∥

∥

∥

∥

1

2
(xn + yn)

∥

∥

∥

∥

−→ 1.

como
∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥ ≤ 1
2
(∥xn∥ + ∥xn∥) ∀n ∈ N,

∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥ −→ 1 y (xn), (yn) ∈ BX ,
se tiene que ∥xn∥ −→ 1 y ∥yn∥ −→ 1. Por (d) se sigue que ∥xn − yn∥ −→ 0, lo que
demuestra que (d)⇒(c). Como es inmediato que (c)⇒(b), se tiene que (b)⇔(c)⇔(d).
Ahora demostraremos que (a)⇒(b): supongamos que X es uniformemente convexo
y consideremos las sucesiones (xn), (yn) en SX tales que

∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥ −→ 1 pero
∥xn − yn∥ ↛ 0. Luego, existe un ϵ > 0 y subsucesiones (xnj

) de (xn) y (ynj
) de (yn)

tales que
∥

∥xnj
− ynj

∥

∥ ≥ ϵ para todo j. Luego si δX es el módulo de convexidad de X,
por definición de convexidad uniforme se tiene

∥

∥

1
2
(xnj

+ ynj
)
∥

∥ ≤ 1 − δX(ϵ) para cada
j, lo que es una contradicción. Luego se cumple que (a) implica (b).
Ahora Asumamos que X no es estrictamente convexo. Existe 0 < ϵ ≤ 2 tal que
δX(ϵ) = 0. Luego existen sucesiones (xn), (yn) en SX tales que ∥xn − yn∥ ≥ ϵ para cada
n y

∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥ −→ 1, donde no se cumple (b). Esto termina la demostración

El siguiente teorema nos dice que una condición necesaria para que un espacio de
Banach sea uniformemente convexo es ser reflexivo. Primero, veamos lo siguiente que
se usará en la demostración:

38



Proposición 2.2.3. consideremos X un espacio normado. Si (y∗i )i∈I ⊂ X∗ una red
que converge para y∗ ∈ X∗ en la topoloǵıa débil estrella entonces

∥y∗∥ ≤ lim inf
j

∥

∥y∗j
∥

∥.

Demostración. Fijamos ϵ > 0. Existe y ∈ BX tal que

lim
j

∣

∣y∗j (y)
∣

∣ = |y∗(y)| ≥ ∥y∗∥ − ϵ.

También ∃ jo = jo(ϵ) ∈ I / j ≥ jo ⇒ ∥y∗∥ − 2ϵ ≤
∣

∣y∗j (y)
∣

∣ ≤
∥

∥y∗j
∥

∥. Luego, ∥y∗∥ ≤
lim inf

j

∥

∥y∗j
∥

∥.

Teorema 2.2.2. Todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexivo

Demostración. Consideremos X un espacio de Banach uniformemente convexo. Tome
y∗∗ ∈ SX∗∗ y consideremos Q la aplicación canónica de X en X∗∗ luego del teorema
Goldstine (ver[11], pág 232, teorema 2.6.26) existe una red (yi)i∈I en BX tal que

(Q(yi))i∈I
w∗

−→ y∗∗.

Definimos (i1, j1) ≤ (i2, j2) cuando i1 ≤ i2 y j1 ≤ j2 (i1, i2, j1, j2 ∈ I). Aśı tenemos
(

Q(1
2
(yi + yj))

)

(i,j)∈IxI

una red tal que

(

Q(1
2
(yi + yj))

)

(i,j)∈IxI
w∗

−→ y∗∗.

Por la proposición anterior,

1 = ∥y∗∗∥ ≤ lim inf
(i,j)∈IxI

∥

∥

∥

∥

Q

(

1

2
(yi + yj)

)∥

∥

∥

∥

= lim inf
(i,j)∈IxI

∥

∥

∥

∥

1

2
(yi + yj)

∥

∥

∥

∥

≤ lim sup
(i,j)∈IxI

∥

∥

∥

∥

1

2
(yi + yj)

∥

∥

∥

∥

≤ 1,

donde
∥

∥

∥

∥

1

2
(y1 + yj)

∥

∥

∥

∥

−→ 1,

dado que X es uniformemente convexo, se sigue ∥yi − yj∥ −→ 0 luego (yi)i∈I es una
red de Cauchy. Como X es completo, existe yo ∈ X tal que (yi)i∈I −→ yo. Luego
(Q(yi))i∈I −→ Q(yo), donde y∗∗ = Q(yo). Por lo tanto, X es reflexivo.

Colorario 2.2.1. Todo espacio de Banch que posee una norma uniformemente convexo
equivalente es un espacio de reflexivo.

Observación 2.2.1. Una vez conocido el teorema de Milman-Pettis, observamos por
qué no fue tan fácil construir un ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo y
estrictamente convexo (l1,r). Apesar de ser estrictamente convexo un ejemplo de este
tipo no puede ser uniformemente convexo.
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Cualquier subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de un espacio normado estric-
tamente convexo es un conjunto de Chebyshev.
El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema 2.2.2.

Colorario 2.2.2. Todo subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de un espacio de
Banach uniformemente convexo es un conjunto de chebyshev.

En lo siguiente Demostraremos que los espacios normados uniformemente convexos
poseen una propiedad importante conocido como la propiedad de Radon-Riez.
Primero, veamos la definición de eta propiedad:

Definición 2.2.1. Un espacio normado X tiene la propiedad de Radon-Riez cuando
dada una sucesion (xn) en X y x ∈ X tales que xn

w−→ x y ∥xn∥ −→ ∥x∥ se tiene que
lim
n→∞

xn = x.

Teorema 2.2.3. Cualquier espacio normado uniformemente convexo tiene la propiedad
de Radon-Riez.

Demostración. Sea X un espacio normado uniformemente convexo, (xn) ⊂ X una
sucesión y x ∈ X tales que xn converge débilmente a x y ∥xn∥ −→ ∥x∥ . Demostraremos
que lim

n→∞
xn = x. Podemos suponer que x ̸= 0 De ah́ı, podemos suponer también xn ̸= 0

para todo n. como

xn

∥xn∥
w−→ x

∥x∥
es suficiente demostrar que

xn

∥xn∥ −→
x

∥x∥

Podemos suponer que x y cada xn están en SX . Como 1
2
(xn + x)

w−→ x, tenemos

∥x∥ = 1 ≤ lim inf
∥

∥

1
2
(xn + x)

∥

∥ ≤ lim sup
∥

∥

1
2
(xn + x)

∥

∥ ≤ 1

y asimismo
∥

∥

1
2
(xn + x)

∥

∥ −→ 1.

Por lo tanto

∥xn − x∥ −→ 0

por el criterio secuencial de convexidad uniforme

Uniendo el teorema anterior con el teorema de Clarkson nos da lo siguiente

Colorario 2.2.3. Sea µ una medida positiva sobre una σ− álgebraΣ de subconjuntos
de un conjunto Ω ̸= ∅ y 1 < p < ∞, entonces Lp(Ω,Σ, µ) tiene la propiedad de
Radon-Riesz.

Observación 2.2.2. El corolario anterior fue demostrado por Radon-Riesz 10 años
antes de que Clarkson introdujera el concepto de convexidad uniforme.

Finalizaremos el caṕıtulo, discutiendo la convexidad uniforme de subespacio , de
cocientes y de sumas directas.
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Proposición 2.2.4. Todo subespacio de un espacio normado uniformemente convexo
es uniformemente convexo.

Demostración. consideremos X un espacio normado uniformemente convexo y M ⊂ X
un subespacio. Por la definición de módulo de convexidad de M y de X se sigue
directamente que δM(ϵ) ≥ δX(ϵ) y 0 ≤ ϵ ≤ 2. Luego, como X es uniformemente
convexo, tenemos δX(ϵ) > 0 siempre que 0 < ϵ ≤ 2. De ah́ı, δM(ϵ) > 0 siempre que
0 < ϵ ≤ 2, donde M es uniformemente convexo por definición

Para el resultado correspondiente a los cocientes, necesitaremos la siguiente

Proposición 2.2.5. Sean M un subespacio cerrado de un espacio normado X.

(a) si x ∈ X entonces ∥x∥ ≥ ∥x+M∥;

(b) si x ∈ X y dado ϵ > 0, entonces existe x′ ∈ X tal que x′ + M = x + M y
∥x′∥ < ∥x+M∥+ ϵ.

Demostración. (a) Dado que 0 ∈ M , se tiene que ∥x∥ = ∥x− 0∥ ≥ d(x,M) para cada
x ∈ X.
(b) Fijemos x ∈ X y ϵ > 0. Por la definición de la norma del cociente, existe y ∈ M
tal que ∥x− y∥ < ∥x+M∥+ ϵ. Entonces, Poniendo x′ = x− y, se tiene (b).

Teorema 2.2.4. Sean N un subespacio cerrado de un espacio normado uniformemente
convexo Y , entonces Y/N es uniformemente convexo.

Demostración. Sean (xn +N) y (yn +N) sucesiones en SX/N tales que
∥

∥

1
2
(xn + yn)

∥

∥ −→ 1.

Por el criterio secuencial de convexidad uniforme, basta demostrar que
∥(xn − yn) +N∥ −→ 0 Por la anterior proposición, ∀n existen x′

n y y′n en Y tales que

1 = ∥xn +N∥ = ∥x′
n +N∥ ≤ ∥x′

n∥ < ∥xn +N∥+ 1
n
= 1 + 1

n

y

1 = ∥yn +N∥ = ∥y′n +N∥ ≤ ∥y′n∥ < ∥yn +N∥+ 1
n
= 1 + 1

n

haciendo n −→ ∞ obtenemos ∥x′
n∥ −→ 1 y ∥y′n∥ −→ 1. como

∥

∥

1
2
(xn + yn) +N

∥

∥ =
∥

∥

1
2
(x′

n + y′n) +N
∥

∥ ≤
∥

∥

1
2
(x′

n + y′n)
∥

∥ ≤ 1
2
(∥x′

n∥+ ∥y′n∥),

haciendo n −→ ∞ tenemos que
∥

∥

1
2
(x′

n + y′n)
∥

∥ −→ 1,

donde ∥x′
n − y′n∥ −→ 0 (por el criterio secuencial de convexidad uniforme). Entonces,

∥(xn − yn) +N∥ = ∥(x′
n − y′n) +N∥ ≤ ∥x′

n − y′n∥ −→ 0

cuando n −→ ∞ con lo que se termina la demostración.

Veamos los siguiente resultados correspondientes para sumas directas

Teorema 2.2.5. consideremos Y1, ..., Yn espacios normados. Luego, Y1 ⊕ · · · ⊕ Yn es
uniformemente convexo si y solo si cada Yi es uniformemente convexo.
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Demostración. (⇒) Supongamos Y1 ⊕ · · · ⊕ Yn es uniformemente convexo. Dado que
los Xi es isomorfo e isométrico a un subespacio de Y1 ⊕ · · · ⊕ Yn, se tiene que cada Yi

es uniformemente convexo.
(⇐) Supongamos que cada Yi es uniformemente convexo. Fijamos ϵ > 0 y consideremos
(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ SY1⊕···⊕Yn

tales que ∥(x1, . . . , xn)− (y1, . . . , yn)∥ ≥ ϵ Sea

B =
{

i ∈ {1, ..., n} ; ∥xi − yi∥2 ≥ ϵ2

4
(∥xi∥2 + ∥yi∥2)

}

notemos que B ̸= ∅ pues de los contrario, tendŕıamos ∥xi − yi∥ <
ϵ2

4
(∥xi∥2 + ∥yi∥2),

para todo i ∈ {1, ..., n} sumando en i obtendŕıamos
∑n

i=1 ∥xi − yi∥2 < ϵ2

4

(
∑n

i=1 ∥xi∥2 + ∥yi∥2
)

= ϵ2

4
(1 + 1) = ϵ2

2

luego ∥(x1, . . . , xn)− (y1, . . . , yn)∥ < ϵ√
2
esto seŕıa una contradicción. Observemos tam-

bién que ∥xi − yi∥ ≥ ϵ
2
max {∥xi∥ , ∥yi∥} para cada i ∈ B.

Sea λ(t) = min {δX1
(t), ..., δXn

(t)} (0 < t ≤ 2). Para t = ϵ
2
, consideremos una cons-

tante γ2, ϵ
2
,λ por el lema 2.1.1 se tiene.

∥

∥

∥

∥

1

2
(xi + yi)

∥

∥

∥

∥

2

≤ (1− γ2, ϵ
2
,λ)

(

∥xi∥2 + ∥yi∥2
2

)

siempre que i ∈ B y

∥

∥

∥

∥

1

2
(xi + yi)

∥

∥

∥

∥

2

≤
(

∥xi∥2 + ∥yi∥2
2

)

para cada i ∈ {1...n}. Luego

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
((x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn))

∥

∥

∥

∥

2

= 1−
n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

1

2
(xi + yi)

∥

∥

∥

∥

2

=
n
∑

i=1

∥xi∥2 + ∥yi∥2
2

−
∥

∥

∥

∥

1

2
(xi + yi)

∥

∥

∥

∥

2

≥
∑

i∈B

∥xi∥2 + ∥yi∥2
2

−
∥

∥

∥

∥

1

2
(xi + yi)

∥

∥

∥

∥

2

≥ γ2, ϵ
2
,λ

∑

i∈B

∥xi∥2 + ∥yi∥2
2

Además si C = {1, ..., n} \B entonces

∑

i∈B
∥xi − yi∥2 = ∥(x1, . . . , xn)− (y1, . . . , yn)∥2 −

∑

i∈C
∥xi − yi∥2

≥ ϵ2 − ϵ2

4

∑

i∈C
(∥xi∥2 + ∥xi∥2)

≥ ϵ2 − ϵ2

4

n
∑

i=1

(∥xi∥2 + ∥xi∥2) = ϵ2 − ϵ2

2
=

ϵ2

2
.
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Luego,

(

∑

i∈B
∥xi − yi∥2

) 1

2

≥ ϵ√
2
.

De ah́ı,

max







(

∑

i∈B
∥xi∥2

) 1

2

,

(

∑

i∈B
∥xi∥2

) 1

2







≥ ϵ

2
√
2

por lo tanto,

1−
∥

∥

∥

∥

1

2
((x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn))

∥

∥

∥

∥

2

≥ γ2, ϵ
2
,λ

∑

i∈B

∥xi∥2 + ∥yi∥2
2

≥ γ2, ϵ
2
,λ
ϵ2

16

aśı mismo se tiene

∥

∥

∥

∥

1

2
((x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn))

∥

∥

∥

∥

≤
(

1− γ2, ϵ
2
,λ
ϵ2

16

)
1

2

< 1.

Esto demuestra que Y1 ⊕ · · · ⊕ Yn es uniformemente convexo.

Observación 2.2.3. El ejemplo 2.1.2 nos muestra que el resultado anterior puede ser
falso si consideramos sumas directas infinitas.

43



Caṕıtulo 3

Teorema de Enflo

3.1. Arboles en espacio de Banach

Definición 3.1.1. Consideremos X un espacio de Banach. Dado un real ϵ > 0 y un
entero n ≥ 1, un (n, ϵ)-árbol en X es un conjunto de la forma

Tn = {xo} ∪ {xϵ1,...,ϵk ; 1 ≤ k ≤ n, ϵi = ±1}

tal que:

(1) xo =
x−1 + x+1

2
y xϵ1,...,ϵ2 =

xϵ1,...,ϵk,−1 + xϵ1,...,ϵk,+1

2
, para 1 ≤ k ≤ n− 1;

(2) ∥x−1 − x+1∥ ≥ ϵ y ∥xϵ1,...,ϵk,−1 − xϵ1,...,ϵk,+1∥ ≥ ϵ para 1 ≤ k ≤ n− 1.

Un (∞, ϵ)-árbol e X es un conjunto de la forma

T∞ = {xo} ∪ {xϵ1,...,ϵ2 ; k ≥ 1, ϵi = ±1}

Tal que las condiciones anteriores (1) y (2) se verifican para todo k ≥ 1.
Podemos observar tales arboles de la siguiente manera:
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El punto xo se dice que es la ráız del árbol y cada vértice a sale de exactamente dos
ramas que conducen a dos vértices b y c:

La condición (1) nos dice que a es el punto medio del segmento de recta que conecta
b con c, la condición (2) nos dice que el segmento de recta tiene una longitud mayor
o igual a ϵ. diremos que (xo) es un 0-parte del árbol, (x−1, x+1) es un 1-parte del árbol,
(x−1,−1, x−1,+1, x+1,−1, x+1,+1) es un 2-parte del árbol y aśı sucesivamente.En general,
para k ≥ 1, un k-parte del árbol es una secuencia de 2k elementos obtenidos ordenándo-
se los 2k elementos del conjunto {xϵ1,..., xϵk ; ϵi = ±1} en el orden lexicográfico de sus
ı́ndices. En situaciones en la que estamos especialmente interesados en una determina-
da k− parte de un árbol es común usar una indexación lineal, denotando un k− parte
del árbol por

(a1, a2, ..., a2k),

por ejemplo. Con esta notación, de la propiedad (1) se tiene que

(

a1 + a2
2

, . . . ,
a2k−1 + a2k

2

)

es exactamente un (k − 1)- parte del árbol.

Ejemplo 3.1.1. El espacio ln∞, y el conjunto

Tn = {(0, 0, . . . , 0)} ∪ {(ϵ1, . . . , ϵk, 0, 0, . . . , 0); 1 ≤ k ≤ n , ϵi = ±1}

es un (n, 2)-árbol, que está contenida en la bola Bln
∞
. Ya en el espacio l∞ el conjunto

T∞ = {(0, 0, . . . )} ∪ {(ϵ1, . . . , ϵk, 0, 0, . . . ); k ≥ 1 , ϵi = ±1}

es una (∞, 2)-árbol contenida en la bola Bl∞.

Definición 3.1.2. Diremos que un espacio de Banach X posee la propiedad del

Árbol Finito (P.A.F) si, para algún 0 < ϵ ≤ 2, existe un (n, ϵ)-árbol Tn incluido en
BX , ∀n ≥ 1

Definición 3.1.3. Diremos que un espacio de Banach X posee la propiedad del

Árbol Infinito (P.A.I) si, para algún 0 < ϵ ≤ 2, existe un (∞, ϵ)-árbol T∞ incluido
en BX .

Por lo que se vio en el ejemplo 3.1.1, l∞ es un ejemplo de un espacio de Banach
que tiene la P.A.I. Veremos en adelante que ningún espacio de Banach reflexivo tiene
la P.A.I. Sin embargo, es posible que un espacio de Banach tenga la P.A.F, como se
muestra en lo siguiente

Ejemplo 3.1.2. Sea el espacio de Banach

45



X =

(

∑

n

ln∞

)

2

.

Dado que cada ln∞ es reflexivo, se sigue del lema 1.2.2 que X es reflexivo. Como
X contiene una copia isométrica de cada ln∞ y dado que Bln

∞
contiene un (n, 2)-árbol

(Ejemplo 3.1.1), tenemos que BX contiene un (n, 2)-árbol, para cada n ≥ 1 .Luego, X
tiene la P.A.F.
Veamos ahora la siguiente proposición.

Proposición 3.1.1. Las propiedades de árbol son invariante mediante isomorfismo
(no necesariamente isométricos).

Demostración. Sea X e Y espacios de Banach e isomorfos v́ıa la función g : X −→ Y .
Luego existen r > 0 y R > 0 tales que

r ∥x∥ ≤ ∥g(x)∥ ≤ R ∥x∥ para todo x ∈ X

Aśı, observamos que g trasforma un (n, ϵ)-árbol en BX en un (n, rϵ)-árbol en RBY ;
multiplicando este último árbol por R−1, se convierte en un

(

n, rϵ
R

)

-árbol en BY . Análo-
gamente, g−1 trasforma un (n, ϵ)-árbol en BY en un

(

n, ϵ
R

)

-árbol en r−1BX ; multipli-
cando este último árbol por r, se trasforma en un

(

n, rϵ
R

)

-árbol en BX lo mismo ocurre
con (∞, ϵ)-arboles. esto demuestra la proposición.

Con el finalidad de demostrar que ningún espacio de Banach reflexivo tiene la
P.A.I., enunciaremos una proposición y un lema siguiente.

Proposición 3.1.2. Consideremos K̂ un subconjunto convexo y compacto de un es-
pacio localmente convexo X y Û un subconjunto compacto de K̂. los siguientes son
equivalentes:

(a) K̂ = co(Û);

(b) E(K̂) ⊂ Û .

Demostración. (a) ⇒ (b): El teorema de Milman (ver [12], pág 76, Teorema 3.25) nos
garantiza que si F es un conjunto compacto en un espacio localmente convexo X y
co(F ) también es compacto, entonces todo punto extremo de co(F ) está en F , es decir,
E(co(F )) ⊂ F . Luego poniendo F = Û , se tiene de (a) que E(K̂) ⊂ Û .
(b) ⇒ (a) Por el teorema de Krein-Milman (ver [12], pág 75,Teorema 3.23) y por (b),
K = co(E(K)) ⊂ co(U) ⊂ K donde K = co(U)

El siguiente lema es debido a Asplund y Namioka.

Lema 3.1.1. consideremos K̂ un subconjunto convexo, separable y w-compacto (débil-
mente - compacto) en un espacio de Banach X. dado ϵ > 0, existe un subconjun-
to convexo y cerrado Ĉ de K̂ diferente de K̂ tal que diam(K̂ \ Ĉ) < ϵ, es decir,
sup

x,y∈K̂\Ĉ
∥x− y∥ < ϵ.

46



Demostración. Hagamos D = E(K̂)
w

. Dado que D ⊂ K̂ y K̂ es w-compacto, se tiene
que D también es w-compacto, en la cual es un espacio de Baire en la topoloǵıa débil.
fijemos ϵ > 0. Como K̂ es separable, K̂ puede ser cubierto por una familia numerable

de bolas cerradas (Bn) de radio
ϵ

3
. Observemos que cada (Bn) también es w-cerrado.

Como D =
∞
⋃

n=1

(Bn∩D) y Bn∩D es w-cerrado para cada n ≥ 1. El teorema de Baire nos

garantiza que existe no ≥ 1 tal que (Bno
∩D) tiene interior no vaćıo relativo aD provisto

de la topoloǵıa débil. Luego, existe un conjunto w-abierto O tal que ∅ ̸= O ∩ D ⊂
Bno

∩D. Pongamos Û = D\O, que es un conjunto w−compacto. Haciendo K̂1 = co(Û),

obtenemos que K̂1 ̸= D. de hecho, si tuviéramos co(Û) = D = E(K̂)
w

, entonces la

proposición anterior garantizaŕıa que E(K̂) = E(E(K̂)) ⊂ E(E(K̂)
w

) ⊂ Û , lo que no

puede ser posible ya que O es w- abierto y O ∩ E(K̂)
w

̸= ∅ (donde O ∩ E(K̂) ̸= ∅)
además, observemos que E(K̂) ⊈ K̂1 pues de lo contrario, tendŕıamos por el teorema

de Krein-Milman que K̂ = co(E(K̂)) ⊂ co(K̂1) = K̂1 lo que seria una contradicción.
fijamos entonces un xo ∈ E(K̂) − K̂1. Notemos que no podemos tomar K̂1 como
siendo Ĉ la conclusión de lema pues nos garantiza de que el diámetro de K̂ \ K̂1 sea
pequeño. Hagamos ahora K̂2 = co(O ∩D) Afirmamos que K̂ = co(K̂1 ∪ K̂2). De hecho
como K̂ es convexo y contiene a K̂1 ∪ K̂2, tenemos que co(K̂1 ∪ K̂2) ⊂ K̂. Por otro
lado, como K̂1 y K̂2 son convexos y compactos, se sigue que co(K̂1 ∪ K̂2) es compacto
(ver [12], pag 72, teorema 3.20 (a)). Luego como E(K̂) ⊂ D ⊂ K̂1 ∪ K̂2 tenemos
K̂ = co(E(K̂)) ⊂ co(K̂1 ∪ K̂2). Esto demuestra la afirmación. Como consecuencia,
todo punto k ∈ K̂ tiene una descomposición.

(1) k = λk1 + (1− λ)k2; 0 ≤ λ ≤ 1, k1 ∈ K̂1, k2 ∈ K̂2.

Definamos Ar, el conjunto de puntos de K̂ que admiten una descomposición de la forma
(1) para algún λ ≥ r (0 < r ≤ 1). demostraremos que si r es muy pequeño entonces se
puede escoger Ĉ = Ar requerido. Aśı:

(a) Ar es cerrado: sea kn una sucesión de puntos en Ar que converge en un elemento
k ∈ K̂. Para cada n ∈ N, sea kn = λnk1,n + (1 − λn)k2,n una descomposición

(1) de kn. Como K̂1 y K̂2 son w-compactos, existe una sucesión estrictamente
creciente (nj)j∈N de números naturales para cual existen k1 ∈ K̂1 y k2 ∈ K̂2

y λ ∈ [0, 1] tales que k1,nj
−→ k1, k2,nj

−→ k2 y λn −→ λ. Luego, haciendo
j −→ ∞, tenemos que k = λk1 + (1− λ)k2 con λ ≥ r, donde k ∈ Ar.

(b) Ar es convexo: si k, k
′ ∈ Ar, entonces k = λk1+(1−λ)k2 y k′ = λ′k′

1+(1−λ′)k′
2

con λ, λ′ > r , k1, k
′
1 ∈ K̂1 y k2, k

′
2 ∈ K̂2. Luego,

k + k′

2
=

(

λ+ λ′

2

)

λk1 + λ′k′
1

λ+ λ′ +

(

1− λ+ λ′

2

)

(1− λ)k2 + (1− λ′)k′
2

(1− λ) + (1− λ′)
∈ Ar

dado que

(

λ+ λ′

2

)

≥ r,
λk1 + λ′k′

1

λ+ λ′ ∈ K̂1 y
(1− λ)k2 + (1− λ′)k′

2

(1− λ) + (1− λ′)
∈ K̂2. Como Ar es

cerrado, esto demuestra que Ar es convexo.
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(c) Ar no es todo K̂: dado que xo ∈ E(K̂) ⊂ K̂1 ∪ K̂2 y xo /∈ K̂1, tenemos que
xo ∈ K̂2. como xo ∈ E(K̂) y K̂1 ∪ K̂2 ⊂ K̂, la única descomposición para xo en
la forma (1) es xo = 0.k1 + 1.xo (k1 ∈ K̂1 cualquiera). Luego xo /∈ Ar para todo
0 < r ≤ 1.

(d) SiM = sup
{

∥x∥ ; x ∈ K̂
}

, entonces el diam(K̂\Ar) < ϵ y 0 < r ≤ ϵ

9M
: Primero

observemos que como K̂2 = co(O ∩ D), se tiene que K̂2 ⊂ Bno
(pues O ∩ D ⊂

Bno
∩D ⊂ Bno

). luego, diam(K̂2) ≤
2ϵ

3
. Ahora sean k, k′ ∈ K̂ \Ar y consideremos

sus respectivas descomposiciones k = λk1 + (1 − λ)k2 y k′ = λ′k′
1 + (1 − λ′)k′

2,
con λ < r y λ′ < r, k1, k

′
1 ∈ K̂1 y k2, k

′
2 ∈ K̂2. Por lo tanto,

∥k − k′∥ = ∥λk1 + (1− λ)k2 − λ′k′
1 − (1− λ′)k′

2∥
= ∥λk1 − λ′k′

1 + (1− λ)(k2 − k′
2) + (λ′ − λ)k′

2∥
≤ λ ∥k1∥+ λ′ ∥k′

1∥+ (1− λ) ∥k2 − k′
2∥+ |λ′ − λ| ∥k′

2∥

≤ 3rM +
2ϵ

3
≤ ϵ.

Con esto se termina la demostración del lema.
Ahora podemos demostrar lo siguiente

Teorema 3.1.1. consideremos X un espacio de Banach reflexivo entonces X no tiene
la P.A.I.

Demostración. Por contradicción, Supongamos que X posee la P.A.I, es decir, que
existe un (∞, ϵo)-árbol T incluido en BX . Sea K̂ = co(T ). notemos que K̂ es separable,
dado que T es enumerable, de modo que las combinaciones convexas de elementos de T
con coeficientes teniendo partes reales e imaginarias racionales, forman un subconjunto
enumerable y denso en K̂. Como X es reflexivo, BX es w-compacta, por lo tanto,

K̂ satisface la hipótesis del lema anterior. Sea ϵ =
ϵo
3

y sea Ĉ un conjunto convexo

cerrado dado por el lema anterior. El conjunto K̂ \ Ĉ debe contener algún punto del
árbol de los contrario, todo el árbol estaŕıa incluido en Ĉ, donde K̂ = Ĉ lo cual no
es posible pues el lema garantiza que Ĉ ̸= K̂. consideremos entonces xϵ1,...,ϵn un punto

del árbol que pertenece a K̂ \ Ĉ. Luego, como xϵ1,...,ϵn =
xϵ1,...,ϵn,−1 + xϵ1,...,ϵn,+1

2
con

∥xϵ1,...,ϵn − xϵ1,...,ϵn−1∥ ≥ ϵo
2

, ∥xϵ1,...,ϵn − xϵ1,...,ϵn+1∥ ≥ ϵo
2

y diam(K̂ \ Ĉ) < ϵ, se tiene

xϵ1,...,ϵn,−1 y xϵ1,...,ϵn,+1 no pueden esta en K̂ \ Ĉ. Luego ambos están en Ĉ. Como Ĉ

es convexo, su punto medio xϵ1,...,ϵn también esta en Ĉ, lo que no es posible. Esta
contradicción termina la demostración del teorema.

Ahora veremos que ningún espacio uniformemente convexo tiene la P.A.F

Teorema 3.1.2. Sea X de Banach uniformemente convexo, entonces X no tiene la
P.A.F

Demostración. supongamos que X tiene la P.A.F, es decir, para un cierto 0 < ϵ ≤ 2
existe un (n,∞)-árbol incluido en BX para cada n ≥ 1. Dado que X es uniformemente
convexo, ∃ δ > 0 de modo que
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(1) x, y ∈ BX y ∥x− y∥ ≥ ϵ ⇒
∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1− δ

afirmamos que

(2) x, y ∈ BX y ∥x− y∥ ≥ ϵ ⇒ ∥x∥ ≥ 1

1− δ

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

o ∥y∥ ≥ 1

1− δ

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

En efecto, Fijamos x, y como en (2) es evidente que podemos suponer que
1

1− δ

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

>

0. supongamos por el absurdo, que

∥x∥ <
1

1− δ

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

y ∥y∥ <
1

1− δ

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

pongamos c = max {∥x∥ , ∥y∥} ∈ (0, 1]. Entonces
x

c
,
y

c
∈ BX y

∥

∥

∥

x

c
− y

c

∥

∥

∥
≥ ϵ

c
≥ ϵ. Por

(1),

∥

∥

∥

∥

x
c
+ y

c

2

∥

∥

∥

∥

≤ 1− δ donde

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

≤ (1− δ)c < (1− δ)
1

(1− δ)

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

x+ y

2

∥

∥

∥

∥

una contradicción. esto demuestra (2). Consideremos n ≥ 1 un entero tal que

(

1

1− δ

)n−1

ϵ > 2

y consideremos un (n, ϵ)-árbol Tn incluido en BX . por lo menos uno de los vectores

en 1-parte de Tn tiene norma ≥ ϵ

2
, ya que la distancia entre ellos es ≥ ϵ; sea x1 tal

vector. En 2-parte de Tn existen dos vectores que distan del uno al otro por lo menos
ϵ y cuyo punto medio es x1. Por (2), por lo menos un de esos vectores tiene norma

≥ 1

1− δ

ϵ

2
; sea x2 tal vector. De la misma manera, el 3-parte de Tn contiene un vector

x3 con norma ≥
(

1

1− δ

)2
ϵ

2
. Continuando este proceso, obtenemos un vector xn en

n-parte de Tn con norma ≥
(

1

1− δ

)n−1
ϵ

2
> 1, que es una contradicción.

3.2. El Teorema de Enflo

Enseguida presentaremos el resultado central de este trabajo

Teorema 3.2.1. Un espacio de banach X admite una norma uniformemente convexa
equivalente si y solamente si X no tiene la Propiedad del Árbol Finito (P.A.F)

La condición necesaria se obtiene de la proposición 3.1.1 y del teorema 3.1.2. La
demostración de la condición suficiente se basa en 5 lemas, que presentaremos a conti-
nuación . Antes veamos la siguiente definición

Definición 3.2.1. Consideremos X un espacio de Banach, z ∈ X y ϵ > 0 El par orde-

nando (z1, z2) es un (1, ϵ)-partición de z si z = z1+z2, ∥z1∥ = ∥z2∥ y

∥

∥

∥

∥

z1
∥z1∥

− z2
∥z2∥

∥

∥

∥

∥

≥
ϵ. Al tener definido un (n, ϵ)-partición de z, diremos que 2n+1− coordenada (z1, z2, ..., z2n+1)
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es un (n + 1, ϵ)-partición de z si ∥z2j−1∥ = ∥z2j∥ ,
∥

∥

∥

∥

z2j−1

∥z2j−1∥
− z2j

∥z2j∥

∥

∥

∥

∥

≥ ϵ, para cada

1 ≤ j ≤ 2n, y un 2n-coordenada (z1+z2, z3+z4, ..., z2n+1−1+z2n+1) es un (n, ϵ)-partición
de z. Si (z1, z2, ..., z2n) es un (n, ϵ)-partición de z, entonces para todo 1 ≤ k ≤ n, se
tiene un (k, ϵ)-partición de z dada por (z1 + z2 + ... + z2n−k , z2n−k+1 + z2n−k+2 + ... +
z2n−k+1 , ..., z2n−2n−k+1+1+ ...+z2n−2n−k , z2n−2n−k+1+ ...z2n) es dicho un k−coordenada de
(n, ϵ)-partición (z1, z2, ..., z2n). Por comodidad, diremos que (z) es un (0, ϵ)-partición
de z

Se puede observar un (n, ϵ)-partición de z juntamente con sus k−coordenada atravez
de una estructura de árbol, Por ejemplo, a continuación mostramos un (3, ϵ)-partición
(z1, ..., z8) de z junto con su 2-coordenada (y1, ..., y4) y a su 1-coordenada (x1, x2) y a
su 0-coordenada (z)

Para cada pieza de este árbol de forma

se tiene que a = b+ c, ∥b∥ = ∥c∥ y

∥

∥

∥

∥

b

∥b∥ − c

∥c∥

∥

∥

∥

∥

≥ ϵ. En particular

z = x1 + x2

= (y1 + y2) + (y3 + y4)

= ((z1 + z2) + (z3 + z4)) + ((z5 + z6) + (z7 + z8)).

Observación 3.2.1. Si ∥z∥ = 1. Un resultado valioso que utilizaremos en el primer
lema es como un (n, ϵ)-partición (z1, z2, ...+ z2n) de z produce un (n, ϵ)-árbol. Para eso
es suficiente multiplicar cada k-coordenada de la (n, ϵ)-partición (z1, z2, ... + z2n) por
2k , (0 ≤ k ≤ n). En la visualización de las particiones dada anteriormente, podemos
obtener una (3, ϵ)-árbol de la siguiente forma
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Para demostrar que dicho procedimiento verdaderamente produce un (n, ϵ)-árbol, con-
sideremos un pedazo de ese árbol de la forma

Como a = b + c observamos que 2ka es el punto medio de la recta que une 2k+1b con
2k+1c que establece la condición (1) de (n, ϵ)-árbol (Definición 3.1.1). Verifiquemos la

condición (2) de (n, ϵ)-arbol. Asumamos, por inducción, que ∥a∥ ≥ 1

2k
(observemos

que esto es verdadero si k = 0 pues a = z y ∥z∥ = 1). Luego,

1

2k
≤ ∥a∥ = ∥b+ c∥ ≤ ∥b∥+ ∥c∥ = 2 ∥b∥ = 2 ∥c∥ ,

donde

∥b∥ = ∥c∥ ≥ 1

2k+1
.

De ah́ı

ϵ ≤
∥

∥

∥

∥

b

∥b∥ − c

∥c∥

∥

∥

∥

∥

=
1

∥b∥ ∥b− c∥ ≤ 2k+1 ∥b− c∥ =
∥

∥2k+1b− 2k+1c
∥

∥,

demostrando que el segmento de recta que une 2k+1b a 2k+1c tiene una longitud mayor
o igual a ϵ.
El primer nos afirma que si X es un espacio de Banach que no tiene P.A.F., entonces
su norma original satisface la desigualdad triangular üniformemente más fuerte”, que es
válido para vectores que forman particiones. Lo que se requiere es relacionar particio-
nes y partes de árboles. Este es el inicio de la construcción de la norma uniformemente
convexa equivalente buscada y, observemos que es un inicio ”coherente” dado que la
principal caracteŕıstica de dicha norma es también una desigualdad triangular Ünifor-
memente más fuerte ”, el cual es válido para vectores de la esfera unitaria. Veamos el
dignificado más preciso de estos hechos.
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Lema 3.2.1. Consideremos un espacio de Banach X que no tiene la P.A.F, Luego,
para cada ϵ > 0 existen n ∈ N y δ > 0 tales que si z ∈ X y (x1, x2, ..., x2n) es una
(n, ϵ)-partición de z, entonces

2n
∑

i=1

∥xi∥ ≥ (1 + δ) ∥z∥ .

Demostración. Supongamos que el resultado es verdadero ∀ z ∈ SX , Sea (y1, ..., y2n)

una (n, ϵ)-partición de y ∈ X \{0}. Entonces
(

y1
∥y∥ , ...,

y2n

∥y∥

)

es una (n, ϵ)-partición de

z =
y

∥y∥ ∈ SX . Por hipótesis,

2n
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

yi
∥y∥

∥

∥

∥

∥

≥ (1 + δ), es decir,
2n
∑

i=1

∥yi∥ ≥ (1 + δ) ∥y∥

Luego, podemos Asumir ∥z∥ = 1.
Afirmación existen n ∈ N y δ > 0 tales que todo (n, ϵ)-árbol en X tiene un vector
de norma ≥ 1 + 2nδ. En efecto supongamos que esto es falso. Fijamos 0 < ϵ′ < ϵ.
Dado que X no tiene la P.A.F, existen n ∈ N para el cual no existe una (n, ϵ′)-árbol

incluido en BX . Sea δ =
ϵ− ϵ′

2nϵ′
> 0. Como estamos negando la afirmación, para dicho

n y δ, existe una (n, ϵ)-árbol T incluido en (1+2nδ)BX . multiplicando este árbol T por
t = 1

1+2nδ
= ϵ′

ϵ
> 0, obtenemos una (n, ϵ′)-árbol T ′ incluido en BX lo que contradice la

elección de n.
Sean, ahora n y δ como en la afirmación anterior. Consideremos (x1, ..., x2n) una (n, ϵ)-
partición de z. Sea T un (n, ϵ)-árbol producida por esta partición como en la observación
3.2.1. A través de nuestra afirmación algún vector de T tiene norma ≥ 1+2nδ. Luego lo
mismo es verdadero para algún vector de n-parte de T , donde existe io ∈ {1, ..., 2n} tal
que ∥2nxio∥ ≥ 1 + 2nδ. Dado que ∥xi∥ ≥ 1

2n
para todo i ∈ {1, ..., 2n} (ver observación

3.2.1.), concluimos que

2n
∑

i=1

∥xi∥ = ∥x1∥+ · · ·+ ∥xio∥+ ∥x2n∥ ≥ 1

2n
+ · · ·+

(

1

2n
+ δ

)

+ · · ·+ 1

2n
= (1 + δ) ∥z∥

lo que demuestra el primer lema.

Para el siguiente lema veamos la siguiente definición

Definición 3.2.2. Una función real x ∈ X 7−→ |x| ∈ R es llamado función longitud
en X si verifica lo siguiente:

(a) ∀ z ∈ X, |z| ≥ 0 y |z| = 0 ⇔ z = 0

(b) |αz| = |α| |z|, ∀ z ∈ X y α ∈ R

Lema 3.2.2. consideremos X un espacio de Banach que no tiene la P.A.F. Sea ϵ > 0
y tomemos un n ∈ N y δ > 0 como la conclusión del lema anterior. Supongamos que
0 < δ < ϵ < 1

8
. Entonces existe una función longitud en X y un δ1 > 0 tal que

(a) (1− δ) ∥x∥ ≤ |x| ≤
(

1− δ
3

)

∥x∥.
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(b) ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ ϵ entonces |x+ y| < |x|+ |y| − δ1.

Demostración. ∀ z ∈ X y ∀ 0 ≤ k ≤ n, Sea Qk(z) el conjunto de todas las (m, ϵ)-
particiones de z con 0 ≤ m ≤ k. Para cada P = (u1, . . . , u2m) ∈ Qn(z), se define

N(P ) =

2m
∑

i=1

∥ui∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4m

)

además de eso definimos

|z| = inf
P∈Qn(z)

N(P )

Dado que ∥z∥ ≤
(

1 + 2
3
δ
)

N(P ) para todo P ∈ Qn(z), se tiene que

|z| ≥
(

1 +
2

3
δ

)−1

∥z∥ ≥ (1− δ) ∥z∥

Teniendo en cuenta un (0, ϵ)-partición (z) de z, tenemos que

|z| ≤ N((z)) =
∥z∥
1 + δ

2

≤
(

1− δ

3

)

∥z∥

Luego, la condición (a) del lema se verifica. Aśı es obvio que la función z −→ |z| cumple
la primera condición de la función longitud. Demostraremos la segunda condición

|αz| = inf
P∈Qn(αz)

N(P ) = inf
Q∈Qn(z)

N(αQ) = |α| inf
Q∈Qn(z)

N(Q) = |α| |z|

siempre que z ∈ X , α ∈ R y α ̸= 0, Luego resta probar la condición (b) del lema. Para
ello precisaremos el siguiente hecho de que

|z| = inf
P∈Qn−1(z)

N(P ). (∗)

De hecho, si Q es una (n, ϵ)-partición de z entonces el lema 3.2.1 implica que

N(Q) ≥ 1 + δ ∥z∥
1 + δ

2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4m

) ≥ (1 + δ) ∥z∥
1 + 2

3
δ

≥ ∥z∥
1 + δ

2

= N((z))

Fijemos x, y ∈ X tales que ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ ϵ. Entonces (x, y) es un (1, ϵ)-
partición de x+y. Elijamos γ tal que 0 < γ < δ

2·4n+2 . Por (∗), existen una (k, ϵ)-partición
(u1, ..., u2k) de x y una (l, ϵ)-partición (wl,1, ..., wl,2l) de y con k, l ∈ {0, ..., n− 1} tales
que

|x| >

2k
∑

i=1

∥ui∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k

) − γ y |y| >

2l
∑

i=1

∥wl,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4l

) − γ
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Sin perdida de generalidad, podemos asumir que k ≤ l. Denotemos por (wk,1, ..., wk,2k)
una k-parte de la (l, ϵ)-partición de y, Luego

|y| >

2l
∑

i=1

∥wl,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4l

) − γ ≥

2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4l

) − γ

≥

2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1 +
1

3·4k+1

) − γ

Sea un (k + 1, ϵ)-partición (u1, ..., u2k , wk,1, ..., wk,2k) de x+ y asociada a (u1, ..., u2k) y
(wk,1, ..., wk,2k). dado que k + 1 ≤ n se tiene que

|x+ y| ≤

2k
∑

i=1

∥ui∥+
2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1

) .

Resumiendo tenemos :

❼ |x| >

2k
∑

i=1

∥ui∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k

) − γ

❼ |y| >

2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

3·4k+1

) − γ.

❼ − |x− y| ≥
−

2k
∑

i=1

∥ui∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1

) +

−
2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1

) .

Luego,

|x|+ |y| − |x+ y| >

2k
∑

i=1

∥ui∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k

) +

2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1 +
1

3·4k+1

)

+

−
2k
∑

i=1

∥ui∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1

) +

−
2k
∑

i=1

∥wk,i∥

1 + δ
2

(

1 + 1
4
+ ...+ 1

4k+1

) − 2γ

=
2k
∑

i=1

∥ui∥
(

1

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k
)
− 1

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 )

)

−
2k
∑

i=1

∥wk,i∥
(

1

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 )
− 1

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 +
1

3·4k+1 )

)

− 2γ.

Afirmamos que
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1 ≤
2k
∑

i=1

∥ui∥ ≤ 1 + δ y 1 ≤
2k
∑

i=1

∥wk,i∥ ≤ 1 + δ.

De hecho, demostraremos solo el primer caso, el segundo es análogo. Como |x| ≤
(

1− δ
3

)

∥x∥ = 1− δ
3
, se obtiene |x|+ γ < 1, donde

1 = ∥x∥ ≤
2k
∑

i=1

∥ui∥ <

(

1 +
δ

2

(

1 +
1

4
+ ...+

1

4k

))

(|x|+ γ) < 1 + δ

Luego

|x|+ |y| − |x+ y| > 1

1 + δ
2

(

1 + ...+ 1
4k

) − 1

1 + δ
2

(

1 + ...+ 1
4k+1

)

− (1 + δ)

(

1

1 + δ
2

(

1 + ...+ 1
4k+1

) − 1

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 +
1

3·4k+1 )

)

− 2γ =
δ
2
. 1
4k+1

(

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k
)
)

.
(

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 )
)

− (1 + δ)





δ
2
. 1
3·4k+1

(

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 )
)

.
(

1 + δ
2
(1 + ...+ 1

4k+1 +
1

3·4k+1 )
)





− 2γ.

Cada parte del denominador de la primera fracción después de esta última igualdad
es ≤ 1 + 2

3
δ ≤ 4

3
(pues δ < 1

8
) en cuanto a cada parte del denominador de la segunda

fracción es ≥ 1. Además, 1 + δ < 9
8
y γ ≤ δ

2
. 1
4k+3 . Con todo esto tenemos lo siguiente

|x|+ |y| − |x− y| > 9

16
.
δ

2
.

1

4k+1
− 9

8
.
δ

2
.

1

3·4k+1
− 2.

δ

2
.

1

4k+3

=
δ

2
.

1

4k+3
≥ δ

2
.

1

4n+2
.

Luego, δ1 =
δ

2·4n+2 > 0 se resuelve

Lema 3.2.3. Consideremos un espacio de banach X con norma ∥.∥ que no tiene la
P.A.F. sea ϵ > 0 y tomemos un n y δ como en la conclusión del primer lema. supon-
gamos que 0 < δ < ϵ < 1

8
. Luego es posible introducir una norma ∥.∥5ϵ en X tal que

verifique lo siguiente :

(a) (1− δ) ∥x∥ ≤ ∥x∥5ϵ ≤
(

1− δ

3

)

∥x∥

(b) ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ 5ϵ ⇒ ∥x+ y∥5ϵ ≤ ∥x∥5ϵ + ∥y∥5ϵ − ϵδ1 donde δ1 es el
mismo de la conclusión del segundo lema.

Demostración. Por el lema 2, existe una función longitud |.| que satisface lo siguiente

(a) (1− δ) ∥x∥ ≤ |x| ≤
(

1− δ

3

)

∥x∥.
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(b) ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ ϵ entonces |x+ y| < |x|+ |y| − δ1.

Sea x ∈ X arbitrario. Dado ĝx : 0 = x1, x2, ..., xl = x un poĺıgono que conecta 0
con x, Pongamos |ĝx| como la longitud de ĝx medido por la función de longitud; más
precisamente:

|ĝx| =
l
∑

i=1

|xi − xi−1|.

de la misma manera, pongamos ∥ĝx∥ como la longitud del poĺıgono ĝx medido por la

norma de X, es decir, ∥ĝx∥ =
l
∑

i=1

∥xi − xi−1∥.

definimos

∥x∥5ϵ = inf
ĝx∈Px

|ĝx|

donde Px es el conjunto de todos los poĺıgonos que conecta 0 con x.
Consideremos el camino poligonal trivial ĝx : 0 = xo, x1 = x, observamos que

∥x∥5ϵ ≤ |x− 0| = |x| ≤
(

1− δ

3

)

∥x∥

Además si ĝx : 0 = xo, ..., xl = x es cualquier poĺıgono que conecta 0 a x, se tiene

(1− δ) ∥x∥ = (1− δ)

∥

∥

∥

∥

∥

l
∑

i=1

(xi − xi−1)

∥

∥

∥

∥

∥

≤ (1− δ)
l
∑

i=1

∥xi − xi−1∥ ≤
l
∑

i=1

|xi − xi−1| = |gx|

Entonces, se verifica

(1− δ) ∥x∥ ≤ ∥x∥5ϵ
También la propiedad (a) se verifica. Aśı, se cumple que ∥x∥5ϵ = 0 si y solo si x = 0.
si x ∈ X y α ̸= 0 entonces

∥αx∥5ϵ = inf
ĝαx∈Pαx

|ĝαx| = inf
fx∈Px

|αfx| = |α| inf
fx∈Px

|fx| = |α| ∥x∥5ε

Si x, y ∈ X, ĝx : 0 = xo, ..., xl = x y ĝy : 0 = yo, ..., ym = y son caminos poligonales que
conectan 0 a x y 0 a y, entonces ĝx+y : 0 = xo, ..., xl+yo = x, xl+y1, ..., xl+ym = x+y
es un camino poligonal que conecta 0 con x+ y, donde

∥x+ y∥5ϵ ≤ |ĝx+y| = |ĝx|+ |ĝy|.
tomamos el ı́nfimo en ĝx ∈ Px y después en ĝy ∈ Py tenemos

∥x+ y∥5ϵ ≤ ∥x∥5ϵ + ∥y∥5ϵ.
Por lo tanto ∥.∥5ϵ es una norma y solo falta demostrar que se verifica la propiedad (b).
Asumamos ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ 5ϵ. Fijamos γ > 0 tal que δ+ γ < ϵ. considere-
mos ĝx : 0 = xo, ..., xl = x en Px y ĝy : 0 = yo, ..., ym = y en Py tales que

(1) |ĝx| ≤ ∥x∥5ϵ + γ y |ĝy| ≤ ∥y∥5ϵ + γ

Afirmamos que

(2) 1 ≤ ∥ĝx∥ < 1 + ϵ y 1 ≤ ∥ĝy∥ < 1 + ϵ,
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De hecho, dado que ∥x∥ = ∥y∥ = 1, se tiene 1 ≤ ∥ĝx∥ y 1 ≤ ∥ĝy∥ además,

(1− δ) ∥ĝx∥ ≤ |ĝx| ≤ ∥x∥5ϵ + γ ≤
(

1− δ

3

)

+ γ

donde

1 ≤ ∥ĝx∥ ≤ 1− δ
3
+ γ

1− δ
≤ 1 + δ + γ < 1 + ϵ

Asimismo 1 ≤ ∥ĝy∥ < 1 + ϵ.
Podemos asumir sin perdida de generalidad que ∥ĝx∥ ≤ ∥ĝy∥.
Introduciendo como máximo m puntos en la trayectoria poligonal ĝx que subdividen
sus segmentos y como máximo l puntos en la trayectoria poligonal ĝy también subdi-
vidiendo sus segmentos es posible obtener trayectorias ĝ′x : 0 = x′

o, ..., x
′
s = x en Px y

ĝ′y : 0 = y′o, ..., y
′
r = y en Py de modo que

(3) ∥x′
1∥ = ∥y′1∥ y

∥

∥x′
j − x′

j−1

∥

∥ =
∥

∥y′j − y′j−1

∥

∥ (1 ≤ j ≤ min {s, r}).

En efecto, si ∥x1∥ ≤ ∥y1∥, pongamos x′
1 = x1 y escojamos y′1 ∈ [0, y1] tal que ∥y′1∥ =

∥x1∥ = ∥x′
1∥. Si ∥x1∥ > ∥y1∥, pongamos y′1 = y1 y escojamos x′

1 ∈ [0, x1] tal que
∥x′

1∥ = ∥y1∥ = ∥y′1∥.aśı tenemos x′
1 y y′1.

suponiendo ya construidos x′
j y y′j, construiremos x′

j+1 y y′j+1. Sea i el menor indice tal

que xi /∈
{

x′
1, ..., x

′
j

}

y k el menor indice tal que yk /∈
{

y′1, ..., y
′
j

}

. entonces tenemos 3
posibilidades :

(a)
∥

∥x′
i − x′

j

∥

∥ =
∥

∥yk − y′j
∥

∥ : en este caso pongamos x′
j+1 = xi y y′j+1 = yk.

(b)
∥

∥xi − x′
j

∥

∥ <
∥

∥yk − y′j
∥

∥: sean y′j+1 el único vector en el segmento
[

y′j, yk
]

tal que
∥

∥y′j+1 − yk
∥

∥ =
∥

∥xi − x′
j

∥

∥ y pongamos x′
j+1 = xj.

(c) Es similar a (b)

finalmente, después de agotarse los x′ y los y′ (lo que sucede primero, completamos la
construcción con los puntos restantes.

Sabemos que si dividimos el segmento
[

â, b̂
]

en dos segmentos [â, ĉ] y
[

ĉ, b̂
]

, entonces

la longitud de
[

â, b̂
]

es igual a la suma de longitudes de [â, ĉ] y
[

ĉ, b̂
]

en relación a la
norma:

∥

∥

∥
b̂− â

∥

∥

∥
=
∥

∥

∥b̂− ĉ
∥

∥

∥
+ ∥ĉ− â∥.

ello implique que

(4) ∥ĝ′x∥ = ∥ĝx∥ y
∥

∥ĝ′y
∥

∥ = ∥ĝy∥.

Apesar de que la función longitud |.| no es una norma , se cumple lo mismo
∣

∣

∣
b̂− â

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣
b̂− ĉ

∣

∣

∣
+ |ĉ− â|

y como consecuencia

(5) |ĝ′x| = |ĝx| y
∣

∣ĝ′y
∣

∣ = |ĝy|
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Ahora, podemos escribir b̂ como b̂ = â+ t(ĉ− â) para algún k ≥ 1. Luego,
∣

∣

∣
b̂− â

∣

∣

∣
= k |ĉ− â| y

∣

∣

∣
b̂− ĉ

∣

∣

∣
= (k − 1) |ĉ− â|,

donde
∣

∣

∣
b̂− ĉ

∣

∣

∣
+ |ĉ− â| = (k − 1) |ĉ− â|+ |ĉ− â| = k |ĉ− â| =

∣

∣

∣b̂− â
∣

∣

∣.

Luego, dado que asumimos ∥ĝx∥ ≤ ∥ĝy∥, se sigue de (3) y (4) que s ≤ r, de manera
que mim {s, r} = s. Dado que 1 ≤ ∥ĝ′x∥ ≤

∥

∥ĝ′y
∥

∥ < 1 + ϵ (por (2)), se sigue de (3) que
la suma de las longitudes de los segmentos de ĝ′y que conecta y′s a y′r tiene un tamaño
menor que ϵ en la norma. Ello nos da

(6) ∥x− y′s∥ ≥ ∥x− y∥ − ∥y − y′s∥ ≥ 4ϵ.

Sean

J =
{

1 ≤ i ≤ s ;
∥

∥(x′
i − x′

i−1)− (y′i − y′i−1)
∥

∥ ≥ ϵ
∥

∥(x′
i − x′

i−1)
∥

∥

}

y

I = {1, ..., s} \ J .
Usando (2),(3),(4) y (5) tenemos que

4ϵ ≤ ∥x− y′s∥ =

∥

∥

∥

∥

∥

s
∑

i=1

(x′
i − x′

i−1)−
s
∑

i=1

(y′i − y′i−1)

∥

∥

∥

∥

∥

≤
∑

i∈I

∥

∥(x′
i − x′

i−1)− (y′i − y′i−1)
∥

∥+
∑

i∈J

∥

∥(x′
i − x′

i−1)− (y′i − y′i−1)
∥

∥

≤ ϵ
∑

i∈I

∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥+
∑

i∈J
(
∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥+
∥

∥y′i − y′i−1

∥

∥)

≤ ϵ ∥g′x∥+ 2
∑

i∈j

∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥ ≤ 2ϵ+ 2
∑

i∈J

∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥

donde

(7)
∑

i∈j

∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥ ≥ ϵ

También se tiene ∀i ∈ J , se tiene del segundo lema
∣

∣

∣

∣

∣

(x′
i − x′

i−1)
∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥

+
(y′i − y′i−1)
∥

∥y′i − y′i−1

∥

∥

∣

∣

∣

∣

∣

<

∣

∣(x′
i − x′

i−1

∣

∣

∥

∥(x′
i − x′

i−1

∥

∥

+

∣

∣(y′i − y′i−1

∣

∣

∥

∥(y′i − y′i−1

∥

∥

− δ1,

donde
∣

∣(x′
i − x′

i−1) + (y′i − y′i−1)
∣

∣ <
∣

∣x′
i − x′

i−1

∣

∣+
∣

∣y′i − y′i−1

∣

∣−
∥

∥x′
i − x′

i−1

∥

∥ δ1

Luego, por (7)

(8)
∑

i∈J
∣

∣(x′
i − x′

i−1) + (y′i − y′i−1)
∣

∣ <
∑

i∈J
∣

∣x′
i − x′

i−1

∣

∣+
∑

i∈J
∣

∣y′i − y′i−1

∣

∣− ϵδ1

Escribimos J = {k1, ..., kl} con k1 < ... < kl. Construiremos un ca,mimo poligonal hx+y

que conecta 0 a x+ y del siguiente modo
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(•) Vayamos de 0 a x′
k1−1 + y′k1−1 caminando primero con los x′ y luego con los y′, y

luego vamos directamente a x′
k1
+ y′k1 :

0, x′
1, ..., x

′
k1−1, x

′
k1−1 + y′1, ..., x

′
k1−1 + y′k1−1, x

′
k1
+ y′k1 .

(• •) En general, vayamos de x′
ki
+ y′ki a x′

ki+1−1 + y′ki+1−1 caminando primero con los
x′ y luego con los y′ , después nos vamos directamente a x′

ki+1
+ y′ki+1

:

x′
ki
+ y′ki , x

′
ki+1 + y′ki , ..., x

′
ki+1−1 + y′ki , x

′
ki+1−1 + y′ki+1, ..., x

′
ki+1−1 + y′ki+1−1, x

′
ki+1

+ y′ki+1

(• • •) finalmente, vayamos de x′
kl
+ y′kl a x + y caminando primero con los x′ y luego

con los y′:

x′
kl
+ y′kl , x

′
kl+1 + y′kl , ..., x

′
s + y′kl , x

′
s + y′kl+1, ..., x

′
s + y′r = x+ y.

De esta manera, usando (1),(5) y (8), tenemos que

∥x+ y∥5ϵ ≤ |hx+y| =
∑

i∈J

∣

∣(x′
i − x′

i−1) + (y′i − y′i−1)
∣

∣

+
∑

i∈{1,...,s}\J

∣

∣x′
i − x′

i−1

∣

∣+
∑

i∈{1,...,r}\J

∣

∣y′i − y′i−1

∣

∣

≤
s
∑

i=1

∣

∣x′
i − x′

i−1

∣

∣+
r
∑

i=1

∣

∣y′i − y′i−1

∣

∣− ϵδ1 = |ĝ′x|+
∣

∣ĝ′y
∣

∣− ϵδ1

= |ĝx|+ |ĝy| − ϵδ1 ≤ ∥x∥5ϵ + ∥y∥5ϵ − ϵδ1 + 2γ.

Dado que γ > 0 y arbitrario, queda demostrado el lema.

Lema 3.2.4. Consideremos X un espacio vectorial provisto de normas ∥.∥ y ∥.∥u.
Supongamos que ∀y ∈ X se tiene que ∥y∥u ≤ ∥y∥ ≤ 2 ∥y∥u. Supongamos también
que existe una función real δ(ϵ), con δ(ϵ) > 0 si ϵ > 0, tal que si ∥y∥ = ∥z∥ = 1 y
∥y − z∥ ≥ ϵ entonces ∥y + z∥u ≤ ∥y∥u + ∥z∥u − δ(ϵ). entonces, ∥.∥u es una morma
uniformemente convexa.

Demostración. Vemos que para cualquier norma ∥.∥1 en un espacio normado se tiene

que ∥y∥1 = ∥z∥1 = 1 y 1 ≥ ∥y − z∥1 ≥ ϵ > 0 implica que inf
α∈R

∥αy − z∥1 ≥
ϵ

2
: de hecho,

pongamos h(m) = ∥my − z∥1 (m ∈ R).
Afirmación, h es una función convexa de m:
Es suficiente demostrar h(km+ (1− k)n) ≤ kh(m) + (1− k)h(n); incluso, observemos
que

h(km+ (1− k)n) = ∥(km+ (1− k)n)y − z∥1
= ∥kmy − z + (1− k)ny∥1
= ∥kmy − z + (1− k)ny + kz − kz∥1
≤ ∥kmy − kz∥1 + ∥(1− k)ny + kz − z∥1
= k ∥my − kz∥1 + (1− k) ∥ny − z∥1
= kh(m) + (1− k)h(n).

Observemos que h(0) = 1 ≥ ∥y − z∥1 = h(1) ≥ ϵ > 0. Por lo tanto, como h es convexo,

no existe m ≤ 0/ h(m) <
ϵ

2
, de hecho, por la convexidad de h obtenemos:
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h(0)− h(m)

0−m
≤ h(1)− h(m)

1−m
≤ h(1)− h(0)

1− 0

Luego, si existiera un m ≤ 0 tal que g(m) <
ϵ

2
, tendŕıamos

0 <
ϵ
2

−m
≤ 1− ϵ

2

−m

<
1− h(m)

−m
≤ ∥y − z∥1 − h(m)

1−m

≤ ∥y − z∥1 − 1 ≤ 0,

lo que es un absurdo. Luego h(m) ≥ ϵ

2
, ∀m ≤ 0. Por otro lado si |m− 1| ≤ ϵ

2
, tenemos

h(m) = ∥my − z∥1 = ∥y − z +my − z∥1 = ∥y − z + y(m− 1)∥1
≥ ∥y − z∥1 − |m− 1| ∥y∥1 ≥ ϵ− ϵ

2
=

ϵ

2

Si m > 1 +
ϵ

2
o 0 < m < 1− ϵ

2
tenemos

h(m) = ∥my − z∥1 ≥ |∥my∥1 − ∥z∥1| = |m− 1| > ϵ

2
.

Asimismo, se tiene que h(m) ≥ ϵ

2
, ∀m ∈ R, donde inf

m∈R
∥my − z∥1 ≥

ϵ

2
.

Ahora, supongamos que ∥y∥u = ∥z∥u = 1 y ∥y − z∥u ≥ ϵ. Dado que ∥w∥u ≤ ∥w∥ ≤
2 ∥w∥u para todo w ∈ X, existen

1

2
≤ m, n ≤ 1 tales que ∥my∥ = ∥nz∥ = 1. Luego,

por la observación inicial

∥my − nz∥ ≥ ∥my − nz∥u =
∥

∥

∥

m

n
y − z

∥

∥

∥
n ≥ 1

2

∥

∥

∥

m

n
y − z

∥

∥

∥

u
≥ ϵ

4
.

Luego, ∥my∥ = ∥nz∥ = 1 y ∥my − nz∥ ≥ ϵ

4
nos da, por hipótesis,

∥my + nz∥u ≤ ∥my∥u + ∥nz∥u − δ
( ϵ

4

)

= |m|+ |n| − δ
( ϵ

4

)

.

de ah́ı se obtiene,

∥y + z∥u = ∥my + nz + (1−m)y + (1− n)z∥u
≤ ∥my + nz∥u + ∥(1−m)y + (1− n)z∥u
≤ |m|+ |n| − δ

( ϵ

4

)

+ |1−m|+ |1− n|

= m+ n− δ
( ϵ

4

)

+ 1−m+ 1− n = 2− δ
( ϵ

4

)

donde
∥

∥

∥

∥

1

2
(y + z)

∥

∥

∥

∥

u

≤ 1− 1

2
δ
( ϵ

4

)

aśı se concluye que ∥.∥u es uniformemente convexo.
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Lema 3.2.5. Si en un espacio de Banach X en la cual es posible introducir, para cada
ϵ > 0, una norma que satisface las condiciones (a) y (b) del tercer lema, entonces X
admite una norma equivalente uniformemente convexa.

Demostración. Fijamos un ϵ > 0 y, con las notaciones del tercer lema, definimos

∥x∥u =
1

2
∥x∥ϵ +

1

4
∥x∥ ϵ

2

+
1

8
∥x∥ ϵ

4

+ · · · =
∞
∑

n=1

1

2n
∥x∥ ϵ

2n−1

Por el tercer lema,obtenemos

(1− δ) ∥x∥ ≤ ∥x∥ ϵ

2n−1
≤
(

1− δ

3

)

∥x∥

∀n ≥ 1. Luego la serie que define ∥.∥u converge. Además, se verifica que ∥.∥u es una
norma sobre X. Demostraremos que ∥.∥u es equivalente a la original:
observemos que

∞
∑

n=1

1

2n
(1− δ) ∥x∥ ≤

∞
∑

n=1

1

2n
∥x∥ ϵ

2n−1
≤

∞
∑

n=1

1

2n

(

1− δ

3

)

∥x∥ ⇔

(1− δ) ∥x∥ ≤ ∥x∥u ≤
(

1− δ

3

)

∥x∥.

Dado que 0 < δ < ϵ <
1

8
, se tiene

7

8
∥x∥ ≤ (1− ϵ) ∥x∥ ≤ (1− δ) ∥x∥ ≤ ∥x∥u ≤

(

1− δ

3

)

∥x∥ ≤ ∥x∥,

donde
7

8
∥x∥ ≤ ∥x∥u ≤ ∥x∥

∀ x ∈ X. Luego, ∥.∥u es equivalente a la norma original de X por último demostraremos
que ∥.∥u es uniformemente convexa

2 ∥x∥u =
∞
∑

n=1

1

2n−1
∥x∥ ϵ

2n−1
≥

∞
∑

n=1

1

2n−1
((1− δ) ∥x∥)

= (1− δ) ∥x∥
∞
∑

n=1

1

2n−1
= 2(1− δ) ∥x∥ ≥ ∥x∥ .

como ya tenemos que ∥x∥ ≥ ∥x∥u, se sigue que

∥x∥u ≤ ∥x∥ ≤ 2 ∥x∥u
Ahora asumamos que ∥x∥ = ∥y∥ = 1 y ∥x− y∥ ≥ ϵ1. Fijemos k > 1 tal que ϵ1 >

ϵ

2k
Luego del tercer lema se tiene que

∥x+ y∥ ϵ

2k
≤ ∥x∥ ϵ

2k
+ ∥y∥ ϵ

2k
− ϵ

5·2k
δ1

(

ϵ

5·2k

)
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donde δ1

(

ϵ

5·2k

)

es el δ1 del tercer lema correspondiente a
ϵ

2k
ahora, notemos que

∥x+ y∥u =
1

2
∥x+ y∥ϵ +

1

4
∥x+ y∥ ϵ

2

+ · · ·+ 1

2k+1
∥x+ y∥ ϵ

2k

+
1

2k+2
∥x+ y∥ ϵ

2k+1

+ · · · ≤ 1

2
(∥x∥ϵ + ∥y∥ϵ) +

1

4
(∥x∥ ϵ

2

+ ∥y∥ ϵ
2

)

+ · · ·+ 1

2k+1

(

∥x∥ ϵ

2k
+ ∥y∥ ϵ

2k
− ϵ

5·2k
δ1

(

ϵ

5·2k

))

+
1

2k+2

(

∥x∥ ϵ

2k+1

+ ∥y∥ ϵ

2k+1

)

+ · · · ≤ ∥x∥u + ∥y∥u −
ϵ

5·2k
δ1

(

ϵ

5·2k

)

≤ ∥x∥u + ∥y∥u −
1

2k+1

ϵ

2k
δ1

(

ϵ

5·2k

)

,

donde la última desigualdad es válida dado que k > 1. Se tiene entonces del cuarto
lema que ∥.∥u es uniformemente convexa.

Esto termina la demostración del teorema de Enflo.
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3.3. Conclusiones

Finalizamos este trabajo con algunas conclusiones:

• Dado un espacio de Banach sin la propiedad de ser uniformemente convexa, es
posible bajo ciertas condiciones encontrar una norma equivalente, aśı el el espacio
de Banach con la nueva norma es uniformemente convexa.

• El espacio de Hilbert no tiene la P.A.F

• El espacio ln∞ no admite una norma uniforme convexa equivalente.

• La bola cerrada y acotada en un espacio de Banach que no tiene la P.A.F es
compacta en la topoloǵıa débil.
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