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Resumen

El objetivo de esta tesis es investigar las propiedades de los conjuntos convexos
en los espacios de Banach. Concretamente buscamos entender la respuesta de Enflo
a la siguiente interrogante: ;bajo qué condiciones un espacio de Banach admite una
norma uniformemente convexa equivalente?. Empezamos este manuscrito estudiando
los espacios normados estrictamente convexo y damos ejemplos variados. Se introduce
el concepto de convexidad estricta y damos una aplicacion al estudio de la existencia
y unicidad de la mejor aproximacién en espacios normados. Luego, investigamos los
espacios normados uniformemente convexos definido por Clarkson en 1936. Se demues-
tra el teorema de Milman-Pettis, que conecta la convexidad de un espacio de banach
(propiedad métrica) con la reflexividad (propiedad topoldgica). Ademds introducimos
es concepto de arboles en espacio de Banach, definido por R.C.James, y estudiamos las
propiedades del arbol finito y del arbol infinito.

Finalmente, detallamos la demostracién de Enflo al teorema que caracteriza la existen-
cia de una norma uniformemente convexa con la propiedad del arbol finito.

Palabras-clave: conjunto convexo, espacio reflexivo, norma uniformemente convexa,
propiedad del arbol finito.
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Abstract

The objective of this thesis is to investigate the properties of convexor sets in Banach
spaces. Specifically, we seek to understand Enflo’s answer to the following question: un-
der what conditions does a Banach space admit an equivalent uniformly convex norm?
We begin this manuscript by studying strictly convex normed spaces and give various
examples. The concept of strict convexity is introduced and we give an application to
the study of the existence and uniqueness of the best approximation in normed spa-
ces. Then, we investigate the uniformly convex normed spaces, defined by Clarkson in
1936. The Milman-Pettis theorem is proved, which connects the uniform convexity of a
Banach space ( metric property ) with reflexivity ( topological property ). In addition,
we introduce the concept of trees in Banach spaces, defined by R.C. James, and we
study the properties of the finite tree and the infinite tree.

Finally, we detail Enflo’s proof of the theorem that characterizes the existence of a
uniformly convex norm with the finite tree property.

Keywords : convex set, reflexive space, uniformly convex norm, property of the fi-
nite tree.

II1



Indice general

1. Espacios Estrictamente Convexos
1.1. Definiciones y ejemplos . . . . . . . ..o
1.2. Propiedades . . . . . . . . . . ...
1.3. Aplicacién al problema de la mejor aproximacién . . . . . . . .. ...

2. Espacios Uniformente Convexos

2.1. Definiciones y ejemplos . . . . . . . ...

2.2. Propiedades . . . . . ...
3. Teorema de Enflo

3.1. Arboles en espacio de Banach . . . . . . ... ... ... ...

3.2. El Teoremade Enflo . .. ... .. ... ... ... ... .......

3.3. Conclusiones . . . . . . . . . ..



Introduccion

En Analisis Funcional es muy comun, después de estudiar extensivamente una pro-
piedad dada una propiedad métrica de una clase de espacios de Banach, indagar que
condiciones garantizan la existencia de una norma equivalente al original con esta pro-
piedad. Esto es particularmente interesante cuando, dado un espacio de Banach sin
la propiedad métrica deseada, se puede realizar un intercambio de normas”, a fin del
espacios en mension, dotado de la nueva norma, posea tal propiedad. Por supuesto, rea-
lizar este “intercambio” es encontrar un isomorfismo del espacio dotado con su norma
original sobre el mismo espacio provisto de una nueva norma, que cuente con la propie-
dad deseada. Por supuesto, realizar este “intercambio” es encontrar un isomorfismo del
espacio equipado con su norma original sobre el mismo espacio equipado de una nueva
norma, que posea la propiedad deseada. Lo que haremos aqui es un exposicién sobre
esto.En nuestro caso, la propiedad deseada es la convexidad uniforme de la norma, un
concepto introducido por Clarkson en 1936. Exponemos aqui la respuesta obtenida por
Enflo a la siguiente pregunta: ;Cuales son las condiciones para que dado un espacio
de Banach admita una norma uniformemente convexa equivalente?. Es bastante cierto
que una condicién necesaria fue encontrada po R.C.James. Sin embargo, una de las
preguntas mas desafiantes de la llamada Geometria de los Espacios de Banach era en-
contrar una condicién suficiente. Lo que mostré Enflo en 1972, de manera totalmente
constructiva y sin utilizar ningtiin resultado especifico de la teoria, fue que la condicién
necesaria de James era también suficiente. Precisamente, Enflo demostré el siguiente
resultado: Sin un espacio de Banach no posee la propiedad del Arbol finito, entonces
admite una norma uniformemente convexa equivalente.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. En el primer capitulo, hacemos una expo-
sicion de los espacios normados estrictamente convexo y se discute varios ejemplos. En
la ultima seccion de este capitulo, presentamos una aplicacién del concepto de convexi-
dad estricta al problema de existencia de la mejor aproximacién en espacios normados
y también bajo qué condiciones tenemos la unicidad. En el segundo capitulo entran en
escena los espacios normados uniformemente convexo. Tal vez el resultado mas notable
de este capitulo sea el Teorema de Milman-Pettis, que relaciona la convexidad uniforme
de un espacio de Banach (una propiedad métrica)con reflexividad (una propiedad to-
poldgica). Este resultado garantiza que todo espacio de Banach uniformemente convexo
es reflexivo. En el capitulo final introduciremos el concepto del Arboles en espacio de
Banach, el cual fue creado por R.C.James al estudiar espacios super-reflexivos (tam-
bién creacién suya). Luego seguidamente definiremos la Propiedad del Arbol Finto y
del Arbol Infinito y demostraremos algunos resultado interesante involucrando tales
propiedades con reflexividades, y con convexidad uniforme. En la segunda seccién de
este capitulo presentaremos la demostracion del Teorema de Enflo, el cual relaciona los
arboles de James con el concepto de particiéon de un elemento de un espacio de Banach.



Finalizamos esta tesis adicionando algunas conclusiones.



Capitulo 1

Espacios Estrictamente Convexos

Al pensar en una bola unitaria cerrada de un espacio normado, nuestra intuicion
euclidiana nos lleva a pensar en un objeto redondo “suave”, de modo que no existen
“picos”. Sin embargo, este no es el caso en general. Véase, por ejemplo, como son los
bolas unitarias cerradas de espacios normados reales [? y [2 y observemos cémo sus
formas contrastan fuertemente con lo que entendemos por “bola”:

&
1 Tl

Figural.l: 53 Figural.2: §;

En estos dos casos observamos que cada una de las bolas unitarias cerradas tiene
forma de un cuadrado, de modo que sus respectivas esferas unitarias se componen de
cuatro segmentos rectos. Por tanto, ambas bolas no son “redondas” como podriamos
imaginar.

En este primer capitulo estudiaremos espacios normados cuya bola unitaria cerrada
es “redonda”, de manera que su esfera de radio 1 no contiene ningtin segmento de recta
no trivial.



1.1. Definiciones y ejemplos

En el presente trabajo K denotara el campo R de numeros reales o el campo C
de nimeros complejos. La norma de un espacio normado X sobre K estara represen-
tada por ||.||. Los hechos bésicos y ejemplos de Anélisis Funcional, que supondremos
conocidos, pueden ser encontrados en el libro [11]. Ademds, también adoptaremos la
terminologia y las notaciones de este libro.

En lo que sigue, By indicara la bola unitaria cerrada del espacio normado X, es decir
Bx = {x € X;||z|| < 1} mientras Sx indicara la esfera unitaria Sx = {z € X ||z| = 1}.
o

En esta tesis, el interior de un conjunto C' se representa por C'.

Definicién 1.1.1. Un espacio normado X es estrictamente convexo si
Az + (1 = Nz < 1

siempre que x1 Yy To son puntos distintos en Sx y 0 < A < 1.

Geométricamente, la definicién nos dice que un espacio normado es estrictamente
convexo cuando su esfera unitaria no contiene ningtin segmento de recta no trivial. En
realidad, Sea X un espacio normado y sea (r1,z>) un segmento de recta abierto

{Ar1+ (1 =Nz 0 < A< 1} (29,20 € X).

Si X es estrictamente convexo y w1,x5 son puntos distintos de Sy, entonces por la
definicién de convexidad estricta, se tiene (xq,z5) C BO x- Supongamos reciprocamen-
te, que ningin segmento de recta no trivial estd contenida en Sy. Tomamos z; y
xo € Sx distintos. De ahi, por hipétesis, algin punto de (x1xs) € BOX. Como By es
convexa, todos los puntos de (x1xs) estdn en Bo ¥ (la convexidad de By asegura que

ABx + (1 — )\)BOX C BOX V0 < A<1),donde X es estrictamente convexo.

El concepto de convexidad estricta fue introducido por Clarkson en 1936 (ver [6])
y por Akhiezer y Kerin en 1938 (ver [1]).

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1.1. El campo K de escalares, visto como un espacio dotado con una norma
sobre K, es estrictamente convexo, trivialmente. Mas generalmente, todo espacio dotado
con una norma cuya dimension es 0 o 1 es estrictamente convezo.

Ejemplo 1.1.2. Sea p una medida positiva sobre un o -dlgebra ¥ de subconjuntos de
un conjunto 2. Supongamos que existe dos conjuntos medibles disjuntos By y Bs tal que
0<pu(By) <ooy0<p(By) < oo. Sean ahora Ip, y Ip, las funciones caracteristicas
de estos conjuntos y pongamos hy = (Bl)_1 Ig,, hs = (Bg)_1 Ig,, pr=1Ip, +1Ip, y
py = Ip, — Ip,. tenemos que

hi + ho
2

=1

all, = lihall, = \




[p1 + P2l
Il =l = | 225220 =1

y esto demuestra que los espacios Lj (2,2, 1) v Lo (£2,%, 1) no son estrictamente
convexos. En particular, los espacios l; y [, no son estrictamente convexos.

Ademas, los espacios I} ( K" provisto de la norma suma) y (% ( K" provisto de la
norma maximo) no son estrictamente convexo cuando n > 1. Si 1 < p < oo, tenemos
que L, (2, %, 1) es estrictamente convexo. Para probar este hecho, necesitaremos una
caracterizacion del concepto de convexidad estricta que veremos en la siguiente seccién.

Por ahora, continuaremos con mas ejemplos:

Ejemplo 1.1.3. Sean y; = (1,1,0,0,...) y yo = (1,—1,0,0,...) tales que y1,ys € C,.
Dado que

Y1+ Y2

Mﬂm:mmqu———

5 =1, se concluye que c, no es estrictamente convexo.

[e.o]

Ejemplo 1.1.4. Sea K un espacio de Hausdorff compacto que tiene al menos dos
elementos. Considere ki y ko dos puntos distintos en K. Ellema de Urysohn garantiza
la existencia de una funcién continua hy : K — [0,1] tal que hi(ky) = 0 y hy(ky) = 1
consideremos ahora hy una funcidn de manera que he(z) = 1Vz € K. Como

=1,

o0

1
Il = Vel = | 500 + 1)

observamos que el espacio C'(K) no es estrictamente convezo.

Con los primeros ejemplos dados, se podria decir que cualquier espacio de Banach
estrictamente convexo es reflexivo. El siguiente ejemplo demuestra que esto no es cierto
en general. La construccion de tal ejemplo es un poco técnica pero también servira para
nuestros propositos mas adelante. Veamos esto:

Ejemplo 1.1.5. El objetivo aqui es encontrar una norma estrictamente convexra equi-
valente a la morma origina de ly. Asi, con esta nueva norma, l; serd un espacio de
Banach no reflexivo y estrictamente convexo. Comenzamos definiendo, para cada en-
tero m positivo, la funcion

e (Y )}

Entonces las funciones f,, satisfacen las siguientes propiedades:
(1) fm :1]0,1] — [0,1] es continua y suryectiva, f,,(0) =0y f(1) = 1;

(2) La primera y la segunda derivada de f,, son positivas en (0, 00), asi f,, es estric-
tamente creciente en [0, 00);

(3)

n 1t < fm(t) <t siempre que t € [0, 1], y con desigualdad estricta si t € (0,1);
m



(4) fo (st1+ (1 = 8)ta) < sfm (t1) + (1 — 5) fin(t2) siempre que t; y to son puntos
distintos de [0,00) y 0 < s < 1;

3
(B) | fm(t1) = fn(t2)| < max{f (t); 0 <t <1} |ty — o] < 2 |ty — to| siempre que t;
y to € [0, 1]

Sea {A,,; m € N} la coleccién numerable de subconjuntos infinitos de N de modo
que A; # A, si i # j y cuya unién es N y, dado n n € N, sea m(n) el indice m del
conjunto A, que contiene n. Sea

C:{an ell,men (lan]) <1}

Afirmamos que si (o) € C entonces |a,| < 1 para cada n. De hecho, si hubiera n, € N
tal que |ay,,| > 1, tendriamos

men ‘Oén’ > fm(no (‘Oén’) > fm (no) ( ) = 17

lo que contradice al hecho de que («,) € C. Veamos ahora que C es un conjunto
cerrado. En efecto, sea ((¢y,j));cy una sucesion en C' convergente a algiin elemento
(cn) € ;. Para cada j, tenemos que

me () ([an]) = me(n)(|an|) < Z |fm(n)(|an,j|) - fm(n)(|an|)|
3 3
< QZ [lenj |=lenl < 52 |enj = Cal

3
< 5 llens) = ()l -

Por lo tanto, como ((¢y,;)),cy converge a ¢, € Iy, se tiene que

men |Cn| —hmz.fm(n |an>_ )

donde (¢,) € C. Esto prueba que C'es cerrado en /5. El conjunto C' también es convexo,
pues si (8,), (1) € C'y 0 < s < 1 entonces

> (580 + (1= 8)ml) men 518l + (1= 8) |yl)

asi s(Bn) + (1 — s)(7n) € C. Ademds, de la definicién, C' es un conjunto equilibrado.
Ahora notemos que B;, C C ya que dado (a,,) € By, se tiene que

on Sy (Jom]) <2, o] < 1.

10



Como By, C C, tenemos que C' es un conjunto absorvente. Por lo tanto, como C' es
un conjunto convexo, equilibrado y absorbente su peo funcional de Minkowski es una
semi-norma en [;. Afirmacién pc es una norma en ;. En efecto, fijamos z = (x,,) € [
tal que pc(x) = 0 probaremos que x = 0. Dado € > 0, tenemos que = € C, es decir,

— € C. Asimismo,
€

2a| _ Jlasll,

2 '

1> me(n) (

T
€

)ox!

€

es decir,
[znll, < 2e.

Como € > 0 es cualquiera, debemos tener que x = 0, lo que prueba que pc es una
norma sobre ;. Pongamos ||z||, = pc(x) para cada = € [; y, cuando esté equipado
con esta nueva norma, denotaremos [y por [y ,. Mostraremos que esta nueva norma es
equivalente a la norma original de [;. Mas precisamente, mostraremos que

1
5 Izl < llzll, < lll;

para todo x € l;. De hecho, demostramos la desigualdad de la izquierda:fije x = (z,,) €
[1\ {0}. Sea s > 0 tal que x = (z,) € sC, es decir, <ﬁ> € C. Por la definicién de C,

s
Ty 1z, 1 ||z,
1> m(n ( — ) > — == L
- ;f @A\I"e'l) = ; 21 s s 2
osea,
1
Slell <5
) 1
Como esto vale para todo s > 0 tal que x € sC, se sigue que 3 |zl < pe(z) =|z|,.

Ahora veamos la desigualdad de la derecha: tomamos = = (z,,) € {1 \ (0) tal que
|z]|; = 1. Como By, C C, se sigue que ||z|, <1 = ||z||;. Ahora tomando z € [; \ (0)

cualquiera, consideremos y = ﬁ € Sy, luego |yl <1 = |lyl,. lo que nos da
Tl
il =
1l 1,
asi mismo,
[, < [l

Finalmente, verificamos que la nueva norma es estrictamente convexa. Para ello, re-
cuerda que por propiedad de la funcional de Minkowski tenemos

{zels|z, <1} cCc{zel:|, <1},

11



Ademas de eso, como la normas son equivalentes en C' es cerrado en la norma original,
C' también es cerrado en la nueva norma. Por lo tanto C' = By, . Ahora, supongamos

1
que (8,)y (7n) son elementos distintos en Sy, . Consideremos (ji,) = 5 ((Bn) + (7).

Es suficiente encontrar un k € R/ k > 1 de modo que k (u,) € C, esto nos conducira
a que ||k (un)|l, <1 asi tendremos ||(u,)||, < 1. Sea entonces n, € N tal que £, # Vn,
luego tenemos,

1
5 On 49| < 1Bl + 5 il 6 13l # b

En efecto si

(Iﬁnol +5 I%UI)

1
‘5 (ﬁno + /Vno)

entonces

1
‘5(/3710 +ﬁ>/no> = ‘ﬁno‘ = ’7”0’7

lo que es un absurdo pues K es estrictamente convexo. Luego, una de las dos primeras
desigualdades a continuacién es estricto:

5 ot sl me (‘ (B + 1) >§me(n)< Bl + 1 my)

Siendo asimismo, Z Jm@) (Jn|) < 1. De ahi, sup|u,| < 1. En efecto si existe n, € N

tal que |pn,| > 1, entonces tendriamos

me (n) ’/Ln > fm(no) (l:unol) > fm(ng)(l) = 17

que es una contradicciéon. Dado que sup |p,| < 1, 3k > 1 de modo que sup |ku,| < 1.

Ademas de eso,

<

[\CR GV

) ([Epnl) me(n) |fnl) [1ECm) = (i)l Zg(k’—l) 1G5

asi que

( _1 H :un ||1+men |,un

) (Jkpn])| <

Dado que
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Jk /k > 1 tan proximo de 1 que se tiene

lo que nos da k (u,) € C. con eso tenemos que [y, es estrictamente convexo.

<1,

Observacién 1.1.1. Lo anterior nos muestra que si (o) € liy y D, frmm) (Jow]|) <1
entonces ||(aw)|l, < 1. Usaremos este resultado en un ejemplo mds adelante.

1.2. Propiedades

Veamos ahora algunas caracterizaciones de convexidad estricta. El mas trivial es el
siguiente

Proposicion 1.2.1. Todo espacio normado isomorfo e isométrico a un espacio nor-
mado estrictamente convexo es estrictamente convexo.

Demostracion. Se sigue del hecho de que la convexidad estricta es una propiedad métri-
ca. Ahora, algo un poco més interesante: O

Proposicion 1.2.2. sea X un espacio normado. Son equivalentes :
(1) X es estrictamente convezo,

Y1+ Yo
2

@ |

< 1 siempre que ||y1]] = |ly2ll =1 € y1 # yo;

(3) solo ocurre que ||y1 + ol = ||yall + |ly2l| cuando uno de los dos vectores es un
multiplo real no negativo del otro.

Demostracion. (1) = (2): basta tomar t = 3 en la definicién de convexidad estricta.

(2) = (3): supongamos que y1,y2 € X son tales que |ly1 + ya2| = |lv1ll + Hy2||1 Asu-
mamos que los dos son no nulos y que 1 = [jy1]| < [l52]. Pongamos z = [ya] ™" v2.
Entonces,

2> [lys + 2] = |lya + w2l vel| = v+ v2 — v2 + vl v2|

— s + vz — 21 = gl ™)) = llon + well = gl (1= lgall ™)
= [yl + lJwall = [lgall + 1 = 2.

Y1+ =z

Luego, H = 1. Por (2), tenemos que y; = z, donde y1 = ||y2|| " v2

(3) = (1): Sean y; y y2 € Sx. En particular, ninguno de estos dos vectores es multiplo

real no negativo del otro. De ahi ||y; + vo|| < ||v1]|+]|v2]] = 2, 1o que nos da ity

o
1 Entonces vemos que el punto medio del segmento (y1,y2) estd contenido en Bx. Esto
nos dice que X es estrictamente convexo. ]
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Ejemplo 1.2.1. Usando una proposicion anterior podemos demostrar sin dificultades
que st i es una medida positiva en un o—adlgebra I' de subconjuntos de un conjunto
A# @yl <p<oo, entonces L,(A,T', 1) es estrictamente convexo. Dados fi # fo en
SL,(A, tenemos que ninguna de estas dos funciones es un multiplo real no negativo
del otro. Por lo tanto, la desigualdad de Minkowski en este caso es estricta (ver[13],
pag 63, Teorema 3.5):

En particular, son estrictamente convexos los espacios I, y [, conn € Ny 1 < p < oo.

Ji+ fo

LB < N, + 5 A, =

p

Proposicién 1.2.3. Un (X, |.||) es estrictamente convexo si y solamente si si cada
punto de Sx es un punto extremo de Bx.

Demostracion. (<) esto es inmediato por la definicién.
(=) Siy, € Sx no es un punto extremo de By, existe existe una combinacién convexa
no trivial de puntos de Sx que da y,, digamos y, = ry; + (1 — 1)y con y1,y2 € Sx y
0 < r < 1. Por lo tanto, X no es estrictamente convexo.
Para la siguiente caracterizacion, necesitaremos recordar lo siguiente O]

Definicién 1.2.1. Sea A un subconjunto de un espacio normado de X. diremos que
y* € X\ {0} es una funcional soporte de A si existe y, € A tal que Rey*(y,) =
sup{Re y*(y);y € A}. Luego, diremos a x, un punto soporte de A, y que el conjunto

P={y € X; Rey*(y) = Rey*(yo)}

es un soporte hiperplano para A y que el punto y, es un punto soporte de A a través
del hiperplano P.

Lema 1.2.1. Si P es un hiperplano soporte para un subconjunto A de un espacio
normado X, entonces PN A= .

Demostracion. Sean y* € X \ {0} v y, € X tales que
Rey*(y,) = sup {Rey*(y); y € A}

P ={y € X; Rey'(y) = Rey (o)}

Supongamos que exista z € H N A. Entonces Rey*(z) = Rey*(y,). Sean y; € A de
modo que Rey (y1) = 1 (recuerde que todo funcién lineal no nulo es sobreyectiva).

Dado que z € A existe d > 0 tal que z + dy; € A Luego,
Rey*(yo) > Rey™(z + 0y1) = Rey™(yo) + 0Rey™(y1) = Rey*(yo) + 0 > Rey*(yo),

lo que es un absurdo.
O

Teorema 1.2.1. Un (X, ||.||) es estrictamente convexo si y solamente si cada hiper-
plano soporte para Bx es soporte de Bx en un unico punto.
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Demostracion. (=) X es estrictamente convexo. Sea P un hiperplano soporte de By.

Entonces PN Bx C Sx pues PN BOX = @& (por el lema anterior). Luego como Py By
con convexos entonces PN By es convexo. De ahi si, PN By tiene dos puntos distintos,
entonces debe contener todo el segmento que los une, lo cual no es posible ya que ya
que PN Bx C Sx y X es estrictamente convexo. Reciprocamente, Asumamos X no es
estrictamente convexo. Luego existe y; # y» en Sy tales que

{)\yl—l—(l—)\)yg; 0< A< 1}CSX.

Llamemos a este segmento C. De la consecuencia del teorema de Separacién de Hahn-
Banach (ver [12], Teorema 3.4), Existen y* € X*\ {0} y k£ € R tales que Rey*(y,) > k
para y € C'y Rey*(y) < r para y € Bx En particular Rey*(y;) = Rey*(y2) = k.
Luego,

{y € X; Rey*(y) = k}

es un hiperplano que soporta Bx en y; y en ys.
m

Observacion 1.2.1. Se tiene que y* € X* es soporte de Bx en algiun punto de y, € Sx
si y solamente si Re y*(yo) = y*(y,) = 1. en efecto, primero probaremos dos afirmacio-
nes que usaremos:

(1) sup [y*(2)| = sup |Rey*(2)|:

z2€EBx z€Bx

ity

En efecto, si z € By, escribimos y*(z) = |y*(2)| e, para algtin ¢, € R. Ahora,
notemos 0 < |y*(2)| = y*(2)e ™ = y*(e7"2) < Rey*(e ":2). De ahi

sup |y*(2)| < sup Rey*(e :2) < sup |Rey*(z)|,
2EBx z€Bx 2€Bx

y se obtiene

sup [y*(2)| = sup [Rey*(z)].

2€Bx 2€Bx
(2) sup |Rey*(z)| = sup Rey*(2):
2€Bx 2€Bx

como By es simétrico, se tiene que z € Bx si y solamente si —z € Byx. De ahi,
como Rey*(z) > 00 Rey*(—z) > 0 para z € By, se tiene

sup |Rey*(z)| = sup Rey*(2)

z€Bx 2€Bx

Ahora, supongamos que y* € Sx« soporta Bx en y, € Sy Tenemos entonces

Rey*(yo) = sup Rey™(z) = sup [Rey™(2)| = sup |y*(2)| = |ly"[| =1

z€EBx zEBx z€Bx

Como |y*(y,)| < 1 se tiene que y*(y,) = 1 = Rey*(y,)-
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Ahora, supongamos que Re y*(y,) = y*(y,) = 1. entonces se cumple
Rey™(yo) = y"(yo) = 1 = [ly*ll = sup [y"(z)] = sup [Rey(2)| = sup Rey’(2)

z€Bx z€Bx zEDX

Asimismo ,

Rey*(y,) = sup Rey*(z).

z€Bx

del (1.2.1) y la observacién anterior tenemos lo siguiente
Colorario 1.2.1. Sea (X, ||.||) son equivalentes
(a) X es estrictamente convexo
(b) ningin x* € Sx« soporta Bx en mds de un punto;
(¢) Para cada x* € Sx«, existe a lo mds un x € Sx tal que Rex*(x) = 1;
(d) Para cada x* € Sx« existe a lo mds un x € Sx tal que x*(x) = 1.
Ahora, veremos caracterizaciones de convexidad estricta que involucran subespacios:

Proposicion 1.2.4. St un espacio normado es estrictamente convexo entonces ocurre
lo mismo para cada uno de sus subespacios.

Demostracion. Esto es del hecho de que todo subespacio vectorial es convexo y de que
By = Bx NY, para todo subespacio Y C X. O

Proposicién 1.2.5. Un (X, ||.|| Jes estricatamente convexo si y solamente si cada uno
de sus subespacios bidimensionales son estricatamente convexo.

Demostracion. (=) Se sigue de la proposicién anterior.

(=) Asumamos X no es estrictamente convexo. Luego existen x; # 5 en Sx tales
que %(331 + x3) € Sx. Si existiera un escalar « tal que 1 = awxq, entonces 1 y «
serian escalares distintos con valor absoluto 1 lo que contradice el hecho de que K es
estrictamente convexo. luego 7 y z3 son linealmente independientes, donde [x1, x5] es
un subespacio bidimensional de X que no es estrictamente convexo. O

Luego de discutir la convexidad estricta en los subespacios, nos viene a la mente
la siguiente pregunta: jel cociente de un espacio estrictamente convexo es también un
espacio estrictamente convexo?. La respuesta es negativa incluso en espacios de Banach.
El siguiente ejemplo, referente a esta situacién, se debe a Victor Klee.

Ejemplo 1.2.2. Recordemos algunas partes de la construccion del espacio de Banach
estrictamente convezo y no reflexivo ly, dado en el Ejemplo 1.1.5:

mt
m—+1

(i) La propiedad (3) de la funcién f,, :

dades estrictas en (¢, 1);

< fm(t) <t, Vit €|0,1] con desigual-

(ii) La definicién de los A;: Vi € N, A; es un subconjunto infinito de N, tal que
AiNAj =@ cuando i # j y Uy Ai = N;
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(iii) La definicién de : C' = {(an) € ly; me(n)(]anD < 1};

(iv) Sea (a,,) € C entonces |ay,| < 1 para cada n;
<V> C = Bll,r;
(Vi) [[(an)l, <1 siempre que (o) € Ly v 32, fagm (lowm|) <1

Sea ahora Y cualquier espacio de Banach Separable no estrictamente convexo; por

ejemplo, ¢, o ;. Tomemos D un subconjunto contable y denso de By y considere g una
funcién de N sobre D tal que g(A) C %5 By para cada m. Defina T": [, , — Y por la
expresion T'((a,)) = >, ang(n). T estd bien definida pues

2 llemg(m)l = 22, lanl [lg(n) | < 32, len| = [[(an)ll; < oo

Ademés de eso, T es lineal. Mostraremos que 7" lleva U(0, 1) abierta de [, , a una U(0, 1)
abierta en Y. Para esto, probaremos primero T(C') C By. Sea («,) € C. Entonces,

zn:ang(n) ézn]an\llg(n)
<Z(Z | ”|m+1> Z(Z I |an\>

neA neA

= me(n) |an| <1

Asimismo T'(C) C By. Note que esto también muestra que T estd acotado pues
C = By,,. Sean ahora U, . y Uy las bolas unitarias abiertas de [, y Y respecti-
vamente. Mostraremos que Uy C T(U;,,). Fijemos z € U.. Como |[[2z| < 2, las
bolas abiertas de radio 1 con centro en 2y y en el origen se intersectan (en z por
ejemplo), donde existe ky € D/ |22 — k]| < 1 (pues D es denso en U,). como
|4z — 2k || < 2, existe ko € D/ ||[4z — 2ky — ko|| < 1. Como |[|8z — 4ky — 2ks|| < 2,
existe k3 € D/ [|82 — 4k; — 2ky — kq|| < 1. Siguiendo el proceso, obtenemos una suce-
sién (k,,) C D talque ||z — > | 27"k,|| < 2P, paracadap > 1,donde z = > 27 "k,.

para cada n € N existe m(n) € N tal que k,, = g(m(n)). luego,

2= en2 "k =2 en27"g(m(n) = X2 cn mg(n) = T((7n)),

donde
)2 sin =m(n)
™Yo si n# m(n)
Luego tenemos de (i) que me ZQ‘” = 1 donde (v,) € U,,. Con eso,

neN
z=T((vn)) € T(U;,,). Lo que prueba que U C T(Uy,, ). Como T es lineal, tenemos

que U, C T(rU,,,) para todo r > 0, asi T'(l;,) = Y. Por tanto T" es lineal, conti-
nua y sobreyectiva entre los espacios /1, y Y. Asi T' es una aplicaciéon abierta. Como
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U, CT(U,,) C By y T(Up,,) es abierto, se tiene que T(U;,,) = Uy. Por el teorema
de isomorfismos para espacio de banach (ver [11], pag 56, Teorema 1.7.14), existe un
isomorfismo de S de Iy, /KertT en Y y satisface T' = Sor donde 7 es la aplicacién
cociente que va de Iy, sobre l,,/KertT. Sea U, /KertT una bola unitaria abierta
de ly,/KertT. entonces, ©(Uy,,) = Uy, /KertT. Dado que T'(U;,,) = Uy, se tiene
S(Uy,,/kerT) = Uy luego S es un isomorfismo isométrico de [y, /KerT sobre Y. En-
tonces, aunque [y, sea estrictamente convexo, el espacio cociente Iy ,./KerT no lo es.

Apesar de que un espacio cociente de un espacio estrictamente convexo no es nece-
sariamente estrctamente convexo, las sumas directas satisfacen lo esperado. De hecho,
vale lo siguiente

Teorema 1.2.2. Supongamos que Y1, ..., Yy son espacio normados. entonces, Y1®.. DYy
es estrictamente convexo si y solamente si cada Y; es estrictamente convexo.

Demostracion. Podemos asumir que k = 2 pues (Y; @.. ®Y,_1) & X, es isomorfo e
isométrico a Y; @.. ®Y,1(2 < p < n) y usando induccién nos da el caso general.
Usaremos también el hecho de que I3 sobre R es un espacio normado estrictamente
convexo. Supongamos inicialmente Y7 o (Y32) no son estrictamente convexo. Luego co-
mo Y; @ Y, poseen un subespacio isomorfo e isométrico a Y7 (o a Y3), se sigue que
Y1 @ Y5 no es estrictamente convexo. Ahora, supongamos que Y; y Y, son estricta-
mente convexos. Sean (y1,%2) v (21, 22) elemetos distintos de Sy, qy,. Probaremos que
H%(yl + 21,92 + zg)HY1 oy, < 11loque finaliza la demostracién. Primero notemos como

(91792) ) (21, 22) c Syl@yz, se tiene

yallyy > l2lly,), (lzally, > llz2lly,) € Sig-
Por simplicidad, ignoraremos el espacio en la notacion de la norma, es decir,

y, = [zl (1 <0<2)

1
2)2

1
< H§<uy1n + 1zl lyell + l12211)

19illy, = llgill + 1]z

Observamos que si ||y1|| # ||z1]| o |ly2|| # ||22]|, se tiene:

1
5(”91 + 21| 5 lly2 + 22|l

2

5(3/1 + 21)

‘ 1

+ Hl(yg + 29)

1
—(y1 + 21,92 + 22) 5

2

2 2

<1,
2

((%(HylH »y2ll) + (2l s 12201)

pues ([lysll, ly2ll), ([[21]] ; [[22]]) son puntos distintos de Sjz (recordemos que estamos
suponiendo que ||y1|| # [|z1]l o |lv2]| # ||22]]) ¥ 13 sobre R es estrictamente convexo.
Podemos entonces suponer que ||y1]| = ||z1]| v ||y2]| = ||z2||, También podemos suponer

1 1
sin perdida de generalidad que y; # z1. Entonces, 5(3/1 + 21)|| < 5(”3/1” + ||z1]]) por

la convexidad estricta de Y;. Luego,

1 1
30+ 21,0+ 29| = [0+ 2l T+ 1)

2

2

= Il llg2lDll, = 1,

1
o Uyl Tzl Hyz |+ T=2l)
2

<
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lo que concluye la demostracion. O]

El resultado anterior se puede extender a sumas directas infinitas enumerables. Para
mostrar este hecho, necesitamos lo siguiente

Lema 1.2.2. Sea (X,,) una familia contable de espacios normados. Consideremos el el
conjunto X = {(z,) € I1X,; > |z |I” < oo} dotado con las operaciones (z,) + (y,) =

1
(@ + Yn), Mzn) = Azn) y [z = (X Han2)2 Entonces X es un espacio normado
y cada X, es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de X ademdas, si cada

X, es de Banach, entonce X es de Banach ,y si cada X, es reflexivo entonces X es
reflexivo.

El espacio de banach X definido anteriormente se dice l,— suma de la la familia
X, y es frecuentemente denotado por (> X,,), .
Demostracion. Es facil verificar que X es un espacio vectorial dotado con las ope-

1
raciones definidas arriba. Verifiquemos que ||z, || = (Z Han2)2 es una norma para
X:

= [[(@n)ll = 0 & (za) = (0);

S 0wl = (32 IAwall)* = N3 laall?)” = I @)
= @) + @Il = (3 llan + 3l < O (ol + Ial))? < @)l + )l

donde la primera desigualdad se sigue de la desigualdad triangular en los espacios
X, v la segunda de la desigualdad triangular en el espacio .

Supongamos que cada X, es de Banach. Sea (a:(k))keN una sucesién de Cauchy en X
escribimos z®) = (x%k))neN para cada k € N. Dado k, € N tal que k,l > k, implica

2™ — 20| < € osea,
1
3

(z”x@_ww) <e

(k) ()

Ty —xn || <€ Vn>1,dz, € X,, de modo que z, =

cuando k,l > k,. Asimismo ‘

limy_ o0 2P (en la norma de X,,). Pongamos x = (x1, 23, ...). Demostraremos que z € X
y 2% — 2 en X cuando k — oco. Realmente, como (z(*),cy es de Cauchy, existe
1

)

C > 0 tal que Hx(k)” < C para todo k € N, esto es, (Zn i

2\ 2
‘ ) < (), para todo

e

n=1

1
2\ 2
k € N. Luego, ( P ‘ ’ ) < (' para todo p > 1y todo k > 1. Fijando p > 1

1
y haciendo k& — oo, obtenemos (>-F_, Hxn||2)2 < (C. Haciendo p — o0, tenemos

1
2\ 2
) <

para todo p > 1y todo k,l > k,. Fijando p > 1,k > k, y haciendo | — oo obtenemos

(k) _

l

(
n=1 Tn

(X ||za]|*)2 < C, donde (z,,) € X.Ahora de (%),tenemos ( b )
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1
2\ 2
Ty — X, ) < e. Por lo tanto manteniendo fijo k > k, y haciendo m — oo

P
n=1

se tiene (Zn

(k)

1
2\ 2
Ty — Inp < ¢, es decir,

Hx(k) — xH < € siempre que k > k,.

Asi, ® converge a x en X cuando k — oo, Luego X es completo.
Demostraremos ahora que los X,, son isomorfo e isométrico a un subespacio cerrado

de X:

Para cada n > 1, pongamos X, = {(z,,) € X;2,, =0Vm #n} cada X, es un
subespacio cerrado de X. Claramente,X,/Z es un subespacio de X ysi (0,0,0, ...,z 0, ...)
es una sucesién de X, (con z(®) n-énesima coordenada ) tal que €0, ...,2™,0,...) = (z1, 22, ...) H —
0 entonces por la definicion de la norma de X se tiene que x,,, = 0 Vm # n lo que mues-
tra de que X,’L es cerrado. Ahora mostraremos de que X,, es isomorfo e isométrico a X;L
(n > 1). De hecho consideremos una aplicacién z € X,, +— (0,0,..,0,2,0,0,...) € X,

1 1
el cual es Lineal y biyectiva. Como ||z,[ = (3 H:anQ)§ = (\|31:n|\2)§ = ||z|| para todo
(xn) = (0,0,...,0,2,0,0,...) € X se ve que es una isometria.
Ahora si demostraremos que si cada X, es reflexivo, entonces X es reflexivo. Para esto,
primero necesitamos construir un isomorfismo isométrico entre

(X3,
(%),

lo haremos de la siguiente manera: para cada z € (> X), definimos fiz+)((z,))
Y} (xy,) ((vn) € (XX5)2). Notemos que f(,:) esta bien definida para cada (z7)

(¥ X2), pues '
S s @)] < (Sl l2al®)E = 1@l @)l

para todo (z,) € (> Xy,),. Por otro lado como f(,+) es claramente lineal, se tiene que
fazy € (2 Xa)2 ¥ [fan | < NI -

S

=

*

consideremos la aplicacion lineal R : (z}) € (3°X;)y — fa) € Q0 X,); co-
mo

[R(@))IF < NIl
para todo (z)) € (> X}), se tiene que R es continua . Ahora basta demostrar que R
es sobreyectiva y que ||(z)]| < ||R((«}))| para todo (z) € (D X), Sea
Pt X — (D2 X)),

el isomorfismo isométrico dado por p,(z,,) = (0,0, ...,2,,,0,0,...) (x,, es la m-ésima
coordenada). Tomamos h € (3 X,,); v definimos 2 = hop, € X (n > 1) observemos
que
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fan)(n)) = 223 (2n) = 22 hopn(wn) = 3 h(pa(zn)) = h((2n))

para todo (x,) € (3 Xy,),, donde h = f(,+) = R((2})). Lo que prueba R es sobreyec-
tiva.

Demostraremos que |[(a3)| < [|R((x3))]], ¥ (3) € (3 X5),. fijemos (23) € (X X;), ¥
t > 1. Podemos suponer que z; # 0. Para n tomamos z,, € Sx, de manera que

£

t

Ty, (Tn) >
Entonces

I@)I* = Sll2}l* < Stllz; ]| 2, (xa) = t X (|7 27,)
= tfony (23l 27)) < t | Fany [ 111271 2]
=t || fean || 1(Cz)),

donde || fizs)|| = 11/(=7)||. Haciendo ¢ — 17, obtenemos que ||R((z}))|| = || @)
|(x%)]|. Dado que existe un isomorfismo isométrico entre

(22 X0,

| >

(>0 Xn)s »

aplicando dos veces obtenemos

X = (2 Xn)y = 2 X)),

Asumiendo los X, reflexivo, también

(E X;;*)z = (E Xn)z =X.

Por lo tanto, valen las siguientes identificaciones hechos através de isomorfismos iséme-
tricos

X = (N X = (DX, = (S Xa), = X

Dado que la composicion de estos isomorfismos isométricos coincide con la inmersién
canonica de X en X™**, se tiene que X es reflexivo. Esto concluye con la demostracion
del lema. O]

Observacion 1.2.2. Usaremos la reflexividad de ly-suma de espacios reflexivos sola-
mente en el capitulo 2.

Teorema 1.2.3. Sean (X,,) una familia contable de espacios normados. Entonces, un
ly-suma (XX,), es un espacio normado estrictamente convezxo si y solamente si cada
X, es estrictamente convezo.

Demostracion. (=) Esto se sigue del hecho de que cada X es isométricamente isomor-
fo a un subespacio (cerrado) de (> X,,),.

(<) Pongamos X = (XX,,), y sean (y,) , (z,) dos elementos distintos de .S,,. Demos-
traremos que
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H (n) + (20)
2

<1

Primero, observemos que (||ynll), (1zal]) € Sk, pues |jya||> = 1 = ¥ ||z,]|>. Ahora si
llynll # ||2n|| para algin n, es decir, si (||y.||) # (||zx]|), tenemos

1

3

() gt

2
pues [y es estrictamente convexo. Podemos entonces suponer que Vn € N, [|y,|| = ||z.]|-
Dado que (y,) # (2n), 3k € N de modo que y; # 2. Particularmente, observamos que
yr no es un multiplo real no negativo de z;. Luego, como X, es estrictamente convexo,
se cumple la desigualdad triangular estricta, es decir,

Yn + 2n
- <1
2

2

H (yn) + (2n)
2 2

< HM

Y + 2k 1
< = .
|22 < S+ e
Por lo tanto
() + G| _ [[ Qo 2] _ [l + |
2 2|, 2 )
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1.3. Aplicacion al problema de la mejor aproxima-
cién

En esta seccién obtenemos una caracterizacion de espacios normados estrictamente
convexos que establece que son exactamente aquellos espacios que satisfacen la pro-
piedad de unicidad de minimizar distancias en subconjuntos convexos y no vacios del
espacio total. Es en este sentido que utilizaremos el término “mejor aproximacion”.
También demostraremos que si el espacio normado estrictamente convexo es reflexivo,
entonces la débil compacidad de Bx nos da la existencia de tal minimizacién, pero
cuando el subconjunto convexo no es vacio en cuestion también estd cerrado. Para
aclarar, comenzaremos con tres definiciones:

Definicién 1.3.1. Un subconjunto no vacio B de un espacio métrico (M,d) es un
conjunto de unicidades si para todo elemento y € M existe a lo mas un z € B tal que

d(y,z) = d(y, B) = inf {d(y,b); b € B}.

Definicién 1.3.2. Sea (M,d), un subconjunto B de M no wvacio se dice que es un
conjunto de existencia o un conjunto proximal si ¥y € M existe por lo menos un
z € B tal que d(y,z) = d(y, B) = inf {d(y,b); b € B}. En este caso decimos que z es
una mejor aproximacion para y en B.

Definicién 1.3.3. Un subconjunto no vacio B de un espacio métrico (M,d) es un
conjunto de Chebyshev si¥y € M, 3z € B/d(y,z) =d(y, B) =inf {d(y,b); b € B},
es decir , B es un conjunto de existencia y también de unicidades.

Teorema 1.3.1. Sea(Y,|.||). Se cumple la equivalencia:

(a’) Y es estrictamente convexo;

(b’) Todo subconjunto A C Y, A # @ y convexo, entonces A es un conjunto de
unicidades;

(¢’) Todo subconjunto A C'Y, A # &, cerrado y convexo, entonces A es un conjunto
de unicidades;

Demostracion. (a’) implica (b'): Si Y es estrictamente convexo, considere A un sub-
conjunto convexo no vacio de Y y tomamos un z, € Y. Probaremos que no puede
existir dos o mds puntos de A mas proximos de x,, es decir, que no puede existir
dos mejores aproximaciones para x, en A Observemos que como y € A es una mejor
aproximacién de x, en A si y solamente si y — x, es una mejor aproximacion de 0
en A — x,, podemos suponer que z, = 0. También podemos suponer que d(x, A) > 0
Ademas, después de multiplicar todo los puntos de A por la misma constante positiva,
podemos asumir d(0, A) = 1. Considere a; y as elementos de A muy préximo a 0.
Luego, ||a1]| = ||az|| = 1 donde {ka; + (1 — k)ay; 0 <k <1} C By C Sy. Dado que
Y es estrictamente convexo, se tiene a; = as lo que muestra que A es un conjunto de
unicidades.

(0') implica (¢): Es evidente.

() implica (a’): supongamos que Y no es estrictamente convexo. entonces, existe un
segmento no degenerado en Sy de la forma {ky; + (1 — k)y2; 0 < k <1} (y1 # yo).
dicho segmento es un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de Y de modo que cada
uno de sus puntos distan 1 del origen. Esto muestra que la la negacién de (a’) implica
la negacién de (¢). O
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Para probar un corolario importante de este teorema, necesitamos recordar la

Proposicién 1.3.1. Sea X un espacio normado. Si (y;)ier C X es una red que converge
débilmente para y € X entonces

lyll < timinf .

Demostracion. Asumamos que y # 0 Sea y* € Sx+ /y*(y) = ||ly|| tenemos entonces
lyll = lim |y*(y:)|. Dado e > 0, Jio(e) en I/ [yl —€ < [y*(y:)| < [|ly:ll desde que

i 2 (). Luego |ly[| < liminf |y a

Colorario 1.3.1. Sea (Y,||.||) estrictamente convezo y reflexivo, si A # &, cerrado,
convexo y A C Y entonces A es un conjunto de Chebyshev.

Demostracion. Sea A C Y no vacio, convexo y cerrrado tomamos y, € Y. Existe (z,,) C
A tal que lim, ||z, — ¥o|| = d(y,, A). Dado que (z,) esta acotado en Y es reflexivo,
existe una subsucesién (z,,) que converge débilmente para algin z, (vea [11],pag 251,
Corolario 2.8.9). Por hipdtesis A es convexo y cerrado, A es débilmente cerrado. Luego
z, € A. Ahora, notemos que d(y,, A) < ||z, — yo|| < limy; ||z, — vo|| = d(y,, A), donde
2, €s una mejor aproximacién para y, en A (la segunda desigualdad se sigue de la
proposicién anterior). Como Y es estrictamente convexo, se sigue entonces del teorema
anterior que el conjunto A es de Chebyshev. n

Observacion 1.3.1. La demostracion del corolario anterior, vimos que si Y es un
espacio normado reflexivo entonces todo subconjunto convexo, cerrado y no vacio de'Y
es un conjunto de existencia.

también se cumple:

Teorema 1.3.2. Sea Y un espacio de Banach. Si todo subconjunto convexo, cerrado y
no vacio de 'Y es un conjunto de existencia, entonces 'Y es reflexivo.

Demostracion. Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que Y es un espacio real.
Sea g € Y* y consideremos el conjunto A = {z € X; g(z) = ||g||} lo cual es convexo,
cerrado y no vacio. Si probamos que existe x, € A N By, el Teorema de James(ver
[11], pdg 262, Teorema 2.9.4) garantiza que Y es reflexivo, ya que g € Y* es arbitrario.
De la hipotesis A es un conjunto de existencia, que es lo mismo decir que A posee un
elemento minima norma. Sea x, € A dicho punto. Se verifica que x, € By; supongamos
que [|z,|| > 1. Como

If1] = supf(y) ,

yEBy

podemos escoger y € By |, [ly| < 1 tal que f(y) > 145 donde f(|lz.]|y) > [ f]. De
ahi escogiendo 0 < ¢ <1 tal que

flellzolly) = cfllzolly) = IIfII;

observemos que c||z,||y € C'y ||z, ||y]| < ||zo||, una contradiccion. O
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Observacion 1.3.2. Un resultado de Jorg Blatter en 1976 (ver [5])garantiza que un
espacio normado y completo si todo subconjunto convexo, cerrado y no vacio,del espacio
tiene un elemento de norma minima, esto es si todo subconjunto convexo, cerrado no
vacio es un conjunto de existencia. Luego si (Y, ]|.||) en el que todo subconjunto convezo,
cerrado y no vacio es un conjunto de existencia, por (teorema 1.3.2) se concluye que
Y es reflexivo.

Usando (1.3.2), (1.3.4) y ( 1.3.5) obtenemos la demostracién de lo siguiente.

Teorema 1.3.3. Un (X, ||.||) es estrictamente convexo y reflexivo si y solamente si
cada subconjunto convexo, cerrado y no vacio de X es un conjunto de Chebyshev.

La importancia del teorema de mejor aproximacién, que caracteriza a los espacios

normados estrictamente convexo y reflexivo, a menudo se le llama Teorema de Day-
James.
Ya vimos que si X es un espacio normado estrictamente convexo y M C X es un
subespacio cerrado entonces el cociente X /M no necesariamente es estrictamente con-
vexo. Sin embargo, si M también es un conjunto de existencia, entonces el resultado es
verdadero. Tenemos lo siguiente

Teorema 1.3.4. Sea (X,|.||) estrictamente convezo y M C X un subespacio que es
un conjunto de existencia. Entonces X /M es estrictamente convexo.

Demostracion. Notemos que el hecho de que M sea un conjunto de existencia nos lleva
a que M es cerrado: en efecto, sea z € M. Como M es un conjunto de existencia , si
existe y € M/ ||z —y| = mf |z —w|| = 0, donde z = y € M. Sean ahora y+M y

z + M dos elementos de S X/M Recordando la definicién de la norma cociente.

ly + M| = inf [ly — w]
weM

en vista que M es un conjunto de existencia, existen w, y w, en M tales que

L= |ly+ M| =inf [ly —wl = [ly — w,
weM

L=llz+ M| = inf ||z —w[| = |z — w.]|
weM
De ahi, y — wy, y 2 — w, estdn en Sx. Como X es estrictamente convexo, se sigue que
lk(y—w,)+ (1 —k)(z—w,)|| <1 (0<k<1)
Luego
1k(y + M) + (1= k)(z + M)[| < [[k(y —wy) + (1= k)(z —w,)[| <1 (0<k <1)

y X/M es estrictamente convexo. O
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Capitulo 2

Espacios Uniformente Convexos

En el anterior capitulo (X, ||.||) es estrictamente convexo si y solo si todo segmento
de recta no trivial con extremos en la esfera unitaria tiene su punto medio en el interior
de la bola unitaria cerrada. En ese momento, no cuestionamos a qué distancia de la
esfera unitaria esta dicho punto medio, si escogemos inicialmente una longitud minima
para el segmento de recta que une los dos puntos. Veremos mas adelante que es posible
que un espacio normado X sea estrictamente convexo y que existen sucesiones (z,) y
(yn) en Sx tal que la sucesién (||(x, + y,)||) es acotado inferiormente por un numero

1
mayor que cero y el sup||=(z, +y,)|| = 1. Cuando esto no ocurre, diremos que el
2

espacio normado X es uniformemente convexo.

2.1. Definiciones y ejemplos

Definicién 2.1.1. sea X un espacio normado. Definimos la funcion ox : [0,2] — [0, 1]
mediante la formula

5x (&) = inf {1— ||+ 9)|| s,y Sx, o — yll > ¢} 5i X £ {0}
y por la formula
5X(e):{0 ste =0 5 X = {0}
1 sie=1

Diremos que 6x es un modulo de convexidad de X. El espacio X es uniformemente
convero cuando dx(€) > 0 siempre que 0 < e < 2. Equivalentemente, un espacio
normado X se dice uniformemente convexo si dado 0 < € <2, 35(e) > 0 de modo que
|2 (z+y)|| <1-0, siempre que z,y € Sx y ||z —y|| > €

supongamos que X # 0y sea 0 < €3 < €;. Por definicién, dx(ep) <1 — ||%(x + y)H
para cada x,y € Sy tal que ||z — y|| > €2. Como €3 > €1, en particular vale

Ox(€2) <1— ‘

1

—(x

5@+ y)H

para cada x,y € Sx tal que ||z — y|| > €;. Por lo tanto, dx(e2) < dx(€1), donde vemos
que dx(€) es una funcién no decreciente de € tal que dx(0) = 0 ademas es claro que si
M es un subespacio de X entonces dy/(€) > dx(€) para cada 0 < e <2

Luego, si X es un espacio real unidemensional, entonces
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0 sie=0
Ox(e) =
x(9) {1 5i0<e<?2
Ejemplo 2.1.1. Sea X un espacio de Hilbert, entonces X es uniformemente convexo
provisto de la norma que proviene del producto interno. De hecho la ley del paralelo-
gramo nos dice que

2 2

z+y|l” 1 2 2 =y
e
Luego, si||z|| = |ly|| =1 y ||z — y|| > € entonces
2 2
T4y <1_<
2 - 4
donde obtenemos 0x(e) >1—4/1— %

Observacién 2.1.1. Cabe senalar que, en general, no es una tarea sencilla de com-
pletar si un espacio normado es o no es uniformemente convexo a través del cdlculo
explicito del modulo de convexidad. En la mayoria de los casos necesitamos resultados
auziliares para concluir si existe o no un limite inferior positivo y uniforme para la
diferencia

r+y
2

1 —

H (wy € X o] =yl = 1, = =yl = o).

Observacion 2.1.2. Hay otras formas de calcular el modulo de convexidad; por ejem-
plo, si X es un espacio normado con dimension mayor que 0 si K = C o con dimension
mayor que 1 si K =R, se cumplen las siguientes igualdades:

ox (6) =inf{1—||3(@+y)|;z,yeBx, |lz —y| >}

=inf{l— || (z+y)||;z,yeSx,llz —yl| =€}

=inf{l— |3 (z+y)|

;x,y€By, ||z —y|| =€}

cuando 0 < e <2y

dx (€) :mf{l— H%(x-I—y)

},x,yeSX,H:E—yH > E}

=inf{l—||3(@+y)||;z.yeBx, |z -yl > €}
cuando 0 < e < 2,.

Veremos la demostracién de este hecho en el siguiente seccion.
El concepto de convexidad uniforme fue introducido por Clarkson en 1936. (ver [6])
Obviamente, todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo, ya que
dados z,y dos elementos distintos en la esfera unitaria de un espacio uniformemente
normado X convexa, tenemos
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r+y

H <1—bx(llz—yll) < L.

En dimension finita los conceptos anteriores son equivalentes.

Teorema 2.1.1. Consideremos X un espacio de dimension finita. Si X es estricta-
mente convexo se concluye que X es uniformemente convexo.

Demostracion. Asumiendo que X no es uniformemente convexo. Entonces 4, 0 < € < 2,
/¥n €N, existen y,, z, ,en Sx con ||y, — z,|| > €y
1

‘ <1

1--x<
n

Yn t 2n
2

Como X es de dimension finita, se tiene que Sx es compacta, luego podemos suponer
que existen y, z ,en Sx tal que y, converge a y y z, converge a z luego tenemos que

ly ==l = € llyll = llzll = 1y

=1

Y+ z
2

esto contradice a la convexidad estricta de X O

En dimensiones infinitas, un espacio normado puede ser estrictamente convexo sin
ser uniformemente convexo, veamos los siguiente:

Ejemplo 2.1.2. Para cada nimero enteron > 1 sea p, = 1 + % Consideremos un
espacio de Banach X = (> l§n>2 Como cada lgn es estrictamente convexo por el teorema
1.2.3 que X es estrictamente convexo. Sabemos que X contiene una copia isométrica

de cada I2 . Observemos que (1,0),(0,1) € Sz 5 1(1,0) = (0, )], = 21 > /2 y

H(l,O) —(0,1)
2

Ip..

— 2n+1

DPn

—-n . .
Como 27+1 — 1 sin — o0 se concluye que X no es uniformemente convexo.

El lema que sigue es interesante para demostrar el teorema de Clarkson, el cual dice,
si p es una medida positiva en un o—aélgebra I' de subconjuntos de A y 1 < p < o0,
entonces L,(A, T, ) es uniformemente convexo. aunque presentaremos el lema de forma
mas general de lo necesario para demostrar el resultado de Clarkson, esto nos sera ttil
cuando discutamos la convexidad uniforme de las sumas directas.

Lema 2.1.1. Para todo 1 < p < oo y ¥Vt € (0,2] y cada funcion k : (0,2] —
0,1],3 vk € (0,1] talque si X es un espacio normado uniformemente convero cuyo
mddulo de convezidad 0x que satisface k(e) < dx(€) cuando 0 < € < 2, entonces

' el + 1l
< (1= pun) (2

)

H%(l‘ﬂ/)

siempre que x,y sean elementos de X tal que ||z — y|| > tmax {||z||, ||y||}
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Demostracion. observemos que es suficiente probar el resultado para x,y € X tal que
lz]l = 1y ||ly|| < 1( Después de probar para este caso, se puede suponer que ||z|| > ||y||
y dividimos la desigualdad obtenida por ||z|[” ). Ahora, supongamos por el absurdo
que existe 1 < p < 0o,t € (0,2] y una funcién k : (0,2] — (0,1] /B, € (0,1] con la
propiedad deseada. Sea

(21 +1)”
piy =20 g o)
S(1+1t»)
Mediante el criterio de la derivada comprobamos que f es estrictamente creciente en
(0,1] , de modo que f alcanza su valor méximo de 1 en el intervalo [0, 1] exactamente en
t = 1. Luego, si X es un espacio normado y x.,y son elementos de X tales que ||z]| =1
y |lyll <1, entonces

5@ +wl”  _ GQA+Ilyl)”
Sl +1lyl”) = 5+ llyl”)

Como estamos Asumiendo que no existe una constante 7, € (0, 1] que satisfaga dicho
resultado, Vn € N, existe X,, espacio normado uniformemente convexo con médulo de
convexidad Jy, satisfaciendo k(e) < dx,(€) (0 < € < 2) y elementos z,,y, € X, tal
que:

- (#)

N[N

(1) ol = Ly [Jynll <1

(2) [lzn = yall = tmaz {|[z,, |yl 11}
(3) 3+ > (1 1) (Lzlplnl®)

Por (#) y por (3) tenemos

1 (@0 +y) P (Blzn + wal)”
1—— < ,
( n)<§wwww%w—§WMWHmw>“”

donde

@+ )|
1 =1, (666
T P+ TP~ (#4¥)

(L + llynll) .
= ly como 1 = f(1) = maxzf(t) , se sigue que
1A+ a7 W= me i

lyn|| = 1 . Podemos asumir entonces y, # 0 para cada n € N. Pongamos z, =

Por (¢4), tenemos lim

lynll
para cada n. Dado que ||y, || converge a 1, luego de (¢4 4#) se tiene

1 1
lim ||=(z, + z,)|| = lim H—(mn +y)l| =1
Por otro lado, notemos que
Yn 1

|Zn = 2nll = [|Zn —

= llynll 2n = ynll -7 = [lllynll 20 = yall (n € N).
[yl ‘ [l

t
Dado que ||z, — yn|l = t v ||yn|| converge a 1, se puede asumir que ||z,, — z,|| > 5 para

cada n. luego,
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1
Jsten =20

t t t
<=-<1-9 -1 <1=X(= 1

< 1.

asi para cada n se tiene

lim
n

1
‘§<$n — 2z <p)

Esta contradiccién finaliza la demostracion del resultado. O

Utilizando las notaciones del lema anterior y considerando A como un moédulo de
convexidad del espacio normado uniformemente convexo K se obtiene el siguiente re-
sultado, que sera usado en la demostracién del Teorema de Clarson:

Lema 2.1.2. Sea 1 < p < co. Existe una funcion v, : (0,2] — (0, 1] tal que

< 1=t ()

a+f
2

siempre que o, € K satisfaga |a — | > tmax {|a|, |B]}.

Ahora se demostrara lo siguiente.

Teorema 2.1.2. Sea p una medida positiva en un o— dlgebra y de subconjuntos de
un conjunto ) # @ y tomemos 1 < p < co. Entonces, L, (2,3, 1) es uniformemente
convero.

Demostracion. Fijamos € > 0y consideramos g1, 92 € St .5 / 191 — gng > €. Sea

eP
1= {z el -0 = Sl - lnG))]
observemos que

lg1(2) — g2(2)] > %maaﬁ {g1(2), g2(2)} cuando z € A. (x)

p

si A = & entonces

Lon—arans S ([lorans [1ora) =5 (lal+lel) =5
Q — 4 \Ja Q 4 P P 2

donde

P

€
g1 — g2, < ey <€

lo cual es una contradiccién. Por tanto A # &. Siendo 7, como el lema anterior, tenemos

pEZ B < (100, () (2l

2
‘< (|91(Z)Ip 42r Igz(2)|p>

siempre que z € A (por (%)) y
)

91(2) + g2(2)
2
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siempre que z € (). Por lo tanto

1 Pl +llgelly |1 P
1—H—<91+92) = —2—L— | >(g1 + %)
2 » 2 2 »
_/ (’91|p+‘92\p [ +92 )d
= u
Q 2
91+92

Z/A(Igﬂ;rlgal: >du p |
(e () (450
(o

Sea I una funcion caracteristica de A. Luego,

,_.

lg1la — galall; = llgr — gall} — / g1 — g
oA

eP

2 — - (91" + [g2|")dpe
O\A
> = (ol + leal2) = 5
donde
ep
maz { gLl (loaTally | > 550

Luego por (x%) tenemos que

P g1 Lally + HQ2IAHP € e?
» - 4 2 = 4t ) \ 2vt2

130+

donde
1
1 € e \ P
B < (1 (5) ) <
p
, . 1 .
asi observamos que existe § = o, > 0, tal que 5(91 + g2)|| <1—0. Esto termina la
p
demostracién 0

Colorario 2.1.1. Supongamos que 1 < p < 0o. Entonces [, es uniformemente convezo
ast como IP siempre que n sea un entero no negativo.
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2.2. Propiedades

Antes de entrar realmente a las propiedades de los espacios normados uniforme-
mente convexos, precisaremos algunos hecho sobre las posiciones de los puntos en los
espacios dotado con una norma. Daremos a continuacién los siguientes lemas.

Lema 2.2.1. Sea X un espacio normado real bidimesional. Entonces Sx es conexo.
Ademds de eso si x* € X* entonces

{z € Sx; z*(x) > 0}

€5 conexo.

Demostracion. Tengamos en cuenta que la segunda afirmaciéon implica la primera, bas-
ta tomar x* = 0. Probaremos entonces la segunda afirmacién. Primero, se tiene que
que la imagen de un conjunto conexo por una funcién continua es también conexo y
X es isomorfo a R? como espacio normado, supongamos que X es R2 Dotemos a X,
con dos normas ||.||x su norma original y ||.||, la norma euclidiana. tomamos z* € X*.
Definimos

g: {x € Spg; a*(z) > O} — {z € Sx; 2*(x) > 0} por g(x) = a7 siendo 12 el espacio
R? equipado con la norma euclidiana. Como todas las normas son equivalentes en R?,
la funcién norma ||.|| y es continua en (3 donde g también lo es. Ademds de eso, g es una

biyeccién con inversa f : {y € Sx; z*(y) > 0} — {y € Sp; x*(y) > O}, fly) = =

vl

Por tanto, dado que {x € Sp; x*(x) > 0} es conexo, se sigue que {z € Sx; z*(x) > 0}
también es conexo. O
Lema 2.2.2. Sea (X, ||.||) que tiene una dimension de al menos 1 si K = C o tiene

una dimension de al menos 2 si K = R. Dados x, € Sx y y, € Bx, existen x1 y xo en
Sx tales que x1 —y1 =T, — Yo Y

1
2 Hé(xo + yo)

H%(ﬂ?l +y1)

Demostracion. Como X es un espacio normado real cuando los vectores se multi-
plican por escalares es restringida a Rx X, y como es un espacio normado complejo
unidimensional se convierte en un espacio bidimensional real también cuando se ve
por esta restriccién, podemos suponer que K = R, y por tanto,que X es bidimen-
sional. Asf podemos suponer también que X = R? . Es claro también que podemos
asumir que |ly,| < 1. Definimos z* : X — R por z*(az, + by,) = b. Por el le-
ma anterior, el conjunto {x € Sx; z*(x) > 0} es convexo. Como ||z, + ¥ — Z,| <

Ly =20 + Yo — @l > 2|20l — l|voll > 1, el Teorema del Valor Intermedio ga-
rantiza que 3z € {z € Sx; z*(z) > 0}, necesariamente diferente de z, y de —u,,
/ ||z1 + yo — xo|| = 1. pongamos y; = x1 + Yy, — ,. entonces, 1,22 € Sx ¥y 1 — Y1 =

Z, + 1,. Falta apenas verificar que

1
’ Z H_<xo + yo)

Hl(xl + 1) 5

2
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Si z; € Bx y 29 € int By, entonces kz; + (1 — k)zy € int By para cada 0 < k < 1:
notemos que como By es convexa, se tiene kz;+(1—k)zy € kBx +(1—k)int Bx C Byx.
Dado que kBx + (1 — k)int Bx es abierto siendo X normado, se cumple kBx + (1 —
k)int Bx C int Bx. Usaremos este hecho varias veces en los argumentos subsiguientes.
Pongamos 77, z; para representar una linea recta (no solo un segmento) pasando por los
puntos 21 y z3 en X, z1 # 2o. La Figura 2.1 abajo, defina W, como siendo el conjunto de
los puntos sobre o arriba x,, —x, y sobre o a la izquierda de x,, —x1, y W; el conjunto
de puntos estrictamente por encima de x;, —x, y estrictamente a la izquierda de T,, Z7.
Como z,, 1, =T, 4, estan en Sx por la convexidad de By se sigue que el paralelogramo
cuyos vértices son estos puntos estan contenidos en By y su interior esta contenido en
int Bx. Dado que z*(y,) > 0, entonces en la Figura 2.1 y, esta ubicado sobre o arriba
de z,, —x,. si y, estuviera estrictamente a la izquierda de T,, 77 pero fuera de A (ver
Figura 2.1) entonces podriamos encontrar un punto z, en el interior del paralelogramo
(y por tanto en el interior de By) tal que x, o x; pertenecen al segmento 7y, Z,, lo
que es imposible pues |ly,|| < 1y |[20]] < 1 implicaria que ||z,|| < 1 o [|z1]] < 1. Si
Yo € A, como y; = ¥y, + 1 — T,, podriamos conectar y; a un punto z; en el interior
del paralelogramo pasando por z, lo que nuevamente seria imposible pues ||z < 1
y ||z1]] = 1 implicaria que ||y1]] < 1, lo cual es absurdo. Luego, y, estd sobre o a la
derecha de T, 77. Si y, estuviera sobre esta recta, existiria k > 0/ y, = x, + k(z1 — x,)
y, dado que y; = y, + 1 — x,, tendriamos 1 = y1 — Yy, + T, = Y1 — To — k(21 — x,) + 2,
y asi, r1 = %Hyl + k%lxo, donde z; es una combinacién convexa de y;,x, € Sx y que
junto con la convexidad estricta de I3 nos darfa ||z1|| < 1 lo cual es absurdo. Por tanto,
Y, esta estrictamente a la derecha de z,,7;. Como —x, y —x; son puntos distintos
de Sy, por el mismo argumento anterior tenemos que los puntos en —z,, —x; sobre o
arriba de —x,, 7, tienen norma mayor que 1. Luego, ¥, no estd sobre —x,, —x; y arriba
de z,, —x,. si estuviera estrictamente a la derecha de —z,, —z; y arriba de z,, —z,
entonces —x, seria una combinacion convexa de ¥, en un punto de z, en el interior del
paralelogramo, lo cual es imposible ya que ||—z,| = 1, ||vo]| < 1y ||20]| < 1. Asi y, estéd
estrictamente a la izquierda de —x,, —x;. Luego, como T,, 1, 0,21 — 2, ¥ —Zo, — 21
son paralelos, entonces el punto medio %(xo + y,) = m, estd estrictamente entre T,, 71
y 0,21 — x, pues de lo contrario, y, estarfa a la derecha de —z,, —x1, lo que es una
contradiccién. Asi, 0,m, intersecta a T,, Z1 sobre o arriba de z,, —z, (ver Figura 2.2).
Entonces este argumentonodar > 1y

Xy x; —Xxp Xy — 2xp
Yo
a Mo
*o 0 Rxﬂ
Figura 2.1: Figura 2.2: —x;

"
k > 0 que satisface la ecuacién 5(% +Yo) = o + k(z1 — x,). De ahi, tenemos que
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r r T
5(%1 + yl) = 5(1’1 + Yo +x1 — xo) = 5(21'1 +x, + Yo — 2370)

=rr — 1T+ T, + k(x1 — 2,) = 2o+ (kK +7) (21 — ).

Si k <1, se cumple

= [lzo + k(1 — )| = [|(1 = K)o + k|

,
|50+ w)

r
<1< |zo+ (k+7)(x1 —20)] = H§($1 + 1)

Y

donde la ultima desigualdad es valida pues

[0 + (k 4+ 7) (21 — o) [| = |(1 = (K +7))x0 + (K + 7)1
> (k+7r) ||z — (L= (k+7)) ||lzo]| =2(k+7r)—1> 1.
si k> 1como ||z] = 1, ||zo + (K +7r)(z1 — )| > 1y 2 + k(21 — z,) estd sobre el
segmento de recta que une z1 y z, + (k + r)(x; — z,), luego tenemos
150+ yo)|| = llwo + (a1 = zo)|| < [l + (k +1)(21 = @)l = ||5 (21 + ).
, donde

por tanto, en cualquiera de los casos se tiene ||%(z, + yo)|| < ||5(z1 + y1)

150+ 90| < [[3(z1 + )

lo que queriamos.
O

Lema 2.2.3. Supongamos que X es un espacio normado, 0c < 2 y x,y € Sx son tales
que ||z — y|| = €. Entonces existen sucesiones (z,) y (y,) en Sx tales que x,, — =,
Yn —> Y Y |0 — ynl| > € para cada n

Demostracion. Como en el lema anterior, basta considerar X = X = R2. Sea 2* €
X*\ {0} tal que z*(ax + by) = a + b. Luego, z*(z + y) = 0. Si 2*(z) = 0 entonces
z,y € Sx N Kerx* y, por consiguiente ||z —y|| = 0 o 2, lo que es una contradiccion.
Entonces, podemos suponer que z*(x) = z*(y) = 1 para cada real §, definimos

Hs ={z € X; 2*(2) = 6},

que representa el hiperplano generado por x* y §.

x/ y/ H

7(x—y) 5 s

/—y / i

Figura 2.3:
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La convexidad de By garantiza que el paralelogramo cuyos vértices son z,y, —x, —y
estan en By. La conclusion del lema es inmediata si el segmento de recta H; N Bx tiene
longitud mayor que € (por la simetria de Bx y como z,y € H; N Sx ). Se entonces
asumir que x e y son los extremos de H; N Bx. supongamos que Hs, N By tiene longitud
€ para algiun 0 < 0, < 1. Entonces algunos puntos de Sx estaria en la linea que pasa por
x'y —y, entre estos puntos, lo que implica que H%@ — y)H = 1 Pero esto es imposible
ya que ||z +y| = € < 2. Por lo tanto Hs, N Bx tiene longitud mayor que € cada vez
que 0 < § < 1. Sea ahora (d,,) una sucesién estrictamente creciente en (0, 1) de manera
que 6, —> 1. Para cada n sea x,, y,los extremos del segmento Hs, N Bx tales que x,
esta sobre o a la izquierda de la recta que pasa por x y —y, v (y,) estd sobre o a la
derecha de la recta que pasa por y y —x. Entonces, x,,y, € Sx v ||z, — yn|| > € para
cada n Por la compaxidad de Sx, Se puede suponer Jz,,y, € Sx. tales que x,, — x,
Y Yn — Yo. De ahi, como 9, — 1 y z* es continua, se tiene que x,,y, € H; N Bx.
También se tiene ||z, — y,|| > €. Como z y y son los extremos de Hs, N Bx,entonces

T=2oYY="Yo O

Estos dos ultimos lemas serdn ttiles para demostrar el siguiente resultado, que nos
da otras formas de calcular el modulo de convexidad Jy.

Teorema 2.2.1. Supongamos que X es un espacio normado con dimension mayor que
0 si K= C o con dimension mayor que 1 si K =1R. Sea

Sx(e) = inf {1 =L@ +y)| ; z,y € Sx, |z —y| > €}

el modulo de convezxidad de X. Entonces:
) 1
ox(0 = inf {1 |3+ 0| 12y € Br. ool 2 ]

, 1
me{l— §(l‘+y) ; ,y € Sx, IIx—yHZE}

) 1
:mf{l— §(x+y) ; x,y € By, Hflf—yH=6}

cuando 0 < e <2,y

dﬂ@:mw{l—ugx+w

;%yESLH$—yH>€}

:z'nf{l — H%(aﬂry)

;%yeBxJW—yH>6},

cuando 0 < e < 2.

Demostracion. Otra vez podemos asumir, que K = R. Sean 1, d2, 93, d4, 05 los 5 infimos
de la conclusion del teorema en el orden en que aparecen.

Afirmacién 1: dx(e) = d1(€) cuando 0 < € < 2. Esto es evidente si € = 0. Fijemos
0 < e <2y tomemos y,, 2, € Bx con ||y, + 2| > €. Como Sx C By, basta demostrar
que

ox(€) <1—||3(yo+ 20)]|-
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Podemos asumir que y, € Sx. Como y, € Sx y 2, € Bx, Por el lema 2.2.2, existen
y1,21 € Sx tales que y1 — 21 = Yo — % ¥

13050+ 20)l[ < 301 + 2]

De ahi, ||y1 — 21|l = [|¥o — 20|| > €, donde

ox(e) < 1= |50 + 2] 1= 3000 + 20)

Y

como queriamos.

Afirmacién 2: 64(€) = d5(¢) cuando 0 < e < 2 Dicho resultado es evidente para € = 0.
Fijemos 0 < € < 2y y1,21 € Bx/ |[y1 — z1]| > €. Como Sx C Bx, bastard demostrar
que d4(€) < 1 — H%(yl + z1)||. Nuevamente podemos suponer que y; € Sx vy, por el
Lema 2.2.2, existe yo,20 € Sy talesque yo — 20 =y1 — 21 ¥

150+ 20 < 30 + 22)].
Luego, |ly2 — 22|l = ||ly1 — 21]| > €y, por lo tanto,
31(6) < 1= 3+ 22)] < 1= 3 + 20,

como queriamos.
Afirmacién 3: dx(e) = d4(€) cuando 0 < e < 2. Es claro para e = 0. Supongamos
0<e<2yuys 23 €Sx con |lys — z3]| = €. Como

{1- [z +y)

estd contenido en

{1- |z +y)

luego sera suficiente demostrar que d4(e) < 1— H %(yg + 23) H Por el Lema 2.2.3, existen
sucesiones (a,), (b,) € Sx tales que ||a, — b,|| > € para cada n y a,, — ys, b, —> 23.
De ahi, d4(e) <1 — H%(an + bn)H para todo n donde hacemos n — oo

0a(€) <1 —||5(x5 + )

;IayGSXa ||$—yH 26})

Y

como queriamos.
Afirmacién 4: d5(€) = d3(¢) cuando 0 < e < 2. Como

{1- [z +y)

estd incluido en

{1-|i(x+v)|; = yeBx, [lz—y| =€}

bastard demostrar que da(€) < d3(€) cuando 0 < € < 2. Fijemos 0 < € < 2y yg,24 €

By tales que [lys — 24]| = €. Serd suficiente demostrar que dz(€) < 1 — ||3(ya + 24)||-

Asumamos un momento en que ¥y, y z4 tienen una norma menor que 1. Entonces existen

dos segmentos de recta cerrados de longitud e sobre la recta que pasa por y, y z4 tal
o

que cada segmento tiene un extremo en Sy y el otro extremo en By. como %(y4 + z4) €s
una combinacion convexa de los puntos medios de estos dos segmentos, el punto medio
de por lo menos uno de estos segmentos tiene por lo menos una norma H%(y4 + 24)H.
Por lo tanto, podemos suponer que y4 € Sx. Por el Lema 2.2.2; existe ys5, 25 € Sx tales

que Ys — 25 = Ya — 24 Yy
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13 (ws + 20} < (15055 + 25)]-
Luego, |lys — 25| = [lys — zall = €y, ast
ox(€) <1 —|3(ys + 25)|| < 1—||3(ya+ 20)]|-
Afirmacién 5 :5x () = 6a(e) cuando 0 < € < 2. Como
{1=[3@+ o)l 2.y € Sx, llx =yl =}

estd incluido en

{1- [z +y)

Sera suficiente demostrar que da(e) < dx(€) cuando 0 < e < 2. Esto es claro para
¢ = 0 Fijemos entonces 0 < € < 2y yg,26 € Sx tales que ||yg — z6|| > €. Luego serd
suficiente demostrar que da(€) < 1 — ||%(y6 + ZG)H El segmento de recta cerrado con
extremos yg v 2g contiene un segmento de recta cerrado de longitud e centrado en
%(96 + zg) y por el mismo argumento de la afirmacién 4, obtenemos y;, 27 € Sy tales

que [lyz — 27l = [lys — z6ll > €'y

;I,yGSX, Hm_yH 26}7

1 1
Z > || Z
HQ(?J7+Z7) ‘ = HQ(% + z) ‘
por lo tanto,
1 1
da(e) <1 - 5(?/7—27) <1- 5(%—26) :
Con esto termina la demostracién del teorema. O

Asimismo como ocurre con la convexidad estricta, la convexidad uniforme es pre-
servada mediante los isomorfismo; veamos esto con un ejemplo:

Ejemplo 2.2.1. El espacio I3 es uniformemente convexo e isomorfo a 12, que no es
estrictamente convezo.
Lo mdzimo que se puede garantizar en este sentido es el siguiente

Proposicion 2.2.1. Todo espacio normado que es isomorfo e isométrico a un espacio
normado uniformemente convezro es también uniformemente convexo.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del hecho de que la convexidad uniforme
es una propiedad métrica. O

El resultado siguiente es un “criterio secuencial” para la convexidad uniforme
en espacios normados.

Proposicion 2.2.2. Sea X un espacio normado. Son equivalentes

(a) X es uniformemente convezo.

1
(b) Six, yy, son sucesiones en Sx tales que §(xn + Yn)

’ — 1, entonces se tiene

que ||z, — yn|| — 0.
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(c) Sixz, yy, son sucesiones en Bx tales que — 1, entonces se tiene

1
é(xn + yn)

que ||z, — yn|| — 0.

converge a

1
(d) Six, yyn son sucesiones en X tales que ||z, ||ynll v Hi(xn + Yn)

1, entonces se tiene que ||z, — yn| — 0.

Demostracion. Supongamos que se verifica (b), consideremos (x,) y (y,) sucesiones

1
en X tales que ||z,|| — 1, |lynl] — 1y Hi(a:n—i-yn) — 1. Demostraremos que

lim ||z, —y|| = 0. Dado que lim ||z, || = 1 y lim||y,|| = 1, se puede suponer que

T, 0y y, # 0Vn € N. Por lo tanto, se cumple la desigualdad triangular reversa

1 -1 -1
12 |3l 0+ Tl )

— 1

2 2

1 1 _
> 360+ ] - | 50~ honl 2

1 B
- \ Ll
donde

— — 1.
2

1 _ _
R AN
Por (b), se tiene que HHan*l Zn — ||yl ™ Yn| — 0y asi

0 < 1z = yall < Ml ™ @ = llyall ™ gl H11 2 = lzall™ a2 = Nyl ™l = L.

Luego (b) = (d)
Ahora, supongamos que se verifica (d) y consideremos (x,,), (y,) sucesiones en By tales
que

1

2
como ||+ y)[| < 3wl + lzall) ¥ € N, 3w +9)l| — 1y (@), (50 € Bx.
se tiene que ||z, — 1y ||lyn]| — 1. Por (d) se sigue que ||z, — y,|| — 0, lo que
demuestra que (d)=-(c¢). Como es inmediato que (¢)=(b), se tiene que (b)<(c)<(d).
Ahora demostraremos que (a)=-(b): supongamos que X es uniformemente convexo
y consideremos las sucesiones (z,), (y,) en Sy tales que |[3(z, + y,)|| — 1 pero
|Zn — ynll - 0. Luego, existe un € > 0 y subsucesiones (z,;) de (2,) ¥ (yn,;) de (yn)
tales que H:vn] — Un; || > € para todo j. Luego si dx es el médulo de convexidad de X,
por definicién de convexidad uniforme se tiene ||2(zy, +yn,)|| < 1 — dx(€) para cada
J, lo que es una contradiccién. Luego se cumple que (a) implica (b).

Ahora Asumamos que X no es estrictamente convexo. Existe 0 < ¢ < 2 tal que
dx(€) = 0. Luego existen sucesiones (x,), (y,) en Sx tales que ||z,, — y,|| > € para cada
ny ||4(zn + ya)|| — 1, donde no se cumple (b). Esto termina la demostracién O

El siguiente teorema nos dice que una condicién necesaria para que un espacio de
Banach sea uniformemente convexo es ser reflexivo. Primero, veamos lo siguiente que
se usard en la demostracion:

38



Proposicién 2.2.3. consideremos X un espacio normado. Si (y})ier C X* una red
que converge para y* € X* en la topologia débil estrella entonces

Y;

ly*|| < timinf |
J

Demostracion. Fijamos € > 0. Existe y € By tal que
v =1yl =yl —e

También 3j, = jo(e) € I/5 > jo = lly*ll — 2¢ < |y;(v)| < ||y7]]- Luego, lly*| <
Yill- O

lim
j

liminf }
J
Teorema 2.2.2. Todo espacio de Banach uniformemente convezro es reflexivo

Demostracion. Consideremos X un espacio de Banach uniformemente convexo. Tome
y** € Sx« y consideremos () la aplicacién candnica de X en X** luego del teorema
Goldstine (ver[11], pdg 232, teorema 2.6.26) existe una red (y;);e; en By tal que

(Qi))ier 5 y™*.

Definimos (i1, j1) < (i2, j2) cuando iy < iz y j1 < j2 (41,42, j1,J2 € I). Asi tenemos

(Q(%(yl + yj))) (ij)elxl

una red tal que

w*

o(fo )

Por la proposicion anterior,

L= [ly™|| < liminf

(i,j)elzl
. 1 , 1
= liminf |=(y; + y;)|| < limsup||=(v; +y;)|| <1,
(ij)elzT || 2 (ij)elxl || 2
donde
1
§(y1 +y)|| — 1,

dado que X es uniformemente convexo, se sigue |y; — y;|| — 0 luego (v;)ics es una
red de Cauchy. Como X es completo, existe y, € X tal que (y;)ic; —> Yo. Luego
(Q(y;))ier — Q(y,), donde y** = Q(y,). Por lo tanto, X es reflexivo. O

Colorario 2.2.1. Todo espacio de Banch que posee una norma uniformemente convexo
equivalente es un espacio de reflexivo.

Observacion 2.2.1. Una vez conocido el teorema de Milman-Pettis, observamos por
qué no fue tan facil construir un ejemplo de un espacio de Banach no reflexivo y
estrictamente convezo (ly,). Apesar de ser estrictamente convero un ejemplo de este
tipo no puede ser uniformemente convezo.
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Cualquier subconjunto convexo, cerrado y no vacio de un espacio normado estric-
tamente convexo es un conjunto de Chebyshev.
El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema 2.2.2.

Colorario 2.2.2. Todo subconjunto convexo, cerrado y no vacio de un espacio de
Banach uniformemente convexo es un conjunto de chebysheu.

En lo siguiente Demostraremos que los espacios normados uniformemente convexos
poseen una propiedad importante conocido como la propiedad de Radon-Riez.
Primero, veamos la definicién de eta propiedad:

Definicién 2.2.1. Un espacio normado X tiene la propiedad de Radon-Riez cuando
dada una sucesion (z,) en X yx € X tales que x, — x y ||z,|| — ||z|| se tiene que
lim x,, = .

n—oo

Teorema 2.2.3. Cualquier espacio normado uniformemente convezxo tiene la propiedad
de Radon-Riez.

Demostracion. Sea X un espacio normado uniformemente convexo, (z,) C X una
sucesién y x € X tales que z,, converge débilmente a z y ||x,|| — ||=| . Demostraremos

que lim x, = x. Podemos suponer que z # 0 De ahi, podemos suponer también x,, # 0
n—oo

para todo n. como

Tn Wy a

[0 ||
es suficiente demostrar que

In_ o L

0] ||

Podemos suponer que z y cada x, estdn en Sy. Como 1(z, + z) — =, tenemos
|z =1 < liminf ||3(z, + 2)|| < limsup ||3(z, +2)| <1
y asimismo
|5 (20 + 2)|| — 1.
Por lo tanto
|xn — || — 0
por el criterio secuencial de convexidad uniforme O
Uniendo el teorema anterior con el teorema de Clarkson nos da lo siguiente

Colorario 2.2.3. Sea i una medida positiva sobre una o — algebra® de subconjuntos
de un conjunto Q # @ y 1 < p < oo, entonces L,(Q2, X, 1) tiene la propiedad de
Radon-Riesz.

Observacion 2.2.2. El corolario anterior fue demostrado por Radon-Riesz 10 anos
antes de que Clarkson introdujera el concepto de convezidad uniforme.

Finalizaremos el capitulo, discutiendo la convexidad uniforme de subespacio , de
cocientes y de sumas directas.
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Proposicion 2.2.4. Todo subespacio de un espacio normado uniformemente convexo
es uniformemente convezo.

Demostracion. consideremos X un espacio normado uniformemente convexoy M C X
un subespacio. Por la definicién de médulo de convexidad de M y de X se sigue
directamente que dp(€) > dx(e) y 0 < € < 2. Luego, como X es uniformemente
convexo, tenemos dx(€) > 0 siempre que 0 < ¢ < 2. De ahi, dy/(¢) > 0 siempre que
0 < e <2, donde M es uniformemente convexo por definicion O

Para el resultado correspondiente a los cocientes, necesitaremos la siguiente
Proposicion 2.2.5. Sean M un subespacio cerrado de un espacio normado X.
(a) six € X entonces ||z|| > ||z + M]||;

(b) si x € X y dado € > 0, entonces existe ' € X tal que 2’ + M = x+ M y
]| < llw + M| + €.

Demostracion. (a) Dado que 0 € M, se tiene que ||z|| = ||z — 0| > d(z, M) para cada
x e X.

(b) Fijemos z € X y € > 0. Por la definicién de la norma del cociente, existe y € M
tal que ||z —y|| < ||z + M|| + €. Entonces, Poniendo 2’ = x — y, se tiene (b). O

Teorema 2.2.4. Sean N un subespacio cerrado de un espacio normado uniformemente
convezro Y, entonces Y/N es uniformemente convexo.

Demostracion. Sean (x, + N) y (yn, + N) sucesiones en Sx,y tales que

Por el criterio secuencial de convexidad uniforme, basta demostrar que
|(, — yn) + N|| — 0 Por la anterior proposicion, Vn existen ], y y/, en Y tales que

1=z + N[l = [l + N| < |27l < len + N[+ 5 =1+

L= |lyn + NIl = llyn + NI < llynll < llyn + N+ 5 =1+
haciendo n — oo obtenemos ||z} || — 1y ||y,|| — 1. como
15 Gn + ) + N = (|30, +50) + N < (|50 + 5] < 501l + ),
haciendo n — oo tenemos que
3G+ y)l| — 1,
donde ||z!, — y,|| — 0 (por el criterio secuencial de convexidad uniforme). Entonces,
(@0 = yn) + NI = [l(27, — y5) + NI < [[2], = ypll — 0

cuando n — oo con lo que se termina la demostracién. O

Veamos los siguiente resultados correspondientes para sumas directas

Teorema 2.2.5. consideremos Y1, ..., Y, espacios normados. Luego, Y1 & --- DY, es
uniformemente convexo si y solo si cada Y; es uniformemente convezo.
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Demostracion. (=) Supongamos Y] @ - -- @ Y, es uniformemente convexo. Dado que
los X; es isomorfo e isométrico a un subespacio de Y7 & --- @ Y,,, se tiene que cada Y;
es uniformemente convexo.

(<) Supongamos que cada Y; es uniformemente convexo. Fijamos € > 0 y consideremos

(1, s xn), (Y1y -+, Un) € Syie--ay, tales que |[(x1,...,2,) — (Y1,...,yn)|| > € Sea
: 2 _ &2 2 2
B={ie{l.n}; o=l = Sl + Iul”) }

2
notemos que B # & pues de los contrario, tendriamos ||x; — y;|| < EZ(HZ‘ZHQ + llwill?),

para todo i € {1,...,n} sumando en i obtendriamos

n 2 €2 n 2 2 €2 €2
il —wll” < S ™ + lwll”) = 51+ 1) =5

luego |[(x1, ..., xn) — (Y1, - yn)|| < 75 esto serfa una contradiccién. Observemos tam-
bién que ||z; — yil| > gmax {||zi]| , ||lyi||} para cada i € B.

Sea A(t) = min{dx,(t),...,0x,(t)} (0 <t < 2). Parat = §, consideremos una cons-
tante 7s,<  por el lema 2.1.1 se tiene.

2 2 2
[[all” + [lwsll
< (1 =250 ( 5

2<<wmf+nww>
- 2

1

siempre que 1 € By

1

para cada i € {1...n}. Luego

1 2 n 1 2
1_"5(($17,$n>+(917,yn)) :1_2 E(xz—i_yz)
=1
o Dl vl || ’
lal” + llwsl® |1 ’
ZZf— 5(1’1’4—3/1')
i€B
lz:ll* + llyill*
S oy i

i€B
Ademéds si C' = {1,...,n} \ B entonces
2 2 2
S ot =l = s 20) = G2 = 3 s — il
i€B ieC

2
€ 2 2
23—Z§OWH+WM)

i€C

[\

> S (el = - S =
- 4 — 2 2
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Luego,

1
2
€
2 —wil* ] > —=.

De ahi,

: :

€
> ||$i||2> : (Z |Ixill2> > —=
(iGB 1€B 2\/5

por lo tanto,

2

1 [EAls + yil” €
2 Z 2 72,§,>\E
cB

_((xh'”axn)—i_(yl?"'ayn

|
2

asi mismo se tiene

1
1 €2\ 2
H§<<x1,...,xn>+<y1,...,yn>>H (1—72,2, 16) <1

Esto demuestra que Y; & --- @Y, es uniformemente convexo. O

Observacion 2.2.3. El ejemplo 2.1.2 nos muestra que el resultado anterior puede ser
falso si consideramos sumas directas infinitas.
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Capitulo 3

Teorema de Enflo

3.1. Arboles en espacio de Banach

Definicién 3.1.1. Consideremos X un espacio de Banach. Dado un real € > 0 y un
enteron > 1, un (n,€)-arbol en X es un conjunto de la forma

T, = {Z'o} U {Z‘elp. 1 <k<n,e= j:l}

€KY
tal que:

T_1+x x 1+t
(1) x, = % YTey ey = SRR Tl 5 61""’6’“’“, para 1 <k <n-—1;

(2) fol - $+1‘| Z €y ”xﬁl,m,fk,*l - $617~-~7€k,+1H 2 € para 1 S k é n — 1.
Un (o0, €)-arbol e X es un conjunto de la forma
Too — {Io} U {CL’ELMQ; k Z 17 G,L' = :]:]_}

Tal que las condiciones anteriores (1) y (2) se verifican para todo k > 1.
Podemos observar tales arboles de la siguiente manera:

A% N

x
T_y-1 X_1,+1 Xi1-1 1+l

- \ - Ty -
- - 3 » -
L * = - - X
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El punto x, se dice que es la raiz del arbol y cada vértice a sale de exactamente dos
ramas que conducen a dos vértices b y c:

VAN

La condicién (1) nos dice que a es el punto medio del segmento de recta que conecta
b con ¢, la condicién (2) nos dice que el segmento de recta tiene una longitud mayor
o igual a e. diremos que (x,) es un O-parte del drbol, (x_1,x41) es un l-parte del drbol,
(T1-1,%-141, %411, T4+14+1) €s un 2-parte del drbol y asi sucesivamente.En general,
para k > 1, un k-parte del drbol es una secuencia de 2* elementos obtenidos ordendndo-
se los 2% elementos del conjunto {Ze,.., e ;6s = £1} en el orden lexicogréfico de sus
indices. En situaciones en la que estamos especialmente interesados en una determina-
da k — parte de un arbol es comtn usar una indexacion lineal, denotando un k — parte
del arbol por

(alaaf27 ...,(lgk),

por ejemplo. Con esta notacién, de la propiedad (1) se tiene que

aq + (05} Aok _1 + Aok
5 ey 5

es exactamente un (k — 1)- parte del arbol.
Ejemplo 3.1.1. El espacio I, y el conjunto
T, ={(0,0,...,0)} U{(€1,...,€,0,0,...,0); 1 <k <n,e==%1}
es un (n,2)-drbol, que estd contenida en la bola By . Ya en el espacio lo el conjunto
Tw ={(0,0,..)}U{(e1,...,€,,0,0,...); k> 1,¢ = %1}
es una (00, 2)-drbol contenida en la bola By .

Definicién 3.1.2. Diremos que un espacio de Banach X posee la propiedad del
Arbol Finito (P.A.F) si, para algin 0 < € < 2, existe un (n, €)-drbol T,, incluido en
By, Vn>1

Definicién 3.1.3. Diremos que un espacio de Banach X posee la propiedad del
Arbol Infinito (P.A.I) si, para algin 0 < € < 2, eziste un (00, €)-drbol Ty, incluido
en Bx.

Por lo que se vio en el ejemplo 3.1.1, [, es un ejemplo de un espacio de Banach
que tiene la P.A.I. Veremos en adelante que ningtn espacio de Banach reflexivo tiene
la P.A.I. Sin embargo, es posible que un espacio de Banach tenga la P.A.F, como se
muestra en lo siguiente

Ejemplo 3.1.2. Sea el espacio de Banach
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(),

Dado que cada [2, es reflexivo, se sigue del lema 1.2.2 que X es reflexivo. Como
X contiene una copia isométrica de cada I3, y dado que By contiene un (n,2)-arbol
(Ejemplo 3.1.1), tenemos que Bx contiene un (n,2)-arbol, para cada n > 1 .Luego, X
tiene la P.A.F.
Veamos ahora la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1.1. Las propiedades de drbol son invariante mediante isomorfismo
(no necesariamente isométricos).

Demostracion. Sea X e Y espacios de Banach e isomorfos via la funciéon g : X — Y.
Luego existen 7 > 0 y R > 0 tales que

rllzll < llg(@)ll < Rl[z|| para todo = € X

Asi, observamos que ¢ trasforma un (n,e€)-arbol en Bx en un (n,re)-arbol en RBy;
multiplicando este tltimo drbol por R}, se convierte en un (n, %)—érbol en By . Anélo-
gamente, g~ ! trasforma un (n, €)-arbol en By en un (n, %)—érbol en ' By; multipli-
cando este ultimo arbol por r, se trasforma en un (n, ”—}g)—érbol en Bx lo mismo ocurre
con (oo, €)-arboles. esto demuestra la proposicion. [

Con el finalidad de demostrar que ningin espacio de Banach reflexivo tiene la
P.A.1., enunciaremos una proposicién y un lema siguiente.

Proposicion 3.1.2. Consideremos K un subconjunto convero y compacto de un es-
pacio localmente convero X y U un subconjunto compacto de K. los siguientes son
equivalentes:

(a) K =2o(U);
(b) E(K)cU.

Demostracion. (a) = (b): El teorema de Milman (ver [12], pag 76, Teorema 3.25) nos
garantiza que si F' es un conjunto compacto en un espacio localmente convexo X y
¢o(F') también es compacto, entonces todo punto extremo de ¢o(F') estd en F'| es decir,
E(co(F)) C F. Luego poniendo F = U, se tiene de (a) que E(K) C U.
(b) = (a) Por el teorema de Krein-Milman (ver [12], pag 75,Teorema 3.23) y por (b),
K =¢(E(K)) cco(U) C K donde K =co(U)

[

El siguiente lema es debido a Asplund y Namioka.

Lema 3.1.1. consideremos K un subcongunto convexo, separable y w-compacto (débil-
mente - compacto) en un espacio de Banach X. dado € > 0, existe un subconjun-
to convezo y cerrado C de K diferente de K tal que diam(K \ C) < €, es decir,

sup ||z —yll <e.
z,ye K\C
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- A w A A
Demostracion. Hagamos D = E(K) . Dado que D C K y K es w-compacto, se tiene
que D también es w-compacto, en la cual es un espacio de Baire en la topologia débil.
fijemos € > 0. Como K es separable, K puede ser cubierto por una familia numerable

de bolas cerradas (B,,) de radio 3 Observemos que cada (B,,) también es w-cerrado.

o0
Como D = U (B,ND)y B,ND es w-cerrado para cadan > 1. El teorema de Baire nos
n=1
garantiza que existe n, > 1 tal que (B,,ND) tiene interior no vacio relativo a D provisto
de la topologia débil. Luego, existe un conjunto w-abierto O tal que @ # O N D C
B,,ND. Pongamos U= D\ O, que es un conjunto w—compacto. Haciendo K, = co(U ),

obtenemos que K; # D. de hecho, si tuviéramos eo(U) = D = E(K )w, entonces la
proposicién anterior garantizaria que F(K) = E(E(K)) C E(E(K) ) c U, lo J, 1o que no
puede ser posible ya que O es w- abierto y O N E(K) + @ (donde O N E(K) # @)
ademas, observemos que E (K ) ¢ K pues de lo contrario, tendriamos por el teorema
de Krein-Milman que K = co(E(K)) C @(K;) = K, lo que seria una contradiccién.
fijamos entonces un x, € E(K’ ) — Kl Notemos que no podemos tomar Kl como
siendo C' la conclusién de lema pues nos garantiza de que el diametro de K \ K, sea
pequetnio. Hagamos ahora K, = co(ON D) Afirmamos que K= CO(K U Kg) De hecho
como K es convexo y contiene a K, U Kg, tenemos que co(K1 U Kz) c K. Por otro
lado, como K, y K, son convexos y compactos, se sigue que co(K 1 U Kg) es compacto
(ver [12], pag 72, teorema 3.20 (a)). Luego como E(K) ¢ D C K; U K, tenemos
K = @(E(K )) C co(K; U K5). Esto demuestra la afirmacién. Como consecuencia,
todo punto k € K tiene una descomposicion.

(1) k=M 4+ (1 —=Nky; 0< A< 1, kg € Ky, ky € Ko

Definamos A,., el conjunto de puntos de K que admiten una descomposicién de la forma
(1) para algin A > r (0 < r < 1). demostraremos que si r es muy pequeno entonces se
puede escoger C' = A, requerido. Asi:

(a) A, es cerrado: sea k, una sucesién de puntos en A, que converge en un elemento
k € K. Para cadan € N, sea k, = A nkin + (1 — Ay)ks,, una descomposicion
(1) de k,. Como K, y K, son w-compactos, existe una sucesién estrictamente
creciente (n;)jeny de nimeros naturales para cual existen k; € K1 v ko € K2
y A € [0,1] tales que ki,, —> ki, ko, —> k2 ¥y Ay — A. Luego, haciendo
Jj — 00, tenemos que k = Ak + (1 — Nk con A > 7, donde k € A,.

(b) A, es convexo: si k, k' € A,, entonces k = My + (1 = N)ka y k' = Nk + (1 = Xk,
con \, N >r ki, k| € Ky ko, K € K. Luego,

€A,

k+E A+ XN Ak1+)\’k’1+ 1_>\+X (1= Nka + (1 = Nk
2 2 A+ N 2 (1=XN)+(1-X)

€ f(g. Como A, es

A4 N Moy +NE, (1= Ak + (1= )&
> 2 0
)—T’ an MY AT T o W

cerrado, esto demuestra que A, es convexo.

dado que

47



(¢) A, no es todo K: dado que z, € E(K) C K, U K, y x, ¢ Kl, tenemos que
T, € K2 como r, € E(K) y K1 U Kg - K la tinica descomposicion para x, en
la forma (1) es z, = 0.k; + 1.z, (k1 € K, cualqulera) Luego x, ¢ A, para todo
0<r<1.

(d) SiM = sup{||x|| S f(}, entonces el diam(K\A,) < ey 0 <r < QLM: Primero
observemos que como Ky = 2o(O N D), se tiene que Ky C B,, (pues ON D C

. 2 A
B,,ND C By,,). luego, diam(K,) < 36 Ahora sean k, k' € K\ A, y consideremos

sus respectivas descomposiciones k = Ay + (1 — Mky y &' = VK| + (1 — Nk,
con A<ryXN<rky,kl€ K, y ko, kb € Ks. Por lo tanto,

1k = Kl = |Aky 4 (1 = A)ka = NE — (1= N)ks|
= [[Aky = Ny 4 (1= M) (k2 — k3) + (A = A)ks|
S Al + XN F A+ (1= ) [k = Kol + [N = Al [

2
§37"M—|—§§6.

Con esto se termina la demostracion del lema.
Ahora podemos demostrar lo siguiente ]

Teorema 3.1.1. consideremos X un espacio de Banach reflexivo entonces X no tiene
la P.A.IL

Demostracion. Por contradiccion, Supongamos que X posee la P.A.I, es decir, que
existe un (0o, €,)-4rbol T incluido en By. Sea K = @(T). notemos que K es separable,
dado que T" es enumerable, de modo que las combinaciones convexas de elementos de T’
con coeficientes teniendo partes reales e imaginarias racionales, forman un subconjunto
enumerable y denso en K. Como X es reflexivo, Bx es w-compacta, por lo tanto,

€o
K satisface la hipétesis del lema anterior. Sea ¢ = g y sea C' un conjunto convexo

cerrado dado por el lema anterior. El conjunto K \ C debe contener algin punto del
arbol de los contrario, todo el arbol estaria incluido en C donde K = (' lo cual no
es posible pues el lema garantiza que C =+ K. consideremos entonces Ze,.... e, UN punto

s€n

del arbol que pertenece a K \ C'. Luego, como Terren = mel""’en’1;—$61""’6”’+1 con
€ . oA .
1Zeren = Tercntll Z 55 1Teen = Tarcnni| = 5y diam(K\ C) < ¢, se tiene
2 2

Zeyoen—1 Y Zey,. en+1 10 pueden esta en K \ C. Luego ambos estan en C. Como C
es convexo, su punto medio z., ., también esta en C, lo que no es posible. Esta
contradiccién termina la demostracion del teorema. O

Ahora veremos que ningin espacio uniformemente convexo tiene la P.A.F

Teorema 3.1.2. Sea X de Banach uniformemente convezo, entonces X no tiene la

P.A.F

Demostracion. supongamos que X tiene la P.A.F, es decir, para un cierto 0 < € < 2
existe un (n, oo)-arbol incluido en By para cada n > 1. Dado que X es uniformemente
convexo, 30 > 0 de modo que
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(1)xy€BXny—yH>6:>H H<1—(5

afirmamos que

1 T+y 1 Tty
2 eB - > €= > — > —
@ aw e By o=l 2 o= ol = 75 [ S5 o 1 2 125 5|
. , L Wz +y
En efecto, Fijamos z, y como en (2) es evidente que podemos suponer que 13 5
0. supongamos por el absurdo, que
1 T4y 1 Tty
< — < —
ol < 5 |52 o ot < 25|52
pongamos ¢ = max {||z|, |ly|]|} € (0,1]. EntoncesggeBXyH——— > - >e Por
c c
2+4 1 x+y T4y
1), [[<—<|| <1 -6 dond —<1—(5 1-9
W <16 donde |32 < -1 < -0 H 2

una contradiccién. esto demuestra (2). Consideremos n > 1 un entero tal que

n—1
(1—i5> € > 2

y consideremos un (n,€)-arbol 7}, incluido en Bx. por lo menos uno de los vectores
. € . .
en l-parte de T, tiene norma > —, ya que la distancia entre ellos es > ¢€; sea z; tal
2

vector. En 2-parte de T,, existen dos vectores que distan del uno al otro por lo menos
€y cuyo punto medio es x;. Por (2), por lo menos un de esos vectores tiene norma

> — 53 ; sea x9 tal vector. De la misma manera, el 3-parte de T,, contiene un vector

2
1 €
T3 con norma > (1—(5 —. Continuando este proceso, obtenemos un vector x, en

2
€

1 n—1
n-parte de T, con norma > (1—5) 3 > 1, que es una contradiccion. O

3.2. El Teorema de Enflo

Enseguida presentaremos el resultado central de este trabajo

Teorema 3.2.1. Un espacio de banach X admite una norma uniformemente convexa
equivalente si y solamente si X no tiene la Propiedad del Arbol Finito (P.A.F)

La condicién necesaria se obtiene de la proposicion 3.1.1 y del teorema 3.1.2. La
demostracion de la condicion suficiente se basa en 5 lemas, que presentaremos a conti-
nuacion . Antes veamos la siguiente definicion

Definicién 3.2.1. Consideremos X un espacio de Banach, z € X ye > 0 El par orde-
22

|| H 22|l

€. ener definido un (n, € )-particion de z, diremos que — coordenada (21, 29, ..., Zon+1
Alt d d , t de z, d ol denad 329y eeey 29

nando (z1, z2) es un (1,¢€)-particion de z si z = 21+ 29, ||21|| = ||22|| ¥
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c2j-1 %)

2251l |l224ll
1 <7 <2" yun2™-coordenada (z1+ 22, 23+ 24, ..., Zon+1_1+ 2on+1) s un (n, €)-particion
de z. Si (21, 22, ..., 29n) es un (n,€)-particion de z, entonces para todo 1 < k < n, se
tiene un (k,€)-particion de z dada por (z1 + 22 + ... + Zogn—k, Zon—k 1 + Zgn—kyg + ... +
Zgn—k+1y «eey Zon_gn—kt1 1 F oo Zon_gn—k, Zon_gn—k 1 +...29n) €s dicho un k—coordenada de
(n, €)-particion (z1, za, ..., zan). Por comodidad, diremos que (z) es un (0, €)-particion
de z

> €, para cada

es un (n+ 1,€)-particion de z si ||za5-1] = |22,

Se puede observar un (n, €)-particién de z juntamente con sus k—coordenada atravez
de una estructura de arbol, Por ejemplo, a continuaciéon mostramos un (3, €)-particién
(z1,...,28) de z junto con su 2-coordenada (1, ...,¥4) v a su l-coordenada (x1,z3) y a

su 0-coordenada (z)

N/
VAVAVAVAN

Zy Z3 Zy Zg Zg Z7

Para cada pieza de este arbol de forma
a
b C

> €. En particular

Hi <
0]

se tiene que a = b+ ¢, ||b]| = ||| ¥

2 =1+ X9

(1 +y2) + (Y3 + va)
= ((21 + ZQ) + (23 + Z4)) + ((215 + 26) + (27 + Zg))

Observacién 3.2.1. Si ||z|| = 1. Un resultado valioso que utilizaremos en el primer
lema es como un (n, €)-particion (z1, 2, ... + zon ) de z produce un (n, €)-drbol. Para eso
es suficiente multiplicar cada k-coordenada de la (n,€)-particion (z1, 2, ... + 2zon) por
2k (0 < k < n). En la visualizacion de las particiones dada anteriormente, podemos
obtener una (3, €)-drbol de la siguiente forma
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N

VA NVAN
VAVAVAVAN

Z4 ZE

Para demostrar que dicho procedimiento verdaderamente produce un (n, €)-arbol, con-
sideremos un pedazo de ese arbol de la forma

2%q

Y

Jktlp 2k+1c

Como a = b + ¢ observamos que 2*a es el punto medio de la recta que une 2816 con
2FF1c que establece la condicién (1) de (n, €)-arbol (Definicién 3.1.1). Verifiquemos la

1
condicién (2) de (n,€)-arbol. Asumamos, por induccién, que |la|]| > — (observemos

ok
que esto es verdadero si k =0 pues a = z y ||z|| = 1). Luego,
1
o < llall =10+l < ol + llell = 2|l = 2 ][],
donde
ol = el > s
De ahi
||b _ CH < 2k+1 Hb CH _ 2k+1b . 2k+lc ’
H ol ||b|| | |

demostrando que el segmento de recta que une 28t1p a 2¥+1¢ tiene una longitud mayor
o igual a e.

El primer nos afirma que si X es un espacio de Banach que no tiene P.A.F., entonces
su norma original satisface la desigualdad triangular iiniformemente mas fuerte”, que es
valido para vectores que forman particiones. Lo que se requiere es relacionar particio-
nes y partes de arboles. Este es el inicio de la construccién de la norma uniformemente
convexa equivalente buscada y, observemos que es un inicio ”coherente” dado que la
principal caracteristica de dicha norma es también una desigualdad triangular Unifor-
memente mas fuerte 7, el cual es valido para vectores de la esfera unitaria. Veamos el
dignificado mas preciso de estos hechos.
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Lema 3.2.1. Consideremos un espacio de Banach X que no tiene la P.A.F, Luego,
para cada € > 0 existen n € N y 6 > 0 tales que si z € X y (x1,29,...,Tan) €S una
(n, €)-particion de z, entonces

271
Dol = (1 +6) 2] -
=1

Demostracion. Supongamos que el resultado es verdadero Vz € Sx, Sea (yi, ..., Yan)

una (n, €)-particién de y € X \ {0}. Entonces (”y—lH, o ﬁ) es una (n, €)-particién de
Y Y
i= € Sx. Por hipdtesis,
[yl

2, 2n
5 ] = 0 8 s decir, Yl = 140
i=1 i=1

Luego, podemos Asumir ||z|| = 1.

Afirmacién existen n € Ny 6 > 0 tales que todo (n,€)-drbol en X tiene un vector
de norma > 1 + 2"9. En efecto supongamos que esto es falso. Fijamos 0 < € < e.

Dado que X no tiene la P.A.F, existen n € N para el cual no existe una (n, €)-arbol
/

—€
2n /
ny 0, existe una (n, €)-arbol T" incluido en (14 2"0)Bx. multiplicando este arbol T" por
t= lena = % > 0, obtenemos una (n, € )-drbol 7" incluido en Bx lo que contradice la
eleccion de n.

Sean, ahora n y  como en la afirmacién anterior. Consideremos (1, ..., z3n ) una (n, €)-
particién de z. Sea T un (n, €)-drbol producida por esta particién como en la observacién
3.2.1. A través de nuestra afirmacién algtin vector de T tiene norma > 1+2"§. Luego lo
mismo es verdadero para algin vector de n-parte de T, donde existe i, € {1,...,2"} tal
que [|2"z;,|| > 1+ 2"9. Dado que ||z;|| > 5= para todo i € {1,...,2"} (ver observacién
3.2.1.), concluimos que

incluido en Bx. Sea § = > (. Como estamos negando la afirmacién, para dicho

271,

1 1 1
D llwill = llall + - i |+ el > o+ + (2—n+6) ot g = (14 0) 2]
i=1

lo que demuestra el primer lema. O]

Para el siguiente lema veamos la siguiente definicion

Definicién 3.2.2. Una funcion real v € X — |x| € R es llamado funcién longitud
en X si verifica lo siquiente:

(o) Vze X, |z2| >0y |zl =0 2=0
(b) laz| =lallz], Ve X yaeR

Lema 3.2.2. consideremos X un espacio de Banach que no tiene la P.A.F. Sea € > 0
y tomemos unn € N y d > 0 como la conclusion del lema anterior. Supongamos que
0<d<e< %. Entonces existe una funcion longitud en X y un 61 > 0 tal que

(a) (1=0)lz]| < o] < (1= 3) |-
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(0) llzll = llyll = 1y llz — yll = € entonces & +y| < |x] + [y| — 01.
Demostracion. Vz € X y V0 < k < n, Sea Qk(z) el conjunto de todas las (m,€)-
particiones de z con 0 < m < k. Para cada P = (uq,...,usm) € Qn(z), se define

2m
5
N(P) = N 1
1+ (1414 ..+ %)

ademas de eso definimos
inf N(P)
PeQn(2)

) N(P) para todo P € Q,(z), se tiene que

9 \ !
12 (143) Bz a- o)l

Teniendo en cuenta un (0, €)-particién (z) de z, tenemos que

< M) = o < (1-5) el

2] =

Dado que [|z]| < (14 20

Luego, la condicién (a) del lema se verifica. Asi es obvio que la funcién z — |z| cumple
la primera condicién de la funcion longitud. Demostraremos la segunda condicién

jz| = inf N(P)= inf N(aQ)=la| inf N(Q)=|al|z]
PeQn(az) QEQn(2) QEQ(2)

siempre que z € X , a € Ry «a # 0, Luego resta probar la condicién (b) del lema. Para

ello precisaremos el siguiente hecho de que

inf N(P). (%)

2| =
PEanl(z)

De hecho, si @ es una (n, €)-particién de z entonces el lema 3.2.1 implica que
(A+0) =l o =]l
> = N((2))

1+6 |z
N@) 2 51 i 25 270"
1+5(14+5+ ..+ ) 1+ 20 143
Fijemos z,y € X tales que ||z|| = ||y|]| = 1y ||z — y|| > €. Entonces (z,y) esun (1, €)-
particién de x+y. Elijamos v tal que 0 < v < 2';++2. Por (), existen una (k, €)-particién

(U1, ..., ugr) de z y una (I, €)-particion (wy1, ..., w; ) de y con k,l € {0,...,n — 1} tales

que
ol
[Jwql
=1
-7

Qk
Qlluill

x| > = - > :

2 1+3(14+14+..+ %) 7y Iy 1+3(14+1+..+4)
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Sin perdida de generalidad, podemos asumir que k£ < [. Denotemos por (wy1, ..., Wy o)
una k-parte de la (I, €)-particién de y, Luego

2k

Z [l 2 Ml

149 (1+ + .. +4l)_7—1+ (1+i+..+D)
ok

5™ [l

i=1
> -7
1+g(1+4_11+"‘+4’“%+3.4++1)

ly| > —

Sea un (k 4 1, €)-particién (uq, ..., Ugk, Wk 1, ..., Wy 21 ) de & 4y asociada a (1, ..., Ugw) ¥
(Wi, ..., W or ). dado que k 4+ 1 < n se tiene que

Z||u2||+2||wk2||
- l—l— (1+Z+...+m)'

|z +yl <
Resumiendo tenemos :
2k
2 il
1+2(14+1+..+ 4%

.|JZ|> )_’7

ok
> [[wll
=1

P 1 1 -
1+§<1+Z+“'+3.47+1>

° [yl >

2k 2k
=2 uill =2 llwell
=1 + =1 )
I+t ) 1444+ )

o —|z—y|l=
Luego,

2k 2k
2 i | Zl [[wi|
|z + |y — |z +y[ > 5 — 1 iyt =
L+ (454 +35) 1+§(1+i+~--+4ﬁ+3.4++1>

2k 2k
= [l = |lw
i=1 =1

- +
1+§(1+;+ +4k%) 1+3(Q+3+.+ 5

1
—ZII il T 5 T
1+51+ 4 %) 1+5(1+...+4m)

1 1
= ) gl -
; T34+ ) 14+3(0+ o+ i + i)

— 2.

)Y

Afirmamos que
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2k 2k

LY il <140y 1< [lwgll <1+,
i=1 i=1

De hecho, demostraremos solo el primer caso, el segundo es andlogo. Como |z| <
(1—=2)|lz =1 -2, se obtiene |z| +~ < 1, donde

2k
B} 1 1
1:||x||§;”ui”< (1+§(1+Z+“‘+4_k)>(|x|+7)<1+5

1 1
2]+ lyl = e +yl > — Ty~

(1+96) 1 1
1+ 8 (14t 1) L2+ o+ g + 57)

4

5 1
— 2y = 5 1 2 5 1

(T+201+ 4+ 2) T+ 31+ + 157))
o
. 1
e [—
1+23(1+ ...+ 749)) (1+§(1+...+4,€%+3_4++1)>

— 2.

Cada parte del denominador de la primera fraccion después de esta ultima igualdad
es <1+ %(5 < % (pues § < %) en cuanto a cada parte del denominador de la segunda
fraccion es > 1. Ademas, 1 +§ < % yy < g.ﬁ. Con todo esto tenemos lo siguiente

2]+ [y] - | > 9 ¢ 1 94§ 1 9 o 1
x — |z — ——— ——— e — 2~ ——
Y Y2062 a1 T 823 akT T Tk
01 6 1
T 9 4k+3 T 9 gnt2”
Luego, 6, = 2;;“2 > (0 se resuelve O
Lema 3.2.3. Consideremos un espacio de banach X con norma |.|| que no tiene la

P.A.F. sea e >0 y tomemos un n y § como en la conclusion del primer lema. supon-
gamos que 0 < § < € < %. Luego es posible introducir una norma ||.||5. en X tal que
verifique lo siguiente :

(@) (1—8)|le]] < llzll, < (1 - §) el

(b) llzll =yl =1 y ]z = yll = 5 = ||z +yll5. < |l2]l5c + [[yllsc — €61 donde by es el
mismo de la conclusion del sequndo lema.

Demostracion. Por el lema 2, existe una funcién longitud |.| que satisface lo siguiente

@ (=9l <lol < (1-3) el
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(b) llzll = llyll = 1y [lx =yl = € entonces [z +y| < [z] + |y[ — &

Sea x € X arbitrario. Dado g, : 0 = z1,x9,...,2; = x un poligono que conecta 0
con x, Pongamos |g,| como la longitud de g, medido por la funcién de longitud; més
precisamente:

l
|§x| = Z |$z - iUz'—1|-
i=1

de la misma manera, pongamos ||g,| como la longitud del poligono g, medido por la

I

norma de X, es decir, ||g.| = Z |z — zi_q]|-
i=1

definimos

[2llse = inf |ga|

donde P, es el conjunto de todos los poligonos que conecta 0 con .
Consideremos el camino poligonal trivial g, : 0 = z,,z; = x, observamos que

)
ol < Jo =0l =lol < (13 )
Ademas si g, : 0 = z,, ..., ; = x es cualquier poligono que conecta 0 a x, se tiene

l

Z(% - xz‘—1)

1=1

! !
(1 =0)[lefl = (1 =) S@Q=0) o —ziall £ Y loi = zima| = |gs
i=1 i=1

Entonces, se verifica
(L =) flzll < |/l
También la propiedad (a) se verifica. Asi, se cumple que ||z||;, = 0 si y solo si z = 0.

siz € X y a# 0 entonces

||O‘x||5e = inf |§am| = inf ‘afm’ = |O‘| inf ‘fm| = |a| ||x||5€

gazepoza: fzePz fzePz

Siz,ye X, 9, :0=a4,..., 20 =2y Gy : 0= Yo, ..., Yy = ¥ son caminos poligonales que
conectan 0 a z y 0 a y, entonces gyiy : 0 = To, ..., i + Yo = 2, 01+ Y1, ..., Ty + Y = T+ Y
es un camino poligonal que conecta 0 con = + y, donde

12+ Yllse < [Gasyl = 192] + 19yl
tomamos el infimo en g, € P, y después en g, € P, tenemos

2+ yllse < llllse + Nyl

Por lo tanto ||.||;, es una norma y solo falta demostrar que se verifica la propiedad (b).
Asumamos ||z|| = |ly|| = 1y ||z — y|| > 5e. Fijamos v > 0 tal que § + v < €. considere-
mos gy : 0 =2, ...ty =2 en P,y gy, : 0 =19,,...,ym = y en P, tales que

(1) 1gal < 2llse + 7y 190l < Mlyllse +7

Afirmamos que

2) 1<gell <l+eyl<|gyll <1+e
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De hecho, dado que ||z|| = ||y|| = 1, se tiene 1 < ||g,|| v 1 < ||gy|| ademas,

. . 0
(= D)1l < o < el +9 < (1-3 )+

donde

1-4+
1<l € =2 <1404y <1+e

Asimismo 1 < ||g,|| < 1+e.

Podemos asumir sin perdida de generalidad que ||g.|| < [|g,l-

Introduciendo como méaximo m puntos en la trayectoria poligonal ¢, que subdividen
sus segmentos y como maximo [ puntos en la trayectoria poligonal g, también subdi-
vidiendo sus segmentos es posible obtener trayectorias ¢, : 0 = 2/, ...,2, =z en P, y
Gy 0=y .,y =y en P, de modo que

(3) Ml = lwill v [Jof = 2] = |l = vjal] (<5 < minds,r}).
En efecto, si ||z1]| < ||ly1||, pongamos | = x; y escojamos y; € [0,41] tal que ||y} =
[z1]] = llzi[l. St [[z1] > |lsll, pongamos ) = y1 y escojamos 7 € [0,z1] tal que
|24 = lly[l = [ly1]]-asf tenemos 27 y y;.

suponiendo ya construidos ¥} y y;, construiremos x’;,; y ¢}, ,. Sea i el menor indice tal
que x; ¢ {x’l, s m;} y k el menor indice tal que y;, ¢ {yi, ,y;} entonces tenemos 3
posibilidades :

= Hyk — yzH : en este caso pongamos ¥, = T; ¥ Yiyq = Y-
(b) sz — T} ‘ < ||yk — y;H sean ¥, el tinico vector en el segmento [y;-, yk} tal que
1 = il = lli = 25| v pongamos 7., = .
(c) Es similar a (b)
finalmente, después de agotarse los ' y los ¢/ (lo que sucede primero, completamos la
construccién con los puntos restantes.
Sabemos que si dividimos el segmento [d, ZA)} en dos segmentos [a, ¢] y [é, IA)} , entonces

la longitud de [d, I;} es igual a la suma de longitudes de [a,¢] y [6,6 en relacion a la
norma:

b—a + & —al|.

fi-

ello implique que

@) gl =1g.ly

Apesar de que la funcién longitud |.| no es una norma , se cumple lo mismo

ayll = lgyl-

p—a

b—éyué—m
y como consecuencia

B) 192l = 13.] v |ay] = 19|
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Ahora, podemos escribir b como b= a + t(¢ — a) para algun k > 1. Luego,

= (k=1)[e—al,

‘B—a‘ —kle—a|y ‘l;—é
donde

~

b_a

’B—é‘+|é—&|:(k—1)|é—d|+|é—&|:k|é—d|:

Luego, dado que asumimos ||g,|| < ||gyll, se sigue de (3) v (4) que s < r, de manera
que mim{s,r} = s. Dado que 1 < ||Z.|| < (por (2)), se sigue de (3) que
la suma de las longitudes de los segmentos de g, que conecta y a y, tiene un tamano
menor que € en la norma. Ello nos da

6) Ml —yill = llz =yl = lly — ysll = 4e.

Sean

i) = Wi =i > el — i)}

I=A{1,...s}\ J.
Usando (2),(3),(4) y (5) tenemos que

de < lz—yll =D (2l =) = > (W —viy)
=1 =1
< |l =) = W=y + D @ = 2y) = = i)
el ieJ
< el =l ||+ Dt — 2|+ 19— v
i€l ieJ
<ellgal + 23 ot — 2| <26+ 2> ||2h — |
icj icd
donde
CEDCEEHEY
€]

También se tiene Vi € J, se tiene del segundo lema

(2 — 7

|(y§ —Yia
i Yi—1
(i = yial

1) (v — vi_1) |($2 - 532—1’
IR 7 [ R [

+

/
H:L‘ —
donde
}(I; —x )+ (Y — yé—l)‘ < |x; - x;_1| + }y; - yvl;—1| - HI; - %—1“ 01
Luego, por (7)
(8) ZiEJ ‘(:z:; — )+ (Y — yg—l)‘ < Zie] ‘x; - ‘T;fl‘ + ZieJ ‘yé - yz{fl‘ — €01

Escribimos J = {ky, ..., k;} con k; < ... < k;. Construiremos un ca,mimo poligonal h,,
que conecta 0 a x + y del siguiente modo
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(o) Vayamos de 0 a x},_, + ¥;,_; caminando primero con los 2" y luego con los 3/, y
3 / /.
luego vamos directamente a xj, + y; -

/ / ! / / / / !
0,27, ..., Ty 1T 1Y Ty 1+ Yiy 15 Ty T+ Ypy

/ / / / : :
(e®) En general, vayamos de xj, +y;, a 7}, 4 + Y, caminando primero con los
/ / 4 : / / .
2" y luego con los ' , después nos vamos directamente a Ty T Uy
/ / / / / / / / / / / /
Ll + Yki» Thyt1 + Yiyo -+ xk‘i+1_1 + Yk xki+1_1 + Y15+ xki+1_1 + yki+1_1’ Ll + Yk

(o o o) finalmente, vayamos de x} + y; a = +y caminando primero con los z’ y luego
con los y/:

/ / / / / / / / / /!
T T Yk Thyg1 T Yy s Ts T Yy T T Ypy 15 0 Tg T Y = T+ Y.

De esta manera, usando (1),(5) y (8), tenemos que

I+ yllse < Vhawyl = D | = 250) + (45 = wi)|

ieJ
D R A R D [T A
ie{1,..,s]\J ie{1,r P\J

S N S e B e AR AR
=1 =1
= 9| + ’gy’ — €0 < H%‘H5E + Hy||56 — €01 + 27.

Dado que v > 0 y arbitrario, queda demostrado el lema. O

Lema 3.2.4. Consideremos X un espacio vectorial provisto de normas |.|| y |||l

Supongamos que Yy € X se tiene que |lyll, < |yl < 2||yll,. Supongamos también

que existe una funcion real §(€), con d(e) > 0 si € > 0, tal que si ||y|| = ||z =1 y

ly — z|| > € entonces ||y + 2|, < llyll, + lIzll, — d(€). entonces, ||.||, es una morma

uniformemente convezxa.

Demostracion. Vemos que para cualquier norma ||.||; en un espacio normado se tiene

que lyll, =zll;, =1y 1> |y — z||; > € > 0 implica que inf ||ay — z||, > %: de hecho,
acR

pongamos h(m) = ||my — z||; (m € R).

Afirmacién, h es una funcién convexa de m:

Es suficiente demostrar h(km + (1 — k)n) < kh(m) + (1 — k)h(n); incluso, observemos
que

h(km+ (1 —k)n) = ||[(km+ (1 — k)n)y — z||;
= [[kmy — z + (1 — k)nyl|,
= ||kmy — 2+ (1 — k)ny + kz — kz||,
< Vmy — kel + (1 — Ky + bz — ]
— kllmy — el + (1= k) Iy — 21l
= kh(m) + (1 — k)h(n).

Observemos que h(0) =1 > ||y — z||; = h(1) > € > 0. Por lo tanto, como h es convexo,

no existe m < 0/ h(m) < g, de hecho, por la convexidad de h obtenemos:
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h(0) = h(m) _ h(1) = h(m) _ h(1) = h(0)
0—m - 1—m - 1-0

€
Luego, si existiera un m < 0 tal que g(m) < 5 tendriamos

€ 1— €
0< 2 S 2
_m —_—
_ L= h(m) _ lly = 2l — hm)
-m - 1—-m

<|ly =zl =1 <0,

[

lo que es un absurdo. Luego h(m) > =, Vm < 0. Por otro lado si |m — 1| < 5 tenemos

[\D

hm) = lmy — 2lly = ly = =+ my — 2, = ly = =+ y(m — D]
€ €
> fly = 2l — = Uyl 2 e— 5 =

Sim>1—|—§o()<m<1—§tenemos

€
h(m) = |[my — 2H1 > [[lmylly = Izl | = |m = 1] > 5-

Asimismo, se tiene que h(m) > —, Vm € R, donde mf |lmy — 2|, > 5

Ahora, supongamos que ||y||, = ||z|| =1y |y— z|| > e. Dado que ||w||, < |lw]| <
2 ||wl|, para todo w € X, existen 3 < m, n <1 tales que ||my|| = ||nz|| = 1. Luego,
por la observacién inicial

|lmy — nz|| > ||my —nz||, = H— - zH n> - 5 H—y —z 2 i
Luego, |my| = ||nz|| =1y ||my —nz| > Z_l nos da, por hipétesis,

€
Iy +nzll, < lmgl, + Inzll, =5 (5)
€
“int+i-(5)
ml + o]~ (5
de ahi se obtiene,

ly + 2, = llmy +nz+ (1 —m)y + (1 —n)z|,
< [lmy + nzfl, + (1 =m)y + (1 = n)z],

<l + [0 =3 (5) + 1= ml|+[1—n]
:m+n—5<i>+1—m+1—n:2—5(i>

donde

oo =159

asi se concluye que ||.||, es uniformemente convexo. O

60



Lema 3.2.5. Si en un espacio de Banach X en la cual es posible introducir, para cada
e > 0, una norma que satisface las condiciones (a) y (b) del tercer lema, entonces X
admite una norma equivalente uniformemente convexa.

Demostracion. Fijamos un € > 0y, con las notaciones del tercer lema, definimos

+1\
8

o0

st Z

n=1

el = = e, + ~
x|, == ||z
w 2 €4

Por el tercer lema,obtenemos

)
(=)l < ol < (1-3) el

Vn > 1. Luego la serie que define ||.||, converge. Ademads, se verifica que |.||, es una
norma sobre X. Demostraremos que ||.||, es equivalente a la original:
observemos que

Zzi 1—-0 |:L’||<Z

=1 )
< —(1-2
< nE:1 o ( 3) 2] <

(1) 2] < Jal, < (1 -3 )il

1
Dado que 0 < § < e < 3’ se tiene

7 1)
el < (= el < (1= ) ] < el < (1 - ) el < Il
donde
T lall < el <l
8 - v

Vo € X. Luego, |||, es equivalente a la norma original de X por dltimo demostraremos
que |||, es uniformemente convexa

o0 o

2l =3 5oy lell_cy 2 " (- ) )

n=1 n=1

= (1= 0) ||z Z 2n_1 =2(1=0) [l=ll = |l -

como ya tenemos que ||z|| > ||z, se sigue que

el < llzll < 2|,

Ahora asumamos que |[z]| = [|y|| = 1 y ||z —y[| > €. Fijemos k > 1 tal que ¢ > ;k
Luego del tercer lema se tiene que

< € 5 €
|z +y ;k_HiE Q%JFHZ/HQ%—@ 1\ 5 or
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€ €
donde 4, <ﬁ) es el 97 del tercer lema correspondiente a 5 ahora, notemos que

+

2k+1

(lzll, + L) + 1<

le+yll, = = o + ||+1
T =— ||z
yu 2 yg 4
%
€ € 1
o vl - ﬁfﬁ (5—2>) +3mm (

1
vt (e )
< 5 < 1 e 5 €
+ < lzfl, + llyll, — @ 1 52k <[z, + llyll, — gt (Far )

donde la tltima desigualdad es valida dado que k£ > 1. Se tiene entonces del cuarto
lema que ||.||, es uniformemente convexa. O

)

[\DI}—t

by

Esto termina la demostracion del teorema de Enflo.
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3.3. Conclusiones

Finalizamos este trabajo con algunas conclusiones:

e Dado un espacio de Banach sin la propiedad de ser uniformemente convexa, es
posible bajo ciertas condiciones encontrar una norma equivalente, asi el el espacio
de Banach con la nueva norma es uniformemente convexa.

e El espacio de Hilbert no tiene la P.A.F
e El espacio [, no admite una norma uniforme convexa equivalente.

e La bola cerrada y acotada en un espacio de Banach que no tiene la P.A.F es
compacta en la topologia débil.
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