Universidad Nacional Mayor de San Marcos
Universidad del Pert. Decana de América

Facultad de Ciencias Matematicas
Escuela Profesional de Matematica

Modelamiento matematico de la dinamica de

transmision de una infeccion parasitaria

TESIS

Para optar el Titulo Profesional de Licenciada en Matematica

AUTOR
Yuditd Araceli CUMBA TINIPUCLLA

ASESOR
Dr. José Raul LUYO SANCHEZ

Lima, Pera

2022



OO

Reconocimiento - No Comercial - Compartir Igual - Sin restricciones adicionales

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Usted puede distribuir, remezclar, retocar, y crear a partir del documento original de modo no
comercial, siempre y cuando se dé crédito al autor del documento y se licencien las nuevas
creaciones bajo las mismas condiciones. No se permite aplicar términos legales o medidas
tecnologicas que restrinjan legalmente a otros a hacer cualquier cosa que permita esta licencia.



Referencia bibliografica

Cumba, Y. (2022). Modelamiento matemdtico de la dinamica de transmision de una
infeccion parasitaria. [Tesis de pregrado, Universidad Nacional Mayor de San
Marcos, Facultad de Ciencias Matematicas, Escuela Profesional de Matematica].
Repositorio institucional Cybertesis UNMSM.




Metadatos complementarios

Datos de autor

Nombres y apellidos Yuditd Araceli Cumba Tinipuclla
Tipo de documento de identidad DNI
Numero de documento de identidad | 75587332

URL de ORCID

https://orcid.org/0000-0003-0370-8605

Datos de asesor

Nombres y apellidos José Raul Luyo Sanchez
Tipo de documento de identidad DNI
Numero de documento de identidad | 09394743

URL de ORCID

https://orcid.org/0000-0001-5120-5274

Datos del jurado

Presidente del jurado

Nombres y apellidos Jorge Luis Criséstomo Parejas
Tipo de documento DNI
Numero de documento de identidad | 43688114

Miembro del jurado 1

Nombres y apellidos Jorge Alberto Coripaco Huarcaya
Tipo de documento DNI
Numero de documento de identidad | 41075852

Datos de investigacion

Linea de investigacion

Ecuaciones diferenciales Parciales, Teoria de
la probabilidad

Grupo de investigacion

Implicit Theorem Bourbaki Group

Agencia de financiamiento

Ubicacion geografica de la
investigacion

Lima, Peru

Ao o rango de afios en que se
realizd la investigacion

2022

URL de disciplinas OCDE

Matematicas puras
https://purl.org/pe-repo/ocde/ford#1.01.02




UNIVERSIDAD NACIONAL MAYOR DE SAN MARCOS
(Universidad del Perd, DECANA DE AMERICA)
FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS

Ciudad Universitaria - Av. Venezuela S/N cuadra 34
Teléfono: 619-7000, Anexo 1610
Correo Postal: 05-0021, E-mail: eapmat@Bunmsm.edu.pe
Lima - Perd

Escuela Profesional de Matematica

ACTA DE SUSTENTACION DE TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE
LICENCIADA EN MATEMATICA

En la UNMSM - Ciudad Universitaria - Facultad de Ciencias Matemadticas, siendo las 4:00
horas del jueves 21 de julio del 2022, se reunieron los docentes designados como Miembros
del Jurado Evaluador de Tesis: Dr. Jorge Luis Criséstomo Parejas (PRESIDENTE), Dr. Jorge
Alberto Coripaco Huarcaya (MIEMBRO) y el Dr. José Rail Luyo Sanchez (MIEMBRO
ASESOR), para la sustentacion de la tesis titulada: “MODELAMIENTO MATEMATICO
DE LA DINAMICA DE TRANSMISION DE UNA INFECCION PARASITARIA”,
presentado por la Bachiller YUDITD ARACELI CUMBA TINIPUCLLA, para optar el
Titulo Profesional de Licenciada en Matematica.

Luego de la exposicion de la tesis, el Presidente invitd al expositor a dar respuesta a las
preguntas formuladas.

Realizada la evaluacién correspondiente por los miembros del Jurado Evaluador, la
expositora merecid la aprobacidon sobresaliente con un calificativo promedio de 18
(dieciocho).

A continuacion, el Presidente del Jurado, Dr. Jorge Luis Criséstomo Parejas, manifesté que la
Bachiller YUDITD ARACELI CUMBA TINIPUCLLA, en vista de haber aprobado la
sustentacion de su tesis, serd propuesta para que se le otorgue el Titulo Profesional de
Licenciada en Matematica.

Siendo 5:00 pm se levant6 la sesidon firmando para constancia la presente Acta en tres (3)
copias originales.

Dr. Jorge/Luis Criséstomo Parejas Dr. Jorge Alberto Coripaco Huarcaya
PRESIDENTE MIEMBRO

Dr. Jo5¢ Raiil Luyo Sanchez

MIEMBRO ASESOR



™

Universidad Nacional Mayor de San Marcos
Universidad del Perd. Decana de América.

INFORME DE EVALUACION DE ORIGINALIDAD

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS

ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

AUTORIDAD ACADEMICA QUE EMITE EL INFORME DE ORIGINALIDAD
Director de La Escuela Profesional de Matematica

APELLIDOS Y NOMBRE DE LA AUTORIDAD ACADEMICA

Victor Hilario Tarazona Miranda

OPERADOR DEL PROGRAMA INFORMATICO DE SIMILITUD

Alex Armando Cruz Huallpara

DOCUMENTO DE EVALUACION

Titulo de pre grado: Modelamiento matematico de la dindmica de transmision
de una infeccidn parasitaria
AUTOR DEL DOCUMENTO

Nombre y Apellido: Yuditd Araceli Cumba Tinipuclla
FECHA DE RECEPCION DE DOCUMENTO

FECHA DE APLICACION DEL PROGRAMA INFORMATICO DE SIMILITUDES

Procesado el: 13-jun.-2022 12:25 -05
Identificador: 1856164612

Numero de palabras: 20386
Entregado: 1

10. SOFTWARE UTILIZADO

11.

12

ASPECTOS INFORMATIVOS | SI | NO
TURNITIN X
ITHENTICATE X
OTROS(ESPECIFICAR) X
CONFIGURACION DEL PROGRAMA DETECTOR DE SIMILITUDES
ASPECTOS INFORMATIVOS SI | NO
EXCLUYE TEXTOS ENTRECOMILLADOS X
EXCLUYE BIBLIOGRAFIA X
EXCLUYE CADENAS MENOS A 40 PALABRAS | x
OTRO CRITERIO (ESPECIFICAR) X
. PORCENTAJE DE SIMILITUDES SEGUN PROGRAMA DETECTOR DE
SIMILITUDES

EN LETRA NUMEROS
Seis Porciento 6%




13. FUENTES ORIGINALES DE LAS SIMILITUDES ENCONTRADAS

1% match (Internet desde 02-dic.-2020)
https://aprenderly.com/doc/3418393/introducci%C3%B3n-a-la-
probabilidad

1% match (Internet desde 10-dic.-2020)
https://gdoc.tips/zill-3-edicion-pdf-free.html

1% match (Internet desde 19-feb.-2020)
https://pt.scribd.com/document/330852557/Prob1-2016

<1% match (Internet desde 14-dic.-2020)
https://gdoc.tips/introduccion-a-la-investigacion-de-operaciones-9na-
edicion-frederick-s-hillier-amp-gerald-j-liebermanpdf-5-pdf-free.html
<1% match (trabajos de los estudiantes desde 24-dic.-2021)
Submitted to BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA
BIBLIOTECA on 2021-12-24

<1% match (trabajos de los estudiantes desde 21-oct.-2019)
Submitted to BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA
BIBLIOTECA on 2019-10-21

<1% match (Internet desde 07-ene.-2022)
https://es.slideshare.net/ludovicosforzal?2/final-grupo-markov

<1% match (Internet desde 22-jul.-2008)

http://www.math.mcgill.ca

<1% match (Internet desde 09-ago.-2017)

http://ri.ues.edu.sv

<1% match (Internet desde 05-dic.-2009)

http://math.stanford.edu

<1% match (Internet desde 30-jun.-2013)
http://marialejandraunefa2.lacoctelera.net

<1% match (Internet desde 12-mar.-2022)
https://vsip.info/aplicaciones-de-la-cadena-de-markov-pdf-free.html
<1% match (Internet desde 18-feb.-2018)
https://es.scribd.com/doc/52004631/curso-de-estadistica2009?cv=1
<1% match (Internet desde 19-ene.-2022)
https://cybertesis.unmsm.edu.pe/bitstream/handle/20.500.12672/16628/
Abanto mj.pdf?isAllowed=y&sequence=1

<1% match (trabajos de los estudiantes desde 04-abr.-2020)
Submitted to Instituto Politecnico Nacional on 2020-04-04

<1% match (Internet desde 16-nov.-2020)
https://www.studocu.com/gt/document/universidad-de-san-carlos-de-
guatemala/estadistica-1/otros/probabilidad-y-estadistica-para-ingenieria-
y-ciencias/8438750/view

14. OBSERVACIONES

15. CALIFICACIONES DE ORIGINALIDAD

ASPECTOS INFORMATIVOS SI NO

DOCUMENTO CUMPLE CRITERIOS DE ORIGINALIDAD, SIN X
OBSERVACIONES.

DOCUMENTO CUMPLE CRITERIOS DE ORIGINALIDAD, X
CON OBSERVACIONES.



https://aprenderly.com/doc/3418393/introducci%C3%B3n-a-la-probabilidad&n=3793
https://aprenderly.com/doc/3418393/introducci%C3%B3n-a-la-probabilidad&n=3793
https://qdoc.tips/zill-3-edicion-pdf-free.html&n=3793
https://pt.scribd.com/document/330852557/Prob1-2016&n=3783
https://qdoc.tips/introduccion-a-la-investigacion-de-operaciones-9na-edicion-frederick-s-hillier-amp-gerald-j-liebermanpdf-5-pdf-free.html&n=3793
https://qdoc.tips/introduccion-a-la-investigacion-de-operaciones-9na-edicion-frederick-s-hillier-amp-gerald-j-liebermanpdf-5-pdf-free.html&n=3793
https://www.turnitin.com/paperInfo.asp?r=17.7387952475538&svr=31&lang=es&oid=oid:1:2207779997&n=1&perc=0&n=1
https://www.turnitin.com/paperInfo.asp?r=17.7387952475538&svr=31&lang=es&oid=oid:1:2207779997&n=1&perc=0&n=1
https://www.turnitin.com/paperInfo.asp?r=17.7387952475538&svr=31&lang=es&oid=oid:1:1628580220&n=1&perc=0&n=1
https://www.turnitin.com/paperInfo.asp?r=17.7387952475538&svr=31&lang=es&oid=oid:1:1628580220&n=1&perc=0&n=1
https://es.slideshare.net/ludovicosforza12/final-grupo-markov&n=3797
http://www.math.mcgill.ca/anderson/447/447_Notes.pdf&n=43
http://ri.ues.edu.sv/13915/1/19201063.pdf&n=2909
http://math.stanford.edu/~andras/220-2.pdf&n=304
http://marialejandraunefa2.lacoctelera.net/post/2008/06/16/poblacion&n=1393
https://vsip.info/aplicaciones-de-la-cadena-de-markov-pdf-free.html&n=3798
https://es.scribd.com/doc/52004631/curso-de-estadistica2009?cv=1&n=2909
https://cybertesis.unmsm.edu.pe/bitstream/handle/20.500.12672/16628/Abanto_mj.pdf?isAllowed=y&sequence=1&n=3797
https://cybertesis.unmsm.edu.pe/bitstream/handle/20.500.12672/16628/Abanto_mj.pdf?isAllowed=y&sequence=1&n=3797
https://www.turnitin.com/paperInfo.asp?r=17.7387952475538&svr=31&lang=es&oid=oid:1:1726816573&n=1&perc=0&n=1
https://www.studocu.com/gt/document/universidad-de-san-carlos-de-guatemala/estadistica-1/otros/probabilidad-y-estadistica-para-ingenieria-y-ciencias/8438750/view&n=3793
https://www.studocu.com/gt/document/universidad-de-san-carlos-de-guatemala/estadistica-1/otros/probabilidad-y-estadistica-para-ingenieria-y-ciencias/8438750/view&n=3793
https://www.studocu.com/gt/document/universidad-de-san-carlos-de-guatemala/estadistica-1/otros/probabilidad-y-estadistica-para-ingenieria-y-ciencias/8438750/view&n=3793

| DOCUMENTO NO CUMPLE CRITERIOS DE ORIGINALIDAD | | X |

16. FECHA DE INFORME

Firmado digitalmente por TARAZONA
VSN MIRANDA Victor Hilario FAU
| \ 20148092282 soft
i" \ - i & I Motivo: Soy el autor del documento
Fecha: 07.07.2022 01:09:41 -05:00

Dr. Victor Hilario Tarazona
Miranda
Director (e) de la EP de Matemética



Me gustaria dedicar esta Tesis a toda mi familia. Para
mis padres Adrian y Vicki, por su comprension y ayuda
en momentos no tan gratos. Me han ensefiado a encarar
las adversidades sin perder nunca la vision final de la
meta y siempre confiar en mi. Me han dado todo lo que
soy como persona, mis valores, mis principios, mi perseve-

rancia y mi emperio, y todo ello con una gran dosis de amor.



1I




Agradecimientos

Ante todo mi principal agradecimiento va para Dios que me dio la vida y me
da la fortaleza cuando lo necesito.

Gracias a mi familia por siempre apoyarme en las decisiones que he tomado y
confiar tanto en mi. A mi padre por lanzar la iniciativa de postular a la universidad
aunque aun no me sentia preparada, pero sin duda fue la mejor decisién ya que
su confianza que deposité en mi fue inmensa al igual que su amor. A mi madre
que pesar de las circunstancias siempre me dio animos en cada etapa de mi vida
y me dio el soporte para dedicarle el tiempo debido a los estudios y de esa forma
lograr mis objetivos.

A mi hermanos menores por brindarme la motivacion de querer ser mejor
persona para ser un buen ejemplo a seguir.

A mis compafieros de universidad que me acompariaron desde el primer ciclo
en adelante y me brindaron su soporte en los momentos precisos.

Agradecer a mi asesor, el Dr. José Raul Luyo Sanchez que me acompaii6é en mi
proceso profesional y vio en mi un gran potencial. A lo largo del proceso méas que
un profesor se volvié un amigo que tiene mi admiracién y me ayudoé a encontrar
mi camino dentro del vasto mundo de las matematicas.

A mis amigos en general por sus palabras de aliento y por la confianza que
depositaron en mi. A todas las personas que confiaron en mi y me apoyaron en
todo momento.



v




Indice general

1. Introduccién a la teoria de la probabilidad 3
1.1. Conceptosgenerales. . . . .. ... ... ... .. ... ... .. 4

1.2. Algunas propiedades elementales . . . . ... ... ... .....
1.3. Variables aleatorias . . . ... ... ... ... .. ... ... ... 11
1.4. Algunas distribuciones de una variable aleatoria . . . . .. .. .. 14
1.5. Esperanzay funciones generadoras . . . ... ... ........ 19
2. Procesos estocasticos que dependen del tiempo 23
2.1. Ideas preliminares . . . . . .. ... ... ... ... .. ...... 24
2.2, ProcesodePoisson . ... . ... ... ... oL 30
2.2.1. Definicién constructiva . . . . .. ... .. 30
2.2.2. Definicién infinitesimal . . . .. ... ... 0oL 31
2.3. Proceso puro de nacimiento . . . ... ... ... ... ... ... 36
2.4. Proceso de nacimiento y muerte . . . . ... ... ... ... .. 38
2.5. Teorema de Daniell-Kolgomorov . . . . ... ... ......... 41
3. Cocientes demograficos 43
3.1. Flujoystock . . ... ... . ... 44
3.2. Tipos de cocientes mas relevantes . . . . ... ... ... ..... 45

4. Introduccién a las ecuaciones diferenciales parciales semilineales 47

4.1. Soluciones generales y condiciones auxiliares . . . ... ... .. 48
4.2. Soluciones generales y condiciones auxiliares . . . ... ... .. 49
4.3. Curvas integrales de campos vectoriales. . . . . . ... ... ... 50
4.4. Resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales semilineales . 51

5. Analisis y modelamiento matematico de la enfermedad esquitoso-

miasis. 53
5.1. Datosgenerales . . ... ... ... ... ... . ..., 54
5.2. Sistema de Ecuacién diferencial ordinaria de Kolgomorov . . . . . 58
5.3. Ecuaciones de Kolgomorov . . . . .. ... ... .. ... ..... 60
5.4. Resolucion de nuestra ecuacion diferencial parcial . . . . . . . .. 61

Bibliografia 69



VI

Indice general




Introduccion

Entre los problemas de salud publica de los tropicos y subtrépicos, uno de
los més graves es el control de la esquistosomiasis humana, una infeccion para-
sitaria que se estima afecta a mas de doscientos millones de personas en todo el
mundo. La dindmica de transmision de esta infeccion depende de dos procesos es-
tocasticos relacionados, que dependen de un huésped temporal y otro definitivo.
Las intensidades de estos estan determinados por una serie de factores biologicos
identificables y parametros ambientales. Como sucede tan a menudo en matema-
tica, esta dependencia funcional puede ser descrita por ecuaciones diferenciales.
Este trabajo presenta una explicacién introductoria de los pasos necesarios para
modelar y obtener distribuciones de probabilidad de la cantidad de parasitos que
puede llegar a albergar un huésped en determinado espacio de tiempo.

Esta dividida en cinco secciones donde las cuatro primeras desarrollan conceptos
fundamentales, teoremas y proposiciones basicas para poder realizar el modelo
matematico y su respectiva solucion.

Una introduccién a la teoria de la probabilidad es expuesta en la primera seccion.
Se trata de un topico atrayente que nos muestra algunas definiciones y teoremas
importantes con ejemplos que facilitan su comprension.

La segunda seccidn se centra en mostrar ideas preliminares de una idea mas ge-
neralizada de variables aleatorias expuestas en la primera seccién conocida como
ecuaciones estocasticas. Ademas muestran los teoremas basicos que permitan el
modelo de una ecuacion de Kolgomorov, pieza clave para la seccién 5.

La tercera es una seccion intermedia que deja atras por un momento los teoremas,
para centrarse en definiciones valiosas de cocientes demograficos que son usados
para definir las variables de nuestra ecuacion.

Los métodos para la resolucion de una ecuacion diferencial parcial semilineal son
estudiadas en la seccion 4.

En seccion final empezara modelando un sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de Kolgomorov, la cual, utilizando la funcién generadora de probabilidad,
se reducira a resolver una ecuacion diferencial parcial de primer orden conocida
como ecuacion de transporte cuya resolucion nos dara como resultado una distri-
bucién de probabilidad.

Aunque el modelo que desarrollamos se refiere especificamente a la enfermedad
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esquistosomiasis, el método y los resultados tienen implicaciones generales para
una amplia clase de infecciones parasitarias en el ser humano y en animales que
podrian ser ttiles en el Pera.



Capitulo 1

Introduccion a la teoria de la
probabilidad

Hacer predicciones es extremadamente importante y util pues ayuda a tener
una vision mas amplia del comportamiento de sucesos cotidianos como enferme-
dades, el medio ambiente, seguridad vial, seguridad aérea, entre otros. Usamos
aviones para trasladarnos porque se sabe que s6lo hay una pequena posibilidad
de fatalidad en un accidente aéreo, mientras que muchas personas en el mundo se
mantuvieron en confinamiento a principios del aio 2020 porque la posibilidad de
contraer el COVID-19 era muy alta.

A través de la historia el calculo y teoria de la probabilidad ha llegado a se de vital
importancia para construir modelos matematicos en diversas disciplinas cientifi-
cas donde el factor principal ha sido la presencia de la incertidumbre.

Muchos fenémenos en donde el azar esta presente han sido modelados gracias a
la probabilidad. He ahi su vital importancia.



4 Introduccion a la teoria de la probabilidad

1.1. Conceptos generales

En la naturaleza encontramos dos tipos de fendmenos o experimentos: deter-
ministas y aleatorios. El primero se define como aquel cuyo resultado puede ser
predecido si se imponen las mismas condiciones iniciales previo al experimento.
En contraste a esto, un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado no resultara
ser el mismo a pesar de que se repitan las mismas condiciones iniciales.

Las definiciones y teoremas presentados en esta secciéon fueron tomados de [4]

[5]-
Ejemplo 1.1.1. Algunos ejemplos de experimentos deterministas son los siguientes:

a) El calculo de la distancia que recorre un automévil en 1 hora a una velocidad
constante.

b) Registrar el tiempo que toma un objeto en caida libre desde un punto de altura
fija antes de llegar al piso.

Ejemplo 1.1.2. Algunos ejemplos de experimentos aleatorios pueden ser:

a) Elregistro de el niimero de accidentes de transito que ocurren en el distrito de Ate
en cada fin de semana.

b) Determinar en una escuela el niimero de estudiantes infectados de un virus si estos
se exponen a una fuente de contagio.

Cuando se tratan de experimentos aleatorios, es decir cuyos resultados no
se conocen a priori, da lugar a un resultado que sera parte de un conjunto de
posibilidades que conformara una clase que denominaremos Q.

Definicion 1.1.1. Un espacio muestral es un conjunto arbitrario Q que agrupa todos
los posibles resultados del experimento aleatorio en estudio u observacion.

Ejemplo 1.1.3. Los espacios muestrales respecto a los experimentos aleatorios des-
critos en el ejemplo (1.1.2) serian:

a) Q=1{0,1,2,3,...}
b) Q = {true, false}

De manera intuitiva, los subconjuntos de todos los posibles resultados que
comparten alguna caracteristica en comun reciben el nombre de sucesos aleato-
rios. Estos subconjuntos recibiran esta etiqueta literal si cumplen determinadas
condiciones. Cuando el resultado de un experimento realizado pertenece a un su-
ceso especifico A, decimos que "A ha ocurrido o se ha realizado".

Definicion 1.1.2. Una coleccion de subconjuntos % de un conjunto arbitrario Q es
un o — algebra si satisface las siguientes condiciones:
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1. Qe F
2. SiA€.F entonces A° € F
3. Si{An}nen € Z, entonces | J5., Ax € F

Formalmente, los elementos de un oc-algebra .% se denominan eventos o con-
juntos medibles. Veamos un ejemplo que nos ayuda a ver intuitivamente el con-
cepto de o-algebra.

Ejemplo 1.1.4. Supongamos que queremos registrar el niimero final que tienen las
placas de los autos que circulan por alguna avenida de nuestra ciudad, para poder
aplicar la regla de "pico y placa". Para este caso, el espacio muestral de todos los
posibles niumeros finales de una placa arbitraria serian

Q={0,1,2,..9}

Sea w e resultado del experimento, sea cual su valor, w € Q, por tanto, Q debe ser un
evento; al cual llamaremos evento seguro. Esto es Q € .F.

Definamos el evento A = {0, 2,...,8}. Esto se interpreta al suceso de que la placa
del auto arbitrario termine en niimero par. Si tiene perfecto sentido pensar en que el
resultado w pueda ser un niimero par (es decir w € A), asi como también es pertinente
asumir que este podria ser un niimero impar (es decir que w € A°) por tanto, no es
dificil pensar que A° sea un evento si A lo es. Esto es A° € F si A€ F.

Si definimos el evento B = {1} que ocurre cuando la placa acabe en el niimero 1, es
oportuno creer que escogiendo un auto arbitrario, el resultado « podria ser un par
(w € A) o quiza el resultado podria ser 1 (w € B). Por ser ambos eventos, puede
ocurrir que w € A u B, por lo tanto exigiremos que union finita de sucesos deba ser
un suceso. Esto es si A, B € % entonces AuB € %.

Sin embargo exigir estabilidad frente a uniones contables resulta ser menos in-
tuitiva, esto daré lugar a que tengamos en su formalizacién una teoria matematica
mas robusta.

Definicion 1.1.3. Sea % una clase no vacia de subconjuntos de un conjunto arbi-
trario Q.
La o - algebra generada por €, y denotada por o(%) es

o(%) = (]{915Z esun o - dalgebray € < F}
Este conjunto consigue ser la menor c-algebra que contiene a 6.

Ejemplo 1.1.5. La clase de todos los subconjuntos de Q, que denominamos Z(Q),
es una o-algebra trivial en Q a la cual llamaremos o-algebra discreta.

Un conjunto numerable provisto de esta o—algebra denominaremos espacio medible
discreto.

En lo que sigue de este documento, un conjunto numerable cualquiera sera provisto
de esta o—algebra discreta, a menos que se suponga lo contrario.
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Ejemplo 1.1.6. Se llamara o-algebra trivial al conjunto {Q, @} siendo esta la mas
pequeria o—algebra que podemos considerar de Q.

Definicion 1.1.4. Sea .# una o-algebra del espacio muestral Q, k € N Ay, sucesos
asociados a .%. Una funcion P : # — [0,1] es una medida de probabilidad si
cumple que P(QQ) = 1 y P es o - aditiva, es decir que se cumple que

donde Ain Aj =@, i#j

Que la probabilidad de la ocurrencia de un evento sea préoxima a 0 indica que
este es poco factible de ocurrir, mientras que una probabilidad cercana a 1 indica
que es casi seguro que el resultado del experimento ocurra.

Tomar el control de las posibilidades que un evento ocurra, es vital en la toma de
decisiones, gracias a que nos otorga una manera de medir y analizar los sucesos
futuros con sus respectivas incertidumbres.

Definicion 1.1.5. Sea Q un espacio muestral, % un o-algebra de Q, P una medida
de probabilidad.

A la terna (Q, F) se le llama espacio de medida o espacio medible y a la terna
(Q, .7, P) se le conoce como espacio de probabilidad.
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1.2. Algunas propiedades elementales

La capacidad de estimar o predecir eventos es la esencia vital de la aplicacion
de los métodos del calculo de probabilidades.
Mientras mayor sea el nimero de datos que tengamos a disposicién para calcular
la probabilidad de que un evento suceda, mayor precisiéon obtendremos al calcu-
lar el resultado. Debido a la complejidad de las situaciones en los que es menester
aplicarse el calculo de la probabilidades, es imprescindible que existan ciertas pro-
piedades que lo faciliten.
Las demostraciones de los resultados expuestos en este capitulo son de comin
conocimiento de aquellos que estudiamos matematica a un cierto nivel avanzado,
se pueden encontrar en [13], [3],[4], [5].

Proposicion 1.2.1. Sea (Q, .-#, P) un espacio de probabilidad, A, B conjuntos tal
que, A, B c Q, se cumple que:

1. P(A°) =1- P(A).

2. P(®) = 0.

3. Si A c B entonces P(A) < P(B).

4. Si A c B entonces P(B - A) = P(B) - P(A).

Definicion 1.2.1. Sea Q el espacio muestral de un experimento aleatorio. El con-
junto de eventos {D;}} | es una particién finita de Q si se cumplen las siguientes
condiciones:

a) DinDj =@, parai# j.
b) UL, D; = Q.

¢) DicQi=1,2,..,n.
d) Di#@,i=1,2,...,n.

Queremos destacar la importancia del siguiente resultado ya que establece un
método practico para el calculo de las probabilidades. Gracias a esto, considerando
un evento A, del cual queremos encontrar la probabilidad de que suceda, se trata de
encontrar una particiéon de A donde cada evento de esta particiéon sea mas simple
de calcular.

Proposicion 1.2.2. Sea un espacio de probabilidad (Q, .7, P), { Ax}}_, una parti-
cién finita de Q, se tiene que

P(_J Ax) = ) P(A)
k=1 k=1
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Corolario 1.2.1. Si(Q,.%, P) es un espacio de probabilidad, A y B eventos, entonces
se tiene que
P(Au B) = P(A) + P(B) - P(An B)

En algunos casos, nos encontramos con una colecciéon de eventos que tienen
cada uno la misma probabilidad de que sucedan. A estos eventos se le conocen
como equiprobables. Dado n, N € N, tal que n < N, Q = {wy, ..., @y} un espacio
muestral y A = {wy, ..., w,} un evento del espacio muestral Q. Si suponemos que
los conjuntos {wk}Y.,, son equiprobables, entonces P({w;}) = P({w;}) para i,j =
1,2,..., N,y como consecuencia

N N
1= P(_J{ex}) = Y, P{ax}) = NP(wy).
k=1 k=1

1
Plo) = k=12....N. (1.1)

Ademas
n

P(A) = P(_H{ex}) = Y P ex}) = nP({or})
k=1 k

=1

Usando la expresion (1.1)

Esta forma de calcular probabilidades, apoyado en la equiprobabilidad de los po-
sibles resultados, es conocido en nuestro medio de actuacién como la definicién
clasica de probabilidad.

La historia confirma que este mecanismo, el de calcular probabilidades es una de
las primeras en ser usada; se aplico con bastante éxito en problemas de juegos de
azar y ayudo a sentar las bases para construir la teoria matematica.

Definicion 1.2.2. Sea Q un espacio muestral de cardinalidad finita y A < Q. Si
denotamos la cardinalidad del conjunto A por #A. Se define la probabilidad clasica

del evento A como el cociente
#A

P(4)= o

Ejemplo 1.2.1. Al observar un dado equilibrado que es lanzado sobre una mesa y
observar el nimero que muestra la cara superior, obtenemos un clasico ejemplo de
equiprobabilidad.
Consideramos el espacio muestral asociado a este evento comoQ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Si deseamos calcular la probabilidad(clasica) de obtener un niimero impar del evento
A, es decir A = {1, 3, 5}, entonces

#{1, 3, 5} 3

P(A) = =2-05
) #{1,23,4,56} 6
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En ocasiones el resultado de un experimento aleatorio depende del resultado
de otros que también son aleatorios, los cuales se realizan consecutivamente.
Como la probabilidad esta asociada al desconocimiento que tenemos del futuro
resultado de un evento, entonces esto puede cambiar la probabilidad de ocurrencia
de las demas.

Definicion 1.2.3. Sea (Q,.%, P) un espacio de probabilidad, A,B < Q tal que
P(B) > 0. La probabilidad condicional de algiin evento A, dado que el evento B suceda
previamente, es una funcion que se denota P(-| B) : Q — [0,1] y se define como

P(An B)

PAIB) = =5

Cuando ocurre un suceso antes de realizar otro experimento, se reduce el espa-
cio muestral y es por eso que cambia la probabilidad. A veces es mas facil calcular
la probabilidad condicionada teniendo en cuenta este cambio de espacio muestral.
No tiene por qué haber una relaciéon temporal entre A y B. Ademas A puede an-
teceder en el tiempo a B, ocurrir después o quiza pueden suceder a la misma vez.
A puede causar B, viceversa o pueden no tener relacion.

"Siendo la probabilidad condicional una probabilidad calculada en un espacio mues-
tral reducido (el cual seria B), es de esperarse que esta tenga las mismas propie-
dades que cualquier medida de probabilidad.”

Proposicion 1.2.3. P(:|B) es una medida de probabilidad con el espacio de medida
(Q..7)

Gracias a esta propiedad tenemos una util herramienta para calcular probabi-
lidades conocida como la regla del producto, la cual se puede utilizar para deter-
minar la probabilidad de la interseccion de dos eventos. Esta ley se deriva de la
definicién de probabilidad condicional.

P(An B) = P(A|B)P(B)

En los casos en si evento A no altera la probabilidad de otro evento B, se puede
hablar de un caso de independencia de probabilidad.

Definicion 1.2.4. Se dice que los eventos A y B son independientes si se satisface
la ecuacion o identidad P(A n B) = P(A)P(B). Si agregamos la hipotesis de que B
suceda irremediablemente, es decir, P(B) > 0. La condicion de independencia puede
escribirse como P(A|B) = P(A).

Intuitivamente esto significa que la ocurrencia del evento B no afecta en el
acontecimiento del evento A.
El siguiente resultado es bastante util cuando se quiere determinar la probabilidad
de algtin conjunto grande, bastara con hallar las probabilidades de conjuntos méas
pequefios y probabilidades condicionales con respecto a esos conjuntos
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Teorema 1.2.1. Sea {B;}!, una particion del espacio muestral Q tal que P(B;) # 0,
para i =1,...,n, para cualquier evento A,

P(A) = ) P(A| B)P(B)

i=1
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1.3. Variables aleatorias

En algunas ocasiones el interés principal que tenemos frente a un experimen-
to es un analisis numérico con el resultado obtenido. Un ejemplo de ello puede
ser que frente al lanzamiento de dos dados equilibrados estamos interesados en la
suma de los resultados méas que en los valores resultantes.

Nuestra primera dificultad es que no todos los espacios muestrales Q son sub-
conjuntos de R, por ello, es necesario introducir la definicién de una funciéon que
traslade los elementos de Q a niimeros reales con los cuales podamos "trabajar
matematicamente".

Las demostraciones de los resultados expuestos en este capitulo se pueden encon-
trar en [13], [3].[4] [5]

Definicion 1.3.1. Sean (Qq, 1), (Q2, %) espacios medibles. Una variable aleatoria
(llamado funcion medible en teoria de la medida) es una funcion X : Q; — Q, tal
que para cualquier F € %, se cumple que

X Y(F) e #,.

Al conjunto X(Q;) se le conocera como el conjunto de estados de X

Observacion: Si el conjunto de estados X(Q;) es numerable o finito, entonces
X sera llamado una variable aleatoria discreta.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos un experimento aleatorio que consiste en tener que
lanzar 2 dados, cuyo espacio muestral es

Q1 = {(1,1),...,(1,6), (2,1),......,(2,6),...,(6,6)}

con el o—algebra asociado 7 (Q).
Si lo queremos analizar la diferencia de los valores maximo y minimo del resultado,
entonces definamos a la variable aleatoria X como

X : Ql — {O, 1,...},
donde X(a, b) = max{a, b} - min{aq, b}

Si (Qq,.Z, P) es un espacio de probabilidad, gracias a a la variable aleatoria X
se puede definir una nueva medida de probabilidad Py sobre el espacio de medida
(Qz,.%3), definida como Px(F) = P(X"!(F)), ya que X (F) € .%,. Ademas,

Px(Q) = P(X7H(Q)) = P(Qy) = 1

Px(|JFe) = PX (U F)) = P(LUXT(FD) = Y PXT'(F) = ) Px(F)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

de donde se concluye que Px(Q;) = 1y Px es o—aditiva.



12 Introduccion a la teoria de la probabilidad

De aqui se concluye que Px : % — [0,1] también es una medida de probabi-
lidad (inducida) por la variable aleatoria X.

Observacion: Para un uso més practico , el conjunto
X '({a}) = {w€ Q : X(w) = a}sera denotado (X = a)

En la literatura especializada es comun omitir el término de la variable alea-
toria para X, por ello escribiremos P en lugar de Px

Las variables aleatorias establecen una relacién funcional entre elementos del
espacio muestral asociado al experimento y nimeros reales, por ello, de mane-

ra practica, la mayoria de variables aleatorias discretas no puedan ser expresadas
matematicamente, por lo cual suelen usarse expresiones que den entender el com-
portamiento de la variable aleatoria.

Algunos ejemplos de estos casos serian: X="Niimero de fallecidos en Enero el 2020.",
X=Cantidad de bacterias en determinado cultivo en un tiempo determinado”, X="Numero
de infectados por dia de determinada enfermedad.”, etc.

De un mismo experimento aleatorio se puede definir diferentes variables alea-
torias.

Ejemplo 1.3.2. Al lanzar 3 monedas al aire podemos asignar a cada suceso la va-
riable aleatoria X="Niuimero de caras", pero también se puede definir otra variable
aleatoria Y ="Niumero de sellos", cuyo espacio muestral es:

Q={(C,C,0),(CX,C),(X,C,C)(C,C X), (X, X, C), (X, C,X),(X, X, C), (X, X, X)}

Consideremos a P como la probabilidad clasica sobre Q y Px, Py la probabilidad
inducida por las variables aleatorias X, Y, respectivamente. Se desea saber cual es la
probabilidad de obtener 2 caras al lanzar las 3 monedas consecutivamente.

Py(X = 2) = P(X'(2) = P({(C. X, 0).(X,C,C).(C.C.X)}) = g

Intuitivamente, esta probabilidad vendria a ser la misma a obtener solo un sello al
lanzamiento de las 3 monedas. En efecto,

Py(Y=1)=P(Y (1)) = P({(C,X.C),(X,C,C),(C.,C.X) }) = 5
Esto sucede como consecuencia a que el conjunto (Y = 1) tiene los mismos elementos
que (X = 2).

Proposicion 1.3.1. Sea k una constante y X una variable aleatoria, entonces kX
es una variable aleatoria.

Proposicion 1.3.2. SiY y X son variables aleatorias, entonces X +Y es una variable
aleatoria
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Observacion: En ocasiones denotaremos a la probabilidad de que ocurran
los sucesos Ay B como P(A, B) en lugar de P(A n B). Esto es para simplificar la
notacion cuando queremos expresar la probabilidad de multiples conjuntos.
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1.4. Algunas distribuciones de una variable aleatoria

De forma intuitiva, una variable aleatoria es entendida como un nimero que

es determinado y afectado por la incertidumbre de los sucesos futuros. Por ejem-
plo si una enfermedad que afecta a una poblacion por encima de lo esperado, es
decir una epidemia, y se sabe que una persona cualquiera puede enfermar o no
(estos serian los sucesos), pero no se puede determinar con antelacion si es que
una persona caera enfermara, solo se puede afirmar de que exista la posibilidad
de ello. Dependiendo de las circunstancias, estos sucesos no siempre seran equi-
probables.
Para poder realizar un adecuado tratamiento estadistico sera necesario reproducir
una gran cantidad de los mismos experimentos de modo que sea posible asignar
un valor real a cada posible resultado. Para conseguir esto se necesita definir estas
funciones que asignan estos valores a la variable aleatoria.

Consideremos particularmente el caso discreto donde X es una variable aleato-
ria que toma los valores xg, x1, X3, ... con sus respectivas probabilidades

Po = P(X = x)
p1 = P(X = x)
P2 = P(X = x3)

La funcién de probabilidad de X se define como aquella funcion que asigna a un
valor real resulta al medir la probabilidad de que el suceso coincida con aquel valor
real ( que pueden ser de manera finita o infinita, pero numerable).

Definicion 1.4.1. Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores sobre un
conjunto finito S, P la probabilidad inducida por la variable aleatoria X. La funcion
de probabilidad de X es una funcioén fx : R — R que se define como

P(X=x) SixeS
fx(x) = {
0 en otro caso

Definicion 1.4.2. Al conjunto {f(x) : x € S} o {P(X = x) : x € S}se le conoce
como distribucion de probabilidad.

Para hallar la probabilidad de algin evento B ¢ R numerable con variable
aleatoria discreta asociada X,

PB)=P(XeB) =P({ JX=x) =) PX=x)=) fx(x)

x€B x€B xX€B

Si f es una funciéon de probabilidad asociada a X se cumple que

f) =0, Y f(x)=1 (1.2)

x€R
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Reciprocamente, toda funcién cuyo conjunto de puntos de discontinuidad es nu-
merable y que cumpla las dos propiedades de (1.2) sera también una funcién de
probabilidad sin que exista necesariamente de por medio una variable aleatoria.
Algunas distribuciones son muy recurrentes y tienen aplicaciones muy ttiles.

Ejemplo 1.4.1. Requerimos registrar el niimero de de bacterias por cm? de cultivo.
Para modelar esta situacion podemos definir la variable aleatoria X como el niimero
de bacterias que aparecen en 1 hora de observaciéon en 1cm? de cultivo. X puede
tomar los valores 0,1, 2, ....

Situaciones como la expuesta en el ejemplo (1.4.1) son bastantes recurrentes
y por ello es necesario definir una distribucién que modele estas situaciones.

Definicion 1.4.3. (Distribucién de Poisson) Sea X una variable aleatoria que toma
valores 0,1, 2, ..., esta tiene una distribucion de Poisson con parametro A > 0 y serd
denotado X ~ Poisson(A) cuando su funcion de probabilidad es

e*AAx .
Six=0,1,2,...
f)=1 *

0 en otro caso

El parametro A es interpretada como el promedio de ocurrencias en determinado tiem-
po y espacio del evento.

Ejemplo 1.4.2. Volviendo al caso del ejemplo (1.4.1), la cual adicionalmente cono-
cemos que la tasa media de bacterias por cm? es 10. Si queremos calcular la proba-
bilidad de que existan 8 bacterias por cm?
para x = 8 y A = 10 se tiene,

usamos la distribucién de Poisson, el cual

6710108

£(8) = = 0,112599032.

Es importante resaltar la vital importancia de esta distribucién. Sus principales
casos de uso vienen de situaciones donde es necesario determinar la probabilidad
de que una situacion suceda una cantidad de veces en un intervalo de tiempo y/o
espacio bajo determinadas circunstancias.

Esta distribucion se puede hacer derivar de un proceso experimental de observa-
cion en el que tengamos las siguientes caracteristicas.

= El experimento debe ser aleatorio.

= Se observa el experimento durante un cierto periodo de tiempo o a lo largo
de un espacio de observacion.

= La probabilidad de que se produzcan un niimero n de éxitos en un inter-
valo de amplitud t no depende del origen del intervalo (aunque, si de su
amplitud).
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Figura 1.1: Gréafica de la probabilidad de que en determinado tiempo haya
"x"bacterias por cm? de cultivo cuando la tasa media es 10.

= Laprobabilidad de que ocurra un hecho en un intervalo infinitésimo es prac-
ticamente proporcional a la amplitud del intervalo.

s La probabilidad de que se produzcan 2 o més hechos en un intervalo infini-
tésimo es un infinitésimo de orden superior a dos.

Gracias a estas caracteristicas podemos identificar cuando nos encontramos en el
caso de una distribucién de Poisson.

Otra distribucion sumamente 1til es la binomial, para la cual primero sera ne-
cesario definir la distribucién de Bernoulli.

Esta distribucién es utilizado para representar una variable aleatoria que puede
tener solo dos posible resultados. Exito y fracaso.

Si suponemos que la probabilidad de que el experimento sea exitoso es p, la de
fracaso seria 1 - p.

Si definimos X como una variable aleatoria que asigna 1 a el resultado exitoso y
0 a el fracaso, entonces se dice que X tiene una distribucién Bernoulli con para-
metro p € [0, 1].

Ahora suponga que se lleva a cabo una serie de n experimentos de Bernoulli con-
secutivamente, todos independientes, los cuales cada uno tiene probabilidad p.
Denotamos E para un resultado exitoso y F para un resultado de fracaso. El espa-
cio muestral para esta prueba vendria a ser todas las n-sucesiones de E y F . De
esta forma el espacio muestral consiste de 2" elementos.

Si ahora definimos una variable aleatoria X como el contador de éxitos de estas
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cadenas, se tiene que

X(EE...E)=n
X(FE..E)=n-1

X(FF...F) =0

Los posibles resultados de estos experimentos Bernoulli puede ser algin valor de
{0,1,..., n}. Analicemos esto con un ejemplo.

Ejemplo 1.4.3. Se realiza un experimento con un novedoso fertilizante organico, el
objetivo es eliminar el musgo en una plantacion. Se encontré una efectividad en los
primeros experimentos del 75 %. Si se aplica el mismo fertilizante en 3 parcelas del
mismo tamario y bajo las mismas condiciones, esto nos dice que tenemos 3 experi-
mentos Bernoulli independientes con probabilidad de éxito de p = 0,75 cada una.
En esta situacion nuestro espacio muestral es

Q = {EEE, FEE, EFE, EEF, FFE, FEF, EFF, FFF}

Por ser independientes, la probabilidad de obtener que 2 parcelas no pierdan su cose-
cha es preliminarmente,

pp(1 - p) = (0,75)*(0,25) (1.3)

Estamos en el caso donde las dos primeras pruebas fueron exitosas, sin embargo eso
no sucedera siempre. Las diferentes formas en que los 2 éxitos pueden distribuirse es
de 3 formas distintas (FEE, EFE, EEF). Gracias a (1.3) obtenemos la probabilidad
que deseamos.

3(0,75)%(0,25)

Para generalizar esto, en un experimento de Bernoulli repetido n veces, el co-
eficiente binomial (z) representa los casos en que los x éxitos pueden ser distri-
buidos en los n ensayos. El producto de el término p*(1 - p)"* con el coeficiente
binomial viene a ser la regla de correspondencia de la funcién de probabilidad

para la distribucién binomial.

Definicion 1.4.4. Sea X variable aleatoria. X tiene una distribucion binomial con
parametros n y p y se denota por X ~ bin(n, p) si por funcion de probabilidad tiene
a la siguiente relacion:

0 en otro caso

ﬂ@=[GMWrﬁmx x=0,1,.0,m

Un experimento se puede modelar con una distribuciéon binomial si cumple
que:

= Sélo hay dos posibles sucesos resultantes del experimento: (éxito y fracaso).
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= Las probabilidades de cada suceso son las mismas en cualquier realizacion
del experimento ( p y 1 - p, respectivamente).

» Toda realizacion del experimento es independiente del resto.

Gracias a estas caracteristicas podemos identificar cuando un experimento mode-
la una distribuciéon binomial.

Definicion 1.4.5. Decimos que una variable aleatoria continua X tiene distribucion
exponencial con parametro A > 0, cuando su funcion de densidad es

de™™  six>0

0, en otro caso

Se trata pues de una variable aleatoria continua con conjunto de valores en el
intervalo [0, o). Esta distribucion se usa para modelar tiempos de espera para la
ocurrencia de un cierto evento.

Aunque a simple vista la funcién no es de una estructura compleja, la distribucion
exponencial es utilizada para modelar los conocidos tiempos de espera en un mo-
delo de Poisson.

Tiene una gran utilidad en los siguientes casos:

s Distribucién del tiempo de espera entre sucesos de un proceso de Poisson.

» Distribucién del tiempo que transcurre hasta que se produce un fallo, si
se cumple la condicidon que la probabilidad de producirse un fallo en un
instante no depende del tiempo transcurrido.

Existen muchas mas distribuciones recurrentes para variables aleatorias discretas,
pero las mencionadas seran de nuestro principal interés.
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1.5. Esperanzay funciones generadoras

Para lograr una mayor simplicidad, suele ser mejor describir las probabilida-
des con algunos valores tipicos. Entre aquellos valores, la media o esperanza es la
mas importante. Su definicién va de acuerdo con el concepto comun de promedio.
Las demostraciones de los resultados expuestos en este capitulo se pueden encon-
trar en [4], [5], [3].

Si en una poblacion determinada de 50 familias, 30 de ellas tienen 1 hijo por fa-
milia, 10 familias tienen 2, 7 tienen 3 y 3 familias tienen 4 hijos. El numero total
de hijos es 83 = 1(30) + 2(10) + 3(7) + 4(3)

El nimero promedio de hijos por familia es

83 30 10 7 3
50-1(50)+2(50)+3(50)+4(50) (1.4)
Sea la variable aleatoria X = "Numeros de hijos por familia" y f la funcién de
probab1hdad asoc1ada aX. Usando la probabilidad clésica se obtiene que f(1) = 50,
f2) = 50, f(3) = 50, f@) = 50 que coincide con los valores expuestos en 1.4
los cuales al reemplazarlos obtenemos que el promedio de hijos por familia es
1£(1) + 2f(2) + 3f(3) + 4f(4).

Una generalizacion de esta situacién induce a la siguiente definicion.

Definicion 1.5.1. Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores reales
{xi}iew cuyas funciones de probabilidad son {f(x;)}ien, la esperanza se define por

E(X) = ) xif(xe)

keN
Si la serie converge absolutamente decimos que X tiene esperanza finita.

Intuitivamente, la esperanza de una variable aleatoria X es el valor promedio
de lo valores que se esperan de un ensayo aleatorio cuando la posibilidad de que
cada evento suceda es constante cuando el experimento se repite muchas veces.

Definicion 1.5.2. Consideremos una variable aleatoria discreta X, que toma valores
en el conjunto de estados S = {x1, x,,...} con distribucion de probabilidad {py } ke,
tal que

Pk = P(X = xx)

La funcion generadora de probabilidad (f.g.p.) G asociada a la variable aleatoria X
(o equivalentemente a su distribucion {py}) es una funcién que se define por

v (s) = E(s%) Z s (1.5)

donde, |s| = 1
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Como {f(xx)|xx € S} es una distribucién de probabilidad, entonces
Y %eo Pk = 1, por lo tanto, la serie definida en (1.5) converge absolutamente para
|s|] = 1 pues

G(s) = D Isl*pr = D pr =1
k=0 Jj=0

Como su nombre lo menciona, la f.g.p. genera la probabilidad asociada a su dis-
tribucion.
Notamos que al derivar la f.g.p y considerar s = 0 se obtiene que

G(0) = po
G'(0) = py
G'(0) = 2P,

Desde que la serie (1.5) converge absolutamente cuando |s| = 1, entonces es infini-
tamente diferenciable en el intervalo de convergencia. En general, por induccion
se demuestra que la k—ésima derivada de la f.g.p. de X es

GM(0) = k!px
De esta forma obtenemos que

GM(0)
Pk = Tl

recuperando lo que inicialmente era nuestra distribuciéon de probabilidad.

Ejemplo 1.5.1. Veamos un experimento que suele utilizarse constantemente: El lan-
zamiento de una moneda. Los resultados posibles de esto pueden ser solo dos opcio-
nes: cara C o sello S. Si X es una variable aleatoria tal que X(C) = 1, X(S) = 0 con
P(X =0) = % y P(X = 1) =  Por lo tanto la funcién generadora de probabilidad es

G(s) =

W
+
YN

Ahora supongamos que no sabemos la distribucion de probabilidad al lanzar esta
moneda , pero si se sabe que la funcion generadora de probabilidad asociada que es

G(s)=3+3.

Se recupera la funcion de probabilidad

P(X =0) = G(0) =

W

P(X=1)=G(0) = -

NN
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Algo que es importante destacar de la importancia de las funciones genera-
doras de probabilidades es que determina la unicidad de una distribucién en el
sentido de esperanza. Si las distribuciones de probabilidad de X e Y son las mis-
mas, entonces, por supuesto, E(X) = E(Y) significa Gx = Gy para el valor para el
cual existe este valor esperado.

De lo contrario, X e Y tal que Gx Gy existen y coincide en un pequeiio espacio
cercano a cero. En ese caso, la distribuciéon de X y Y tendran la misma distribucién.

Proposicion 1.5.1. Sean X y Y dos variables aleatorias con valores enteros no ne-
gativos tales que Gx(s) y Gy(s) coinciden en algin intervalo alrededor de s = 0.
Entonces X y Y tienen la misma distribucion de probabilidad.

Proposicion 1.5.2. Sean X e Y independientes con f.g.p. Gx y Gy respectivamente,
entonces Gx.y(s) = Gx(s)Gy(s)

Definicion 1.5.3. La funcion de probabilidad de dos valores aleatorios XyY con
valores reales discretos en N es la funcion fxy : R*> — [0,1] dada por

PX=x,Y=y), x,y=12,..

0, en otro caso

fley) = {

Esta funcion es la funcion de probabilidad de las variables X e Y.

Si X e Y son variables aleatorias independientes, con valores enteros no ne-
gativos y con distribuciones de probabilidad {a;}jen y { b} kew respectivamente,
donde aj = P(X = j) y by = P(Y = k) j,k € N, entonces P(X = j,Y = k) = a;by.
La suma X + Y es una nueva variable aleatoria por la proposicion (1.3.2), y se
cumple que

X+Y=m=|JX=jY=m-j)
j=0

Por lo tanto la distribucion de la variable aleatoria X + Y, {¢;} men, donde ¢, =
P(X + Y = m), viene dada por

m m
em=Y PX=jY=m=j)=) abm; (1.6)
j=0 j=0

La nueva distribucion de probabilidad 1.6 que parte de las dos sucesiones {ay}
y {br} y conduce a una nueva sucesién {c;} ocurre con tanta frecuencia que es
conveniente darle un nombre y una notacion especial para ella

Definicion 1.5.4. Sean {ay} y {bi} dos sucesiones de enteros no negativos (no ne-
cesariamente distribuciones de probabilidades). La nueva sucesion {c,,} definida en
1.6, se llamara convolucion de ay y by, y se denotara por

{ck} = {ax} = {bi} (1.7)

Observacion: Si fx(k) y fr(k) son funciones de probabilidad de las variables
aleatorias X e Y respectivamente, denotaremos a la convolucion ¢, = (fx * fy)(k)



22

Introduccion a la teoria de la probabilidad




Capitulo 2

Procesos estocasticos que
dependen del tiempo

Hasta el momento se ha investigado el caracter aleatorio de los posibles resul-
tados de los fendmenos futuros, sin embargo, esto ha sido con la premisa de que
las circunstancias bajo las que se reproduce el experimento se mantiene constante
durante el paso del tiempo, lo cual en caso practicos no sucede.

Supongamos que nos encontramos en una sala de espera de un hospital. Se quiere
analizar el comportamiento de llegada de pacientes en una hora transcurrida des-
de la apertura del hospital usando la variable aleatoria "Numero de pacientes en
la primera hora de apertura". Si cambiamos la premisa de 1 hora y consideramos
2 es evidente que la cantidad de pacientes va a aumentar (en un dia normal de
consulta) y como consecuencia la distribucién asociada a esta variable aleatoria
cambiaria.

Esto nos lleva a concluir que por cada tiempo transcurrido se debe generar una
nueva aleatoria que en su mayoria son distintas entre si.

Para tratar este asunto surgen los procesos estocasticos, que son familias de va-
riables aleatorias, que de forma practica, dependen de una variable determinista
que es el tiempo.

En esta seccién estudiaremos algunos de estos procesos en los que sélo inter-
vienen algunos estados contables, pero que dependen de un parametro de tiempo
continuo. Se mostraran resultados interesantes, asi como la construccion de proce-
sos de nacimiento y muerte, que son fundamentales en la construcciéon de nuestro
modelo matematico.
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2.1. Ideas preliminares

Consideremos un experimento cuyo resultado puede cambiar con el paso del
tiempo. Cada estado del resultado del experimento en el tiempo ¢ sera representa-
do por X;. Cada X; viene a ser una variable aleatoria. Esta coleccién de variables
aleatorias se conoce como proceso estocastico, y sirve como modelo para repre-
sentar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo.

Las demostraciones de los resultados expuestos en este capitulo se pueden encon-
trar en 3], [6]

Definicion 2.1.1. Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias
{Xi}ier definida en algin espacio de probabilidad (Q, .F), esta parametrizada por
un conjunto T (denominadi espacio parametral), en donde las variables aleatorias
toman valores en un conjunto S denominado espacio de estados.

Un proceso estocastico puede interpretarse como una sucesién de variables
aleatorias cuyas caracteristicas pueden variar a lo largo del tiempo el cual puede
estar en un espacio continuo (sin interrupciones), o en un espacio discreto ( sobre
intervalos de tiempo o con pausas que se pueden numerar). En el caso mas simple,
se utiliza un conjunto discreto como espacio de pardmetros T = {0, 1,2,...} y estos
numeros se interpretan como tiempos épocas. En este caso se dice que el proceso
es a tiempo discreto (también conocido como cadenas), este tipo de procesos sera
denotado en general por {X,}5, 0 {X, : n=0,1,...} dependiendo de la comple-
jidad de la notacion de la variable aleatoria a utilizar.

Por lo tanto para cada n, se tiene que X, viene a ser el valor del proceso o estado
del sistema al tiempo n. Se puede tomar como ejemplo a los cambios que podrian
ocurrir cada dia, cada mes, cada afio, etc."

Cuando el tiempo es continuo, el espacio parametral se considera como el con-
junto T = [0, +o0) donde los cambios de estado se podrian realizar en cualquier
instante.

A partir de ahora, si el subindice es n, seguiremos la convencién de que el espacio
parametral es discreta, mientras que si el subindice es ¢, el tiempo se medira de
manera continua.

Ejemplo 2.1.1. Una madquina de una planta de produccioén trabaja 8 horas diarias
pero en determinados momentos del dia la maquina deja de funcionar. Nos encon-
tramos frente a dos posibles situaciones a lo largo del dia: si la maquina esta funcio-
nando o no. Esta verificacion se realiza cada hora de trabajo. Se le asigna a el estado
inactivoiin valor de 0 y al estado .%ctivo”, 1. Una coleccion de variables aleatorias es
proporcionada por.

0, Sila maquina estd ’inactivo’ en el tiempo t

t = z . s . B e
1, Sila maquina esta ’activo’ en el tiempo t
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La figura (2.1) muestra una posible secuencia de cambios de estado a través del tiempo
para esa maquina.

ESTADO

10 @ @ @ @ © @ @ ¢ © o

Figura 2.1: Estado que se encuentra la maquina al tiempo ¢

Segun la grafica, la maquina al tiempo 0 y 1 se encuentra en operacion, por eso:
Xo=1

X, =1

Al tiempo 2 la maquina cambia de estado y se encuentra fuera de funcionamiento.
XZ =0

Sucesivamente vemos como la maquina va cambiando de estado constantemente a
través del tiempo.

Observacion: Para cualquier t € T se denota P(X(t) = i), P, = i 0 P(X; = i)
como la probabilidad que en el tiempo ¢ el ensayo esta en el estado i, es decir
P(w € Q, Xy(w) = 1i).

Bajo otro angulo podemos notar que un proceso estocastico es una funcion de
dos variables

X:TxQ—S

donde cada tiempo (¢, w) es asociado a el valor o estado X(t, w).

Ademaés para cada t € T, el mapeo X; , X; : Q@ — S es una variable aleatoria.
Por otro lado, para cada w en Q fijo arbitrario, la funcion X(-, w) es llamada una
trayectoria.

En el presente trabajo nuestro objetivo sera analizar los procesos estocasticos bajo
espacios discretos que son representados como:

(Xo = ko, -y X = kn)
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La principal preocupacidn de los estudios realizados en casos discretos es calcular
la probabilidad de ocupacién de cada estado a partir de la probabilidad particular
de cambio de estado. ;Con qué probabilidad se estara en el estado k;, en el instante
n dado que en el instante n - 1 el proceso se encontraba en el estado k,_1? Esta
probabilidad de se llama probabilidad de cambio de estado o de transicion y se
denota

P(Xn = kn | Xp-1 = kn—l)

Otra forma de denotarlo es P(X, = ky | Xp-1 := kn-1) = Pj(n - 1,n)

Ejemplo 2.1.2. Del proceso estocdstico expuesto en el ejemplo (2.1.1),

Po1(n-1,n) = P(X, = 1| X,-1 = 0) denota la probabilidad de que en el tiempo n la
maquina esté ‘en operacion’, dado que previamente en el tiempo n—1 se encontraria
’fuera de funcionamiento’.

Pio(n—-1,n) = P(X;-1 = 0 | X;, = 1) denota la probabilidad de que en el tiempo n la
maquina se encuentre ’fuera de operacion’, dado que previamente en el tiempo n -1
estaba si lo estaba.

Pyo(n-1,n) = P(X,-1 = 0 | X, = 0) denota la probabilidad de que en el tiempo n
la maquina esté ’fuera de funcionamiento’, dado que previamente en el tiempo n — 1
también se encontraba ’fuera de funcionamiento’.

Una propiedad interesante que se presentan en algunas cadenas, es que los
valores de sus probabilidades de transicion no dependan del instante en que se
encuentran, es decir, del valor de n, si no que se enfocaran en el tiempo que trans-
curra desde el valor anterior. Esto es

P;j(0,n) = Pij(k,k +n), VkeN

A este tipo de transiciones se le conoce como estacionarias y se denotan por
simplicidad P; j(n), en lugar de P;j(k, k + n) para cualquier k € T, de esta manera
se resalta que el tiempo transcurrido es n.

Observacion: Sea P; j(m, n) una probabilidad de transicion estacionaria arbitraria.
Por definicion tenemos que P;j(m, n) = P;j(n - m)

Definicion 2.1.2. Sea {X;}c1 un proceso estocastico con valores en el conjunto de
estados S = {xy, x1, X, ...} (S puede ser finito o numerable ). Decimos que {X; }cT es
una cadena de Markov si cumple la siguiente propiedad conocida como la condicion
de Markov

P(Xn+1 = kn+1 | Xo = kOa es Xp = kn) = P(Xn+1 = kn+1 | Xn = kn) (2-1)

Esto significa que la probabilidad de que el suceso ky.1 ocurra en el tiempo n+1 (futu-
ro) solo dependera de la ocurrencia del evento k, en el tiempo n (presente), mientras
que la informacion de lo que ocurrio en los tiempos 0, 1, 2,...,n— 1 (pasado) es irre-
levante.
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Xi(w)
.|,_'_1
= = . —— s 4 sk
= e |
i1 ] : 1
Ap— f . I
: T3 ;
4 —
i 1 t = 1
-« 13, v} 1i, vl an - i,

Figura 2.2: Proceso estocastico a tiempo continuo

Teorema 2.1.1. La condicion de Markov (2.1) es equivalente a poder calcular la
distribucion conjunta de las variables { X} }}_, de la siguiente forma:

P(Xoy = ko, ..., Xp+1 = kna1) = P(Xp = ko)P(Xq = k1| Xo = ko) -+ P(Xp+1 = k1| Xn = kn)(2.2)

De manera mas general una cadena de Markov puede iniciar su evolucion en
un estado i arbitrario. Un conjunto de nimeros reales py, p1, p2,... > 0 cuya suma
converge a uno se considera una distribucién inicial si p; corresponde a la proba-
bilidad de que la cadena empiece en el estado i, es decir P(X, = i)

Observacion: En las cadenas de Markov en tiempo discreto, utilizamos como
indice un tiempo discreto n = 0, 1, 2, ... y se deducian numerosas propiedades. Las
nociones de cadenas de Markov se puede extender a un tiempo continuo ¢ = 0.
Sea {X;}-0 un proceso estocastico a tiempo continuo que inicia en un estado
arbitrario i;. Supongamos que el suceso del experimento en cuestion permanece
en el mismo estado un tiempo Tj;, pero luego cambia para tomar el valor de un
nuevo estado i, distinto del anterior y permanece en ese nuevo estado un tiempo
T;» hasta cambiar nuevamente de estado y asi sucesivamente. Esta secuencia se
muestra graficamente en la figura 2.2. Los tiempos de estancia, denotados T;,, son
aquellos periodos en los que el proceso se mantiene constante antes de cambiar
de estados. Para determinar el momento en el tiempo exacto transcurrido hasta
que ocurra el estado i3 es denotado por W, y W, = T, + -~ + T; n € N. Por lo
tanto el proceso estocastico {X;};.o puede ser descrito como:

i, Si0<t<W;

iz, Si05t<W2

th .
i3, SlOSt<W3
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Definicion 2.1.3. Sea {X;};-o un proceso estocastico sobre el conjunto de estados
S, es una cadena de Markov de tiempo continuo si S es numerable y para cualquier
0<t <t <..<t, <ty Setiene

P(th = in | th = itl,..., thfl = itn—l ) = P(th = in | thfl = itnfl)

Note el desconocimiento previo a la época t, de toda la historia del proce-
s0, solo es necesario de la situacion en determinado conjunto finito de tiempos
t, b, b3 o s byog.

Si las transiciones son estacionarias en el tiempo (es decir que para cadas < 0y
t < 0, la probabilidad P(X.s = j | X = i) es la misma que P(X; = j | Xp = i)), esta
probabilidad se denota mediante la expresion Pj(t), para i y j enteros no negati-
VOs.
Observacion: En particular para t = 0, tanto para el caso continuo como discreto,
se define la probabilidad de transicion P;;(0) como la funcion delta de Kronecker,
es decir,

Pij(0) = & = {1’ are

0, Sii#j

Esto nos da a entender que, cuando el tiempo ain no transcurre ( se encuentra en
la etapa inicial ), la probabilidad de que ocurra un cambio es nula, mientras que la
probabilidad de que permanezca en el mismo estado ( que no cambie ) es absoluta,
es decir 1.

La matriz que se obtiene cuando los indices i y j varian, por ejemplo, sobre el
conjunto de estados t = {1, 2,..., n} es llamada como matriz de probabilidades de
transicion de paso t, t = 0.

poo(t) = pon(t)
P(t) = qu(t) plr:(t)

Pno(t) pnn(t)

Ejemplo 2.1.3. En Peri existen tres servicios de telefonia: Movistar, Claro y Entel
(estados). Supongamos que ta poblacion solo utiliza una de las tres entidades. En el
registro del mercado actual se tiene liderando a Movistar con 0,4, Claro cuenta con
0,25 y Entel con 0,35 (estado inicial). Un usuario de Movistar tiene una probabilidad
de permanecer en su servcio de 0,60, una probabilidad de cambiar a Claro de 0,2 y
la probabilidad de migrar a Entel de 0,2.

Por otro lado, si el usuario es cliente de Claro tiene la posibilidad de mantenerse en
Claro un 50 %, 0,3 de que cambie a Movistar y que se pase a Entel de 0,2.

Y si el usuario es cliente de Entel la probabilidad que permanezca es de 0,4, de que se
cambie a Movistar de 0,3 y a Claro de 0,3.

Nuestra proceso estocastico estaria dado por {X;}i<o donde para dado tiempo t =
0, X;(Mowvistar) = 0,X;(Claro) = 1, X;(Entel) = 2,teniendo estos datos previos
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tenemos que la matriz de transicion es.

Poo(1) Poi1(1) Ppo(1) 0,60 02 0,2
P(1) =| Pyo(1) P11(1) Pip(1) |=]| 03 05 0,2
Py(1) Poi(1) Px(1) 03 03 04

La suma de las probabilidades de cada estado (en este caso el operador telefonico)
deben ser iguales a 1. Nuestro estado inicial en este caso seria

P(Xy = 0) = 0,4, P(Xy = 1) = 0,25, P(X, = 2) = 0,35

Para descubrir el valor de la probabilidad de una persona usando Movistar en la
época 0 y luego empiece a usar Claro en la época 1.

P(X; = 1, X, = 0) = P(Xy = 0)Py;(1) = 0,40 - 0,20 = 0,08

Para descubrir el valor de la probabilidad de que una persona use Entel en la época
0 y luego empiece a usar Movistar en la época 1 esta dado por

P(Xl = 0, X() = 2) = P(X() = Z)Pz()(l) = 0,35 N 0,3 = 0,105

y si suponemos que nuestro proceso estocastico cumple la condicion de Markov (2.1)
de pérdida de memoria, (no nos importa qué operador usé mucho antes, solo nos
interesa el operador usado previamente antes de la transicion) entonces para calcular,
por ejemplo la probabilidad de que una persona use Movistar en la época 0, luego use
Claro en la época 1 y finalmente Entel en la época 2 usamos la condicion equivalente

(2.2).
P(X; =2 X =1, Xp = 0) = P(Xp = 0)Py;(1)P12(1) = 0,4-0,2- 0,2 = 0,016

De esta forma encontramos que la probabilidad de que una persona elija Mo-
vistar y luego se cambie de operador a Movistar y finalmente acabe usando Entel
es 0,016.
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2.2. Proceso de Poisson

En la mayoria de casos donde se analiza situaciones que implican el azar se

necesitan obtener resultados tales como el contar la cantidad de ocurrencias en
determinado espacio de tiempo. En esta seccion describiremos a uno de los pro-
cesos estocasticos mas importantes para el modelamiento que queremos realizar:
El proceso de Poisson.
Para tener una visién mas interesante, este proceso sera definido de formas equi-
valentes, donde cada una mantiene una gran riqueza matematica de por medio.
Ademas se estudiaran sus propiedades, generalizaciones y algunas de sus aplica-
ciones.

2.2.1. Definicidon constructiva

Supongamos un experimento donde un mismo evento(la recepciéon de una
llamada telefénica, un cliente que llega a solicitar algin servicio o cuando alguna
maquina se malogra, entre otros.)se repite constantemente a lo largo del tiempo.

Definicion 2.2.1. (Primera definicion) Sea Ty, Ty, ... T,, una sucesion de variables
aleatorias independientes cada una con distribucion distribucion exponencial de pa-
rametro A > 0. Un proceso estocastico a tiempo continuo {X; } =0 definido como

Xi;=max{n €N : Ty + T + - + T, < t} (2.3)

es llamado proceso de Poisson de parametro A homogéneo. Ademas el tiempo inicial
debe ser cero (t = 0) y para ello se define max ¢ = 0, donde ¢ es el conjunto vacio.
De forma intuitiva, X; descrito en 2.3 equivale a contar el niimero de eventos ocurridos
durante el tiempo t. Es decir.

X; = ‘Numero de ocurrencias al tiempo t’

A los tiempos que transcurren entre un salto del proceso y el siguiente salto.
Ty, Ty, ... son llamados tiempos de estancia.

Proposicion 2.2.1. Dado t = 0, la variable aleatoria X; tiene distribucion Poisson
con parametro At.

Corolario 2.2.1. Sea {X;}s0 un proceso de Poisson, entonces para cadat = 0,
E(Xt) = /“.t,

en particular,
E(X;) =2
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Esto nos muestra que la variable A se interpreta como la cantidad media o es-
peranza de que en un intervalo exista algun cambio .
Una de las caracteristicas de la distribucion exponencial en un conjunto de dis-
tribuciones absolutamente continuas es la de tener la propiedad de pérdida de
memoria, para un valor fijo de s = 0, esto quiere decir que a partir de un tiempo
s > 0 el tiempo en que se encuentre el suceso no es relevante, si no, lo que impor-
ta es el tiempo que transcurre desde el evento anterior hasta el presente. Descrito
formalmente tenemos que si T tiene distribucién exponencial de parametro A,
entonces para cualesquiera tiempos s, t > s se cumple la igualdad

P(T>t+s|T>s)=P(T>t).

En otras palabras, condicionada al evento (T > s), la variable (T -s) sigue teniendo
distribucién exponencial con parametro A.

Proposicion 2.2.2. El proceso de Poisson {X;}-0 cumple que

a) Es un proceso de Markov.

b) Tiene incrementos independientes y estacionarios.

c) Sis,t 20y0=ix<jé€Z,lasprobabilidades de transicion son

Aty
G- )

P(Xt+s :j|Xs = i) = e—/lt

d) Para0 < s<t,yparan=0,1,...

P(X; - Xs = n) = P(Xi—s)

Uno de los beneficios de tener definiciones alternas es que en el caso de alguna
situacién que se requiera modelar se puede usar cualquiera de estas para probar
que un proceso en particular es de Poisson.

2.2.2. Definicidén infinitesimal

Sea § = {0, 1, 2,...} un conjunto de estados.
Se denota P,(t) como la probabilidad de que en el tiempo ¢ sucedan n ocurrencias
nuevas.
Observacion: Haremos uso del término "época"para denotar puntos en el eje de
tiempo y la palabra "tiempo"se referira a duraciones ( o longitudes de los intervalos
entre las épocas).

Para deducir esto, primero se divide un intervalo de tiempo de longitud uni-
taria en N subintervalos de longitud & = N~!. La probabilidad de que en algtin
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subintervalo de longitud de tiempo A no tenga lugar alguna ocurrencia es deno-
tada por Py(h). Esto puede ser el caso de que en un tiempo ¢ el proceso se en-
cuentre en un estado n y al cabo de h de tiempo, el proceso siga en ese estado,
sin producirse ningin cambio. Esto implica que la probabilidad de que ocurra al
menos un cambio en el intervalo [¢, t + h) es de 1 - Py(h), y de esta manera el nu-
mero esperado de subintervalos en las que suceda al menos una ocurrencia sera
N - (1= Po(h)) = h™1(1 = Po(h)).

Si, por ejemplo, se divide el intervalo unitario en N = 10 subintervalos de lon-
gitud A = 0,1 cada uno, representado en la figura (2.3). Los puntos sobre la recta
representan los diversos sucesos S;, i = 1,2,..., 10 que se puedan presentar en ese
intervalo unitario de tiempo.

Como se puede observar, hay subintervalos que albergan mas de un suceso.

T T T T T T T
/] 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9

Figura 2.3: Intervalo unitario dividido en 10 subintervalos.

Si se divide el intervalo en N = 20 subintervalos de longitud & = 0,05, se aprecia
que cada uno contiene un suceso o no contiene ninguno ( Ver figura 2.4 )

4
N o
o 005 o1 5 02 (X 4 o= 5 o4 045 o5

Figura 2.4: Intervalo unitario dividido en 20 subintervalos.

La probabilidad de que no suceda un cambio en todo el intervalo unitario gracias
a la probabilidad clésica definida sera Py(1) = % = 0,5 entonces %‘)(h) = % =10
que justo coincide con el total de sucesos.

Intuitivamente, cuando los subintervalos se vuelven suficientemente pequefos
(h — 0) de tal forma que cada uno contenga a lo mucho un suceso, este niumero
converge al numero esperado de saltos dentro del intervalo unitario que es nu-
mero finito A, la cual se interpreta como la media, esperanza o nimero medio de

ocurrencias en el intervalo de tiempo unitario. Esto es

. 1-="Py(h)
lim ———= =

h—0 h A
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La cual también puede ser escrita como o(h)+1-Py(h) = Ah, donde o(h) denota
una cantidad que cumple que limy,_, % = 0. Como consecuencia se tiene

Po(h) = 1 - Ak + o(h) (2.4)

Cuando el intervalo de tiempo es extremadamente pequefio la probabilidad de
que suceda mas de una ocurrencia, es nula, pues cada subintervalo contiene a lo
mucho un suceso. Esto es,

Po(h) = o(h), n =2 (2.5)
L =R P
h—0 h

o lo que es lo mismo 1 — Py(h) - Py(h) + o(h) = 0, de donde, se obtiene que
Pi(h) = Ah + o(h) (2.6)

Definicion 2.2.2. (Definicién infinitesimal)
El proceso estocastico { X; } -0 descrito con las caracteristicas (2.4), (2.5), (2.6), con in-
crementos independientes y estacionarios, y Xy = 0 es llamado un proceso de Poisson.

Esta forma de ver un proceso de Poisson hace uso de las probabilidades infini-
tesimales y esto da mayor amplitud de interpretacién de lo que sucede en [, t + h)
en un periodo tan pequerio (infinitesimal).

Proposicion 2.2.3. El proceso de Poisson {X;}-¢ descrito con la definicion infini-
tesimal tiene distribucion de Poisson con parametro At. Esto es,

(A1)"

Pu(t) = e, nelN
n!

Demostracion. Dado n € N, analicemos la probabilidad para un tiempo t + h,
donde el sistema se encuentre en estado n (X;., = n). Esto puede ocurrir solo de
tres maneras independientes.

= SITUACION A: En el tiempo ¢ el sistema estaba en el estado n y no ocurre
ningun cambio. A = (X; = n, X;., = n), entonces la probabilidad que suceda
esta situacion estara dada por

P(A) = P(X; = n, Xpon, = n) = P(X; = n)P(Xyen = n| Xy = n) = Py(t)Py(h)

Por la condicién (2.4) tenemos que:

P(A) = Py(£)(1 - Ah) + o(h)
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» SITUACION B: En la época t el sistema se encontraba en el estado n - 1y
ocurre tan solo un cambio. Se tiene que B = (X;,; = n, X; = n - 1), entonces
la probabilidad que suceda eso estara dada por

P(B) = P(X+n = n,X; = n-1) = P(X; = n=1)P(Xy+p = n|X; = n-1)P1(t)P1(h)
Por la condicién (2.6) tenemos que:

P(B) = Po(t)(Ah) + o(h)

» SITUACION C: En la época ¢ el sistema estaba en el estado n — 1y ocurrié
mas de un cambio.

P(C) = P(Xyh =n,Xy =n-k)=P,(t)Pr(h), k=2

Por la condicién (2.5) tenemos que

Por la definicién de las situaciones A, By C forman una particiéon de (X;,; = n)
pues su interseccioén es nula y la union de ellos nos da el espacio muestral completo
(Xt+n = n). Como consecuencia

Pu(t +h) = P(AuBu C = P(A) + P(B) + P(C)

= (1 = AR)Py(t) + AhPy_y(£) + o(h)

Pult + ) = Pu(1) h}z "B )+ 2P () + OTh)

Finalmente, cuando h — 0

{P,;(t) = CAPy(t) + APyy(t), n =1 o)

P,(0) =0

Cabe resaltar que cuando ¢ = 0 nunca ocurre algin cambio pues no ha transcu-
rrido ningun tiempo adn. Por ello Py(0) = 1y P,(0) =0, n € IN.
Ahora, para el caso particular de n = 0.

Po(t + h) = Po(t)Po(h) = Po(t)(1 - Ah) + o(h)

entonces

{Pam = ~ARy(t) 8

Py(0) = 1
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Resolviendo la ecuacién diferencial 2.8 se tiene Py(t) = e .
Como P, esta definida recursivamente para n € IN usando induccién, para n = 1
tenemos

P{(t) = —APy(t) + Ae M

Pi(0)=0

Usando el método de factor integrante se tiene que P;(t) = Ate ™
Nuestra hipétesis inductiva es P,(t) = %e’“ Entonces

Pr/1+1(t) = _APTHl(t) + (/1;!)" e
Pn.1(0) =0

Usando nuevamente el método de factor integrante se tiene que

(At)nﬂ e—/lt

Pra(t) = n+1!

Lo cual prueba el resultado. O

Con esta notacién, las probabilidades encontradas se las conocen como pos-
tulados de Poisson.
Estas condiciones son débiles puesto que da entender que para cada suceso, la me-
dia o esperanza A del nimero de ocurrencia se mantiene constante durante todo
el proceso sin importar en qué estado se encontraba previamente.
Esto es, para dado n € N, P;_y;(h) = Pj_;j(h) = Ah + o(h) para cualquier j,i =
0, 1, 2, ... lo cual no siempre sucede en la vida real.
He ahi la importancia de introducir una nocién mas generalizada.
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2.3. Proceso puro de nacimiento

El caso mas simple del Proceso de Poisson se obtiene al permitir que las pro-
babilidades de transicién dependan del estado actual del sistema. Para cada estado
n existira una media A, que cumpla con el proceso de Poisson descrito anterior-
mente.

Definicion 2.3.1. Un proceso estocastico {X;};. es un proceso puro de nacimiento
si cumple los siguientes postulados.

1. Las transiciones directas de un estado j solo son posibles a su estado siguiente
j+ 1

2. Sienlaépocat el sistema se encuentra en el estado n, la probabilidad de alguna
ocurrencia en un intervalo corto entre t y t + h es dado por A,h + o(h).

3. La probabilidad de que ocurra mas de un suceso dentro de este intervalo es

o(h).

Este proceso solo permite una transicion al siguiente estado, mas no a un es-
tado anterior es lo que da origen al "nacimiento"de una ocurrencia nueva.
Nuevamente, P,(t) sera la probabilidad de que en el tiempo t ocurran n ocurrencias
nuevas. Los postulados y las ecuaciones diferenciales son deducidos de la misma

forma que en el proceso de Poisson, pero esta vez reemplazando el valor fijo A por
An

Py(t) = =AoPo(t) (2.9)

Pi(t) = =AuPu(t) + Ap-1Pooa(t), n=1 (2.10)

En el proceso de Poisson era comun suponer siempre que X, = 0. Es decir, se
suponia que en la época 0 el sistema siempre se encontraba en el estado 0. Ahora
supongamos que el sistema inicia en un estado arbitrario i. Esto implica que

P;(0) =1, P,(0)=0, paran # i (2.11)

Gracias a estas condiciones iniciales, nuestro sistema tiene solucién tnica para
cada n € N y en particular Py(t) = Py(t) = ... = Pi1(#) = 0

Ejemplo 2.3.1. Se considera una poblacion cuyos miembros pueden dar origen (me-
diante desdoblamientos u otros procesos) a nuevos miembros, pero que no pueden mo-
rir. Supongase que durante cualquier intervalo de tiempo de longitud h, cada miem-
bro tiene probabilidad Ah + o(h) de procrear un nuevo miembro. Siguiendo nuestra
notacion, esto seria P;(h) = Ah+o(h). La constante A determina la tasa de crecimiento
de la poblacion. Si no hay interaccion entre los miembros y si se sabe que en la época
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t el nimero de la poblacion actual es n, entonces la probabilidad de que haya exista
aumento en el intervalo [t,t + h) es

Puns1(h) = P(Xpep = n+ 1| X; = n)

Si cada poblador de los n que hay actualmente, tiene la misma probabilidad P, (h) de
dar origen a un nuevo ser en el tiempo h, entonces

Ppn1(h) = Zn: Py(h) = nAh + o(h)
i=1

La probabilidad P,(t) de que la poblaciéon ascienda exactamente hasta n elementos
satisface, por lo tanto, (2.10) con A, = nA, es decir

Pi(t) = —nAPy(t) + (n - 1)AP,_1(t), n=1P(0)=0

Dendtese i el tamario inicial de la poblacién. Las condiciones iniciales (2.11) se apli-
can, y al resolver el sistema recursivo de ecuaciones diferenciales se verifica para

Pn(t) _ (I’l - 1) €7Mt(1 _ e/lt)nfi

n-i

n=i>0que

y, desde luego, P,(t) = 0 paran < i y toda t.

La suposiciéon de que cada especie tiene la misma probabilidad de dar lugar
a una nueva especie hace caso omiso de las diferencias en los tamafios de las
especies. Puesto que también se desecho la posibilidad de extincion, solo puede
esperarse una aproximacion burda.
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2.4. Proceso de nacimiento y muerte

El proceso puro de nacimiento no sirve como modelo realista de los cambios
en poblaciones (como la de las bacterias) cuyos miembros pueden morir o des-
aparecer. Para este caso se requiere un proceso estocastico mas personalizado que
permite modelar situaciones que permitan transiciones desde un estado n al esta-
do siguiente n + 1 y también al anterior n - 1. En estos caso se utiliza el proceso
de nacimiento y muerte.

Definicion 2.4.1. Un proceso estocdstico {X;}=0 es un proceso de nacimiento y
muerte si cumple los siguientes postulados.

1. Las transiciones directas de un estado j son posibles a su estado siguiente j + 1
y a su anterior j — 1.

2. Sienla época t el sistema se encuentra en el estado n, la probabilidad de que
ocurra la transaccion de n a n + 1 en un intervalo corto de tiempo [t,t + h) es

dado por A,h + o(h).

3. Sien la época t el sistema se encuentra en el estado n, la probabilidad de que
ocurra la transacciéon de n a n — 1 en un intervalo corto de tiempo [t,t + h) es

dado por p,h + o(h).

4. La probabilidad de que ocurra mas de un suceso dentro de este intervalo es

o(h).

Nuevamente, P,(t) seré la probabilidad de que en el tiempo t ocurran n ocu-
rrencias nuevas y P;;(t) la probabilidad de cambio del estado i al estado j en un
tiempo ¢. Usando esta notacion se tiene que

Punar(h) = Agh + o(h) (2.12)

Ppn-1(h) = pmh + o(h) (2.13)

Esto implica que

Pl(h) = Anh + ,Unh + O(h),

entonces

Po(h) = 1= (An + pin) + o(h) (2.14)

Pu(h) = o(h), n=2 (2.15)

Dado n € N, analicemos la probabilidad para un tiempo ¢ + h, donde el sistema se
encuentre en estado n, esto es (X;.;, = n). Esto puede ocurrir solo de tres maneras
independientes.
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» SITUACION A: En el tiempo t el sistema estaba en el estado n y no ocurre
ningun cambio. A = (X; = n, X;., = n), entonces la probabilidad que suceda
esta situacion estara dada por

P(A) = P(X; = n, Xpup = n) = P(X; = n)P(Xpp = n| X; = n) = Po(£)Po(h)

Por la condicién (2.14) tenemos que:

P(A) = Pp(t)(1 = An = pnh) + o(h)

= SITUACION B: En la época t el sistema esta en el estado n - 1 y sucede una
ocurrencia. Esto es B = (X;,, = n, X; = n—1), la probabilidad de que suceda
eso estara dada por

P(B) = P(Xt+h =n X;=n- 1) = Pn—l(t)Pn—l,n(h)-
Por la condicién (2.12) tenemos que:

P(B) = An-1hPy_1(1) + o(h)

= SITUACION C: En la época t el sistema esta en el estado n + 1y se cancela
una ocurrencia. Esto es C = (Xyp = n, X; = n+ 1), la probabilidad de que
suceda eso estara dada por

P(C) = P(Xysp = n, Xp = n+ 1) = Ppyq(t)Pyeqn(h).
Por la condicién (2.13) tenemos que:

P(C) = pns1hPpia(2) + o(h)

= SITUACION D: En la época t el sistema estaba en el estadon-kon+ky
ocurrié k cambios. Por la condicién (2.13)

P(D) = Po(t)Pi(h) = o(h), k=2

Por la definicién de las situaciones A, B, C y D, estas forman una particion de
(Xt+n = n) y por ello,

Po(t + h) = Pu(t)(1 = Ay = ptnh) + AuorAPuor(£) + fins1 hPrsr (£) + o(h)

Luego,
Pt + h) - Po(t ol
% = =(An + in)Pa(t) + Ant Prs () + pinss Pria () + %
Cuando h — 0.

Pr/l(t) = _(An + ,Un)Pn(t) + An—lpn—l(t) + ,Un+1Pn+1(t) (2-16)
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Py(t) = =AoPo(t) + i Pr(t) (2.17)

Para modelar la dindmica de una poblacion no siempre se conoce el estado en el
cual se encontrara el proceso en su tiempo inicial, sin embargo se puede llegar a
conocer las probabilidades de que al tiempo 0 hayan ocurrido n sucesos recolec-
tando datos de la situaciéon que se quiera modelar. Esto vendria ser la distribucion

inicial {p,} tal que p, € [0,1]y Yo Pn = 1
P.(0) = pn (2.18)

Gracias a estos valores iniciales tenemos soluciones unicas de 2.16 y 2.17, y este
sistema sera el que represente nuestro problema.

Ejemplo 2.4.1. Veamos el caso de un proceso de division celular en un ser vivo
donde solo se tiene dos posibles posibilidades: Que la célula haga mitosis (se divida
en dos células) o que ocurra una muerte celular. Durante cualquier intervalo corto de
tiempo de longitud h, la probabilidad de que el elemento viviente se divide en dos es
Ah + o(h), mientras que la probabilidad correspondiente de morir es ph + o(h). Aqui A
y it son dos constantes caracteristicas de la poblacion( en este caso las células del ser
vivo en cuestion). Si no hay interaccion entre los elementos, estaremos en el caso de
un proceso de nacimiento y muerte con A, = n y yt, = ny Las ecuaciones diferenciales
basicas toman la forma:

Pi(t) = uPi()
Po(t) = ~(A + p)nPu(t) + A(n = 1)Pu-y + ps1 Pra(t)

En el proceso puro de nacimiento, el sistema de ecuaciones diferenciales era
infinito pero tenia la forma de relaciones de recurrencia; P,(t) podia calcularse a
partir de P,_;(t). Nuestro nuevo sistema no tiene esta forma y por lo tanto no se
puede obtener una resolucién usando induccién matematica y por ello las P,(t)
deben calcularse todas simultadneamente. Para ello sera necesario describir un mé-
todo para encontrar la solucioén de este problema y uno de ellos es resolviendo un
problema de valor inicial de una ecuacion diferencial parcial semilineal de primer
orden.
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2.5. Teorema de Daniell-Kolgomorov

El teorema de extensién de Daniell-Kolmogorov es uno de los primeros teo-
remas profundos de la teoria de procesos estocasticos. Proporciona resultados de
existencia para buenas medidas de probabilidad en espacios de funcién. Revisa-
mos la construccién general de un proceso estocastico. Para fines de modelizacion
nos gustaria considerar las familias de variable aleatoria {X; } indexada por un
conjunto general I. Cuando I es discreto y finito, la familia vendria a ser un vec-
tor aleatorio con valores en el espacio producto medible (E, &7) donde (E, &) es
el espacio de medida donde se define cada variable aleatoria X; , es decir, X; :
(Q,.F) — (E,&) paratodo t € I. Tomando ; : (E!, &7) — (E, &) como la funcién
proyeccion en el factor t, se puede definir simplemente X : (Q,.%) — (E!, &)
con ;X = X;. De esta forma hemos reemplazado la familia de variables aleatorias
que cada uno toma valores en E con una sola variable aleatoria que X toma valo-
res en (E!, ¢) donde &7 es el o-algebra producto. &' es el sigma algebra generado
por conjuntos de la forma IIjc;A; c E!, donde A; € &, Vi€ 1.

SiI no es finito o incluso no es contable este procedimiento tiene que ser declara-
do. Buscamos una definicién para &' que sostenga que para todo ¢ € I, la funcién
proyeccién 7; : (E!, &1) — (E, &) permanezca medible.

La colecciéon de conjuntos de la forma

m'(A), J <] finito, A€ &,

donde n; : E! — FE/ esla proyeccién en las coordenadas en J, constituye un
algebra y son llamados conjuntos cilindros.
La familia de conjuntos cilindros de la forma

”J_1<HAt>’ J € 1,7 finito, A; € &, para todot € ],
te]

forman un 7-sistema dentro del algebra de los conjuntos cilindros. Consideramos
&' como el o-algebra generado por la familia de conjuntos cilindros. Esta defini-
cién esta concebido para lograr la siguiente equivalencia.

Lema 2.5.1. Una funcion X : (Q,.%) — (E!, &) es medible si y solo si mX :
(Q,F) — (E,&) paratodot € 1

Dado un proceso X : (Q,.%#) — (E!, &7) llamamos a la medida X en (E!, &7)
dada por pX(A) = P(X € A) para todo A € I. Ademas, como ya se vio, en el espa-
cio (E!, &') siempre podemos realizar el proceso estocastico (X; : Q — E) t € I
tomando X;(w) = w; para que X(w) = w. Esto se llama el proceso canénico.

El siguiente teorema, debido a Kolmogorov (e independientemente a Daniell) es-
tablece la existencia de una probabilidad en (E!, &') gracias a la existencia de una
familia de probabilidades que cumplen ciertas condiciones.
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Definicion 2.5.1. Decimos que una familia de probabilidades {y;};c1, donde J es
finito, es consistente si para cualquier ]’ < J y con 7y : E — F' la proyeccion
canénica de E' a E/’, tenemos que

-1
et g = Hy

Definicion 2.5.2. Sea (X, .7") un espacio topologico y .# un o-algebra sobre X y p
la medida sobre el espacio medible (X, .%). Un subconjunto medible A de X se dice
que es normal interior si

{u(A) = sup{pu(F)| F c A, F compacto y medible}
Una medida se llama regular de interior si cada conjunto medible es regular interior.

Teorema 2.5.1. Asumamos que {};}jcr, donde ] es finito es una familia de proba-
bilidades que son regular de interior. Entonces existe una tinica medida i en (E!, &)
tal que /1071']_1 =y, para todo J c I



Capitulo 3

Cocientes demograficos

Si solo tenemos el dato de que nacieron 1000 varones pero no tenemos la po-
blacién total donde y cuando se registr6 la informacion, perderia su utilidad. Ade-
mas, podemos llegar a pensar que a mayor cantidad de datos se obtiene una mayor
precision en nuestros informes, pero la realidad es muy ajeno a eso. Las cadenas
de datos muy largas son de poca utilidad porque son practicamente imposibles
de entender o interpretar. Es importante entonces tener datos de calidad y saber
interpretarlos. Por ello es necesario establecer ciertas métricas que nos permitan
comprender los datos y que resuma la informacion para que sea de mayor enten-
dimiento para todos.
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3.1. Flujo y stock

Definicion 3.1.1. Una poblacién es un conjunto renovable de individuos que cum-
plen determinada condicion, sean humanos, animales o cosas y no son un conjunto
estatico, sino que estan sometidas a un proceso continuo de cambio, por salidas y
entradas de individuos en dicha poblacion.

En el analisis demografico, los indicadores que se utilizan no son complejos ya
que en su gran mayoria se trata de una relaciéon entre dos magnitudes y se conoce
como cociente. Este tipo de indicador es muy abundante en su uso y va a depender
de la naturaleza de los datos que utilizamos. .

Para entender lo siguiente, es importante entender primero qué significa la dife-
rencia entre flujo y stock.

Definicion 3.1.2. Stock es la maginitud de los datos o sucesos en un momento de-
terminado en el tiempo.

Se refieren a las existencias en un momento determinado y no en un intervalo de
tiempo.

Los datos de stocks poblacionales pueden tener como fuente los censos, padrones, es-
timaciones de poblacion o encuestas.

Un ejemplo de stock seria el niimero de personas vivas el 25 de Diciembre del 2019.

Definicion 3.1.3. Los flujos, por el contrario, son los nimeros de los eventos o ocu-
rrencias (como nacimientos o muertes) en un espacio-tiempo continuo.

Los datos de transmision se toman del registro"de eventos como las estadisticas vita-
les de nacimiento, muerte y matrimonio durante un periodo de tiempo.

Un ejemplo de flujo seria el niimero de nacidos vivos durante el afio 2019.
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3.2. Tipos de cocientes mas relevantes

En demografia existen 4 cocientes principales que se distinguen entre ellos
gracias a la informacion que componen el numerador y el denominador.

= Si tanto el numerador y denominador son del mismo tipo:

1. Proporcién

Definicion 3.2.1. Se le conoce como proporcion al valor que da como
resultado dividir la cantidad de datos de un subconjunto sobre la mag-
nitud del total. Ambos pueden ser flujos o stocks.

Ejemplo 3.2.1. Si la cantidad de mujeres de una poblacion es 400 y el

total de la poblacion es de 1000 habitantes, la proporcion seria %

2. Razén

Definicion 3.2.2. La razoén es el cociente de dos magnitudes que miden
conjuntos o subconjuntos que no cuentan con elementos comunes.

Ejemplo 3.2.2. Con respecto a la poblacion mostrada en 3.2.1, la canti-
dad de varones es 600, la llamada razén de masculinidad no es mas que

el cociente de la cantidad de varones sobre la de mujeres, es decir %

= Si el denominador es un stock y el numerador es un flujo:

1. Tasa

Definicion 3.2.3. Cociente entre la cantidad de sucesos(flujos) durante
un periodo de tiempo entre la poblacion promedio que existe durante ese
intervalo temporal.

Ejemplo 3.2.3. Si la cantidad de habitantes de una pequeria poblacion
durante el 2020 fue en promedio 500 personas y durante ese afio falle-
cieron 25 La tasa de mortalidad es el niimero de personas que fallecieron
(25 habitantes) entre la poblacion promedio en el mismo periodo (500
habitantes). Es decir 21—0 = 0,05

2. Probabilidad (desde el punto de vista demografico)

Definicion 3.2.4. Es el valor que resulta al dividir la cantidad de suce-
sos de un evento experimentado por determinada cantidad de habitantes
durante un intervalo temporal y la poblacion inicial vulnerable a tal
evento durante ese periodo.

Ejemplo 3.2.4. La probabilidad de morir antes de ser mayor de edad
en Peru en la década los 70 se obtiene como el cociente de la cantidad
de las defunciones de los menores de edad en esa época y la cantidad de
personas vivas que acababan de obtener la mayoria de edad ese afio.
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El analisis demografico permiten mejorar la toma de decisiones y hacer prondsti-
cos sobre determinadas cuestiones, por ejemplo, en torno a la salud, a determina-
das acciones a tomar frente un catastrofe o a las politicas econdémicas.



Capitulo 4

Introduccion a las ecuaciones
diferenciales parciales
semilineales

Para poder explicar el movimiento de alguna particula, la trayectoria de un
cometa o la rotacion y traslacion del planeta Tierra, necesitamos obtener su posi-
cion a través del tiempo.

Conforme el tiempo transcurre, las coordenadas de posicién ird cambiando tam-
bién. Gracias a ello notamos la importancia de resolver el problemas donde las
incognitas sean funciones que expresan la dependencia de una variable con res-
pecto a otra.

La investigaciéon de muchos problemas cientificos y fisicos pueden reducirse a so-
luciones de ciertas ecuaciones que surgen después del analisis y modelado. He ahi
la vital importancia de tener métodos que nos permitan obtener tales soluciones.
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4.1. Soluciones generales y condiciones auxiliares

Definicion 4.1.1. Una ecuacion diferencial en derivadas parciales, puede descri-
birse como una relacion donde aparece una funcion incognita y junto con al menos
una derivada parcial. Dado que en una ecuacion diferencial parcial deben apare-
cer derivadas parciales, se sobreentiende que i depende de al menos dos variables
independientes. En general, es una relacion de la forma :

m,...U mk) =0

FQxp, oo, Xn, Uy Uy oo Uy, e Uy

m . .

Donde n,m,k € Ny my + ... + m < +00 y tym = % la derivada parcial de orden
i

m de u respecto a x;.

Definicion 4.1.2. Dada una ecuacion diferencial parcial, se denomina solucion cla-
sica de una ecuacion diferencial parcial a una funcion que satisface la ecuacion y que
posee todas las derivadas parciales (involucradas en la ecuacion) continuas.

Observacion: Se suele denotar u, en lugar de %(x, y) para simplificar la no-
tacion.

Dada una ecuacion diferencial parcial F(x, u, D) = 0 diremos que u es solu-
cion general de la ecuacion diferencial parcial si contiene como casos particulares
a cualquier otra solucion de la ecuacién diferencial parcial.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos la ecuacion diferencial parcial en dos variables.
du
(x,y)=0
oY)

Entonces la solucién general es u(x, y) = f(y) para alguna funcién f € C'(R)

Si adicionamos condiciones adicionales a la ecuacion tendremos una solucion mas
precisa. Estas condiciones adicionales pueden provenir de las propiedades fisicas, qui-
micas, etc. del modelo que da origen la ecuacion o a la naturaleza del dominio sobre
el que queremos estudiar el problema.

Las ecuaciones diferenciales parciales que dependen de una variable temporal
son llamadas ECUACIONES DE EVOLUCION. Por ejemplo, la ecuacién del calor

ou  d*u ‘f

ot ax?
y las ondas

u  du _f

o2 ox?

son ejemplos de ecuaciones de evolucién.

Cuando imponemos una condicién sobre la solucién de una ecuacion diferencial
parcial para un valor dela variable temporal, esta condicién se denomina CONDI-
CION INICIAL de la ecuacién diferencial parcial.
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4.2. Soluciones generales y condiciones auxiliares

Dada una ecuacioén diferencial parcial F(x, u, Dj) = 0 diremos que u es solu-
cion general de la ecuacion diferencial parcial si contiene como casos particulares
a cualquier otra solucion de la ecuacién diferencial parcial.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos la ecuacion diferencial parcial en dos variables.

Ju

g(x: y)=0

Entonces la solucion general es u(x, y) = f(y) para alguna funciéon f € C'(R)

Si adicionamos condiciones adicionales a la ecuacion tendremos una solucion mas
precisa. Estas condiciones adicionales pueden provenir de las propiedades fisicas, qui-
micas, etc. del modelo que da origen a la ecuacion o a la naturaleza del dominio sobre
el que queremos estudiar el problema.

Cuando imponemos una condicién sobre la solucién de una ecuacién dife-
rencial parcial para un valor dela variable temporal, esta condicién se denomina
CONDICION INICIAL de la ecuacién diferencial parcial. Si la condicién auxiliar
para la ecuacion diferencial parcial se impone sobre el borde del dominio (acota-
do), esta condicién de frontera. Por ejemplo:

w—uUex =f, (t,x)€(0,T)xQ
u(t,x) =0, x € 9Q

Significa que la temperatura es cero en el borde del dominio. Si una ecuacion
diferencial parcial posee condiciones iniciales y de frontera, diremos que posee
condiciones mixtas. Por ejemplo:

-y =f, (Lx)€O,T)xQ
u(t,x) = 0, x € 9Q
u(0, x) = Y(x)

es un problema mixto.
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4.3. Curvas integrales de campos vectoriales

Definicion 4.3.1. Se denominara dominio a un subconjunto Q de R" que sea abierto
y conexo. Denotaremos por 9Q a la frontera de Q.

Una relacion es llamada ecuacién diferencial cuasilineal si tiene la forma
u u
a(x, y, u)— + b(x,y, u)— = c(x,y, u 4.1
(63 05+ bl ) = ey, ) (@.1)

donde se asume que Q < R3, a, b, ¢ funciones reales de clase C!(Q). Una ecua-
cion semilineal sera un caso particular de 4.1 si tomamos a(x, y,u) = a(x,y)y

b(x, y, u) = b(x, y)
a(x, y)% + b(x, y)ZT; = c(x, y, u) (4.2)

SeaV : QcR® — R® V(x,y,2) = (a(x, ), b(x, ), c(x, ¥)) Se asumira que
1. a, b, ¢ no se anulan simultineamente en algin punto de Q
2. a,b,ce CHQ)

Definicion 4.3.2. Una a curva y c Q es una curva integral del campo V si tiene
como vector tangente a V = V(x, y, z) en cada uno de sus puntos. Si y es parame-
trizado por algin s € I y(s)) = (x((s), y(s), z(s)) que tiene como vector tangente
V = V(x(s), y(s), z(s)) para cada s € I.

Explicitamente se cumple la relacion

x'(s) = a(x(s), ¥(s). 2(s)), ¥'(s) = b(x(s). ¥(s)., 2()). 2'(s) = b(x(s). y(s). 2(s))  (4.3)

Una solucion (x(t), y(t), z(t)) del sistema anterior, definida para s en algin intervalo
I, puede ser considerado como una curva en Q. Llamaremos a esta curva una curva
solucion de la sistema 4.3. Cada curva de solucion del sistema es un curva integral
del campo vectorial V.
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4.4. Resolucion de las ecuaciones diferenciales parcia-
les semilineales

Como nos enfocaremos en la resolucion de las ecuaciones diferenciales par-
ciales semilineales, bastara tomar el campo vectorial en R? El campo vectorial en
RR? asociado a la ecuacion diferencial parcial 4.2 es dada por

V(x,y) = (a(x, y), b(x, y))

por ello a(x, y)uy + b(x, y)u, es la derivada direccional de u a lo largo de V.
Seay : I — R?,I c R una curva integral del campo V. Si se denota v(s) =
u(y(s)) = u(x(s), y(s))ux + b(x(s), y(s))u, = c(x(s), y(s), u(s)) Usando la regla de la

cadena ou o
V(s) = ;(X(S), Y($))x"(s) + —(x(s), y())¥'(s)
X ay

y reemplazando las expresiones 4.3 y 4.2 se tiene

V'(s) = a(x(s), y(s))ux + b(x(s), y(s))uy, = c(x(s), y(s), u(s))

Es decir que la funcién o(s) satisface una ecuacion diferencial ordinaria a lo largo
de la curva integral y(s). Ahora, si se quiere resolver la ecuacion diferencial par-
cial 4.2 en el dominio Q es necesario parametrizarlo por medio de un parametro
adicional r € R, donde {y,}, efectivamente es una particién del dominio Q.

Cada curva integral cumple lo anterior expuesto, por ello si y, = (x:(s), y(s)) y

vr(s) = uyy(s))
x7(s) = a(x(s), ¥(5)), yy(s) = b(x(s), (s))
vy(s) = c(x:(s), yr(5), vr(5))

Ahora si a la ecuacion diferencial parcial 4.2 se le afiade la condicidn inicial sobre
una curva inicial I" ,la cual parametrizamos por I'(r) = (I';(r), I'z(r)) dada por

u((r)) = ¢(r) (4.4)

donde ¢ es una funcion dada. El objetivo es que para todo r € R, las curvas inte-
grales y, sean de tal forma que pasen a través de I'(r) cuando s = 0.

y(0) =I(r)

y por lo tanto,
0r(0) = u(y,(0)) = ¢(r)

De esta forma tenemos dos grupos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
= Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para las curvas integrales.

{x;(s) = a(x,(s), (), x.(0) =T'y(r)

(4.5)
¥i(s) = b(xx(s), y(5)),  ¥r(0) = To(r)
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= Una ecuacién diferencial ordinaria para v,

Uy(s) = c(x:(s), yr(s), v(5)),  0r(0) = () (4.6)

Para resolver nuestra ecuacién diferencial parcial 4.2 con condicion inicial
4.4, primero resolvemos el sistema 4.5, y luego la ecuacion diferencial ordi-
naria 4.4. Asi obtendremos una funcién V,(s) que dependera de las variables
ry s. Finalmente, aplicando los argumentos de la seccién anterior, haciendo
uso del teorema de la funcién inversa se debe obtener funciones reales Ry
S tal que r = R(x,y) y s = S(x, y). Finalmente obtendriamos la solucién u
tal que

u(x, y) = VR, (S(x, y))

Ejemplo 4.4.1. Resolver
auy + buy, =0

,dondea,b€ R, a+0yu0,y)=e’
En este caso, la curva inicial sera I'(r) = (0,r) (el eje y) y la condicion inicial sera
¢(r) = " Nuestro sistema de ecuacion diferencial ordinarias es

()= a, x(0) = Ti(r)
VA9 = b 3:(0) = To(r)

cuya solucion esta dada por x,(s) = as, y,(s) = r + bs y nuestra ecuacion diferencial
ordinaria para V,(s) es

ul(s) =0, v,(0)=¢e"
cuya solucion esta dada por v,(s) = €’s. Del teorema de la funcion inversa se obtiene
que se obtiene s = x/ayr =1y - b7.

., , _b
Por tanto nuestra solucion seria u(x, y) = e¥e™a*



Capitulo 5

Analisis y modelamiento
matematico de la enfermedad
esquitosomiasis.

La esquistosomiasis humana es una infeccioén parasitaria que se estima que

afecta a mas de doscientos millones de personas en todo el mundo, uno de los
mayores problemas de salud publica de los trépicos y subtropicos.
Es curioso notar que la dinamica de transmision de esta infeccion se puede descri-
bir a través de las matematicas, para ser mas precisos, de dos procesos estocasticos
interrelacionados, uno que dependera de la cantidad de parasitos que hay en un
humano contagiado y el otro de la cantidad de cercarias de caracol a humano.

Si queremos plantear el problema a resolver seria el siguiente:

Dado un entero no negativo n, asumiendo que las probabilidades iniciales (al tiem-
po 0) p, son conocidas, encuentre la probabilidad de que exactamente n parasitos
estén en un ser humano en el momento ¢t > 0,
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Esquistosomiasis

las cercarias se liberan del caracol A\ Etapa infectiva
een el agua y nadan libremente A\ Etapa de diagnéstico
esporocistos en el caracol

(generaciones sucesivas) o A
/
2 \
!
&
S L¢]
/ penetran la pi
N

los miracidios penetran en
el tejido de los caracoles

las cercarias pierden la cola
durante la penetracion y se
convierten en esquistosémulas

/\

e circulacion

emigran a la vena porta
del higado y maduran
g en forma de adultos o

enla ©C

en las
heces A orma s

los huevos ec{oslonan\

y liberan miracidios @
los adultos se
emparejan y emigran a:

S. japonicum vénulas de los intestinos o del recto
(ponen huevos que son expulados

con las heces)
C vénuias delavejiga (son expulsados
con la orina)

S. mansoni S. haematobium

Figura 5.1: Ciclo vital de un esquistosoma que infecta a un ser humano.

5.1. Datos generales

Se considerara el caso idealizado de que infeccién ocurra en una comunidad
aislada donde cada huésped definitivo (en este caso, un ser humano) tiene igual
exposicion de riesgo de infectarse y no esta sujeto a procesos de nacimiento, muer-
te, inmigracién o emigracion.

Cada huésped intermedio (en este caso, caracoles pulmonados acuaticos perte-
necientes al género Lymnaea) tampoco esta sujeto a procesos de inmigracion o
emigracion pero si al de nacimiento o muerte, pero bajo una simplificada hipote-
sis de que en cada instante en el que un caracol muera, un caracol no infectado
nazca.

Denotaremos como Nj al nimero total de huéspedes definitivos (ser humano) en
la poblacién a analizar y N, al nimero total de huéspedes intermedios (caracoles)
en la poblacién a analizar.

Si a cada ser humano de la poblacion los etiquetamos del 1 al N;, se analizara un
experimento por cada huésped definitivo k, donde k = 1,2, ..., Ny, el cual sera el
mismo para cada poblador. Para cada t € [0, +0), introducimos las funciones,

My (t) = Numero de esquistosomas machos en el tiempo t, en el huésped k.

Fi(t) = Numero de esquistosomas hembras en el tiempo t, en el huésped k.

Nociones de epidemiologia nos dice que para que un huésped definitivo sea infec-
tado depende de una pareja heterosexual de larvas de los esquistosomas (llamadas
miracidios), por lo cual nuestro objetivo sera registrar el niimero de parejas esquis-
tosomas en un determinado huésped, en un tiempo t.

Si asumimos que el encuentro entre cada miracidio hembra y macho es inevitable
y cada larva es monogama, entonces de esto se puede deducir que el ntimero de
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parejas de miracidios sera nada més que el minimo entre el nimero de miracidios
machos y hembras.

yi(t) = min{Mi(2), F(1)}

También es plausible postular que My (t) y Fx(t) para cada t son variables aleato-
rias.

Aunque es posible que un huésped intermedio sea penetrado por mas de un mi-
racidio, se cree que las infecciones multiples no son importantes.

En consecuencia, consideramos la unidad de infectividad en el huésped inter-
medio poblacion como el huésped molusco individual, en lugar de la cantidad de
parasitos que alberga y realizar un seguimiento de la infeccién en esta poblacion
mediante una funcion.

Por ello, es necesario considerar cual es la cantidad de huéspedes intermedios in-
fectados (un caracol es llamado infectado si alberga al menos un miracidio), para
ello serd necesario definir

S(t) = Numero de caracoles infectados en el tiempo t.

Observacion: Para cada t = 0, k = 1,2,... Ny, es plausible postular que M(t),
Fi (1), S(t) son consideradas variables aleatorias y consecuentemente, las coleccio-
nes {My(£)} =0, {Fr(t)}120 v {S(#)} 120, procesos estocasticos.

Para determinar las distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias
de interés, es necesario hacer suposiciones adicionales. Para este analisis se utili-
zara la definicion infinitesimal del proceso particular de Poisson de nacimiento y
muerte.

Miracidios en el huésped definitivo.
Para cada persona k = 1,2,...,Nj,j = 0, 1, ... sera necesario conocer sus respecti-
vas distribuciones iniciales

¢\ = P(Mi(0) = j)

p = P(F(0) = j)

para que el proceso pueda inicializar.

Ademas para simplificar notacién y calculos, los procesos My, y F; tendran la mis-
ma probabilidad de transicion, es decir que sera indiferente el que cada paréasito
sea hembra o macho. Denotemos a la probabilidad de transicion del estado i al
estado j de un tiempo s a un tiempo ¢ de {My(t)}ss0 y {Fi(t)} 20 como P;j(s, t),
entonces,

Ppn(s,t) = P(Mi(t) = n| Mi(s) = m) = P(Fi(t) = n| Fi(s) = m)

k=1,2,....N;ymneZ" ,0<s<t

Por ello, aunque en los siguientes postulados se trata el caso de las cercarias ma-
cho, también aplica para las cercarias hembra.
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Figura 5.2: En un cuerpo se encuentran m miracidios y muere uno.

Al establecer las hipotesis sobre la iniciacion (nacimiento) y la terminacién (muer-
te) estableceremos el simbolo o(h) para indicar cualquier cantidad que se desva-
nezca mas rapidamente que el A cuando h — 0 i.e. limy_,q @ =0

A continuaciéon pasamos a adaptar los postulados de un proceso de nacimiento y
muerte para el analisis matematico de la cantidad de miracidios en un ser humano.
Supongamos por un momento que las probabilidades P, ,(t) son conocidos para
todo n € IN y tratemos de determinar P,, ,(¢ + h) la probabilidad de que un ser
humano albergue n parasitos al tiempo ¢ + h. Habra n parasitos en el tiempo ¢ + h
si y solo si una de las siguientes condiciones son satisfechas:

1. Al tiempo t, hay n + 1 parasitos y muere uno nuevo en el intervalo
[t,t+ h).Sip > 0 eslarazon de muerte instantanea de un esquistosoma.
Para analizar la probabilidad de muerte de un estado arbitrario m € IN (que
vendria a ser la cantidad de parasitos en un ser humano) al tiempo ¢, donde
cada uno tiene la misma media de probabilidad y; de morir y por lo tanto
cada uno también tiene la misma probabilidad de muerte P o(t, ¢ + h) =
pih + o(h), entonces,

Pom-1(t, t + h) = mPy(t, t + h) = pymh + o(h)

2. Al tiempo t, hay n - 1 parasitos y aparece uno nuevo en el intervalo
[t,t + h). Sea vq; la tasa de liberacion instantanea de cercarias por caracol
infectado (factor bioldgico) y v, la probabilidad de que una cercaria liberada
infecte a un ser humano (factor ambiental).

Denotemos v; = v11-Vq2, que vendria a ser la razén de parasitos que infectan
a un ser humano y por ende, cada parasito tiene la misma probabilidad de
infectar a un ser humano de Py;(t,t + h) = vih + o(h). Por lo tanto, para
m € N, h — 0, la probabilidad de que un nuevo parésito infecte a un
ser humano (ya sea macho o hembra) estaria dado por 2Py, j,.1(t, t + h) =
S()Po1(t, t + h) = »S(t)h + o(h).

Si reemplazamos el valor de S(¢) por el de su esperanza E[S(t)], se tiene,

Prmer (£ + h) = v EIS()]h + o(h)
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Figura 5.3: En un cuerpo se encuentran m miracidios y muere uno.

3. Dos o mas cambios suceden en el intervalo
Aunque es posible para un huésped ser infectado por méas de un miracidio al
mismo tiempo o que al mismo tiempo mueran mas de dos de estos parasitos,
estos no generan cambios plausibles, por lo cual la probabilidad de mas de
un salto sera o(h). Es por eso que las transiciones de un estado j solo son
posibles a los estados j + 1 0 j — 1 en un intervalo corto de tiempo (casi
instantaneo), es decir, en un intervalo [¢, t + h), donde h — 0.

Pomen(t, t + h) = o(h),n > 1

4. Al tiempo ¢, hay n parasitos y no ocurre ningiin cambio en el inter-
valo [t,t + h).
Al tiempo t, hay n parasitos y no ocurre ningiin cambio en el intervalo

(t,t+h).

Pt £+ ) = 1 = S EIS(IAPAD) - i Pa(0h + of)



58 Analisis y modelamiento matematico de la enfermedad esquitosomiasis.

5.2. Sistema de Ecuacion diferencial ordinaria de Kol-
gomorov

Por los postulados expuestos en la seccion (5.1), para t = 0 My (t), Fi(t) y S(¢)
son procesos de nacimiento y muerte, de los cuales consecuentemente, los siste-
mas de ecuaciones diferenciales asociados a su respectiva distribucion { Py, (s, t) } oy
de acuerdo a la demostracion expuesta en (2.10) referido al proceso de nacimiento
y muerte son

Purlsd) _ - _ [;VIE[SW + ul}Pm,As, £) + L0 E[S()]Pmn-1(s, 1)

+,Ul(n + 1)Pm,n+1(5: t)

(5.1)

para m,i € N, s = 0.
Por lo tanto si n # 0,

P(Mk(s) = n| Mi(s) = m) =0
mientras que si n = m,
P(Mk(s) = m| M(s) = m) =1
Por ello es conveniente extender la definicion de P, , y estableciendo
Pun(s,s) = Omn mn=0,1-,s=21

donde
1, h=k

5 =
"0, hek

las cuales llegarian a ser las condiciones iniciales de nuestros sistemas de ecua-
ciones diferenciales. Esto quiere decir que si el sistema M, o Fj se encuentra en el
estado m en la época s y no transcurre ningun salto de tiempo (es decir permane-
ce en el estado s) el sistema seguira permaneciendo en el estado m, ya que si no
transcurre tiempo, tampoco ocurrira cambio alguno.

Por la independencia de las distribuciones de transicion, a esta sistema de ecua-
ciones se le conoce como problema de valor inicial de Kolmogorov.

El teorema de Daniel-Kolgomorov expuesta en la seccién (2,5) nos muestra que
efectivamente existen cadenas de Markov My, Fi, y S que cumplen las propie-
dades de los postulados si y solo existe solucion a las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov.

Observacion: Claramente, las suposiciones realizadas solo representan una apro-
ximacién de lo que representan una infeccion real. Se ignora la infeccién especifica
por edad o sexo en la poblacion humana.Las tasas de mortalidad son independien-
tes de la edad y de la densidad de poblacion. Hubiera sido méas natural considerar
a Py, m+1(t, t + h) proporcional a S(¢) y a ZJ,:L Yk(t) respectivamente, pero resulta
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mas conveniente reemplazar estas cantidades por sus esperanzas.

Ademas, estos postulados no tienen en cuenta los efectos de edad en la tasa de ovi-
posicion de un esquistosoma femenino emparejado. Tampoco hemos considerado
el posible desarrollo de resistencia a la infeccion en los huéspedes o los periodos
latentes durante los cuales las cercarias y las esquistosomas se desarrollan hasta
sus formas maduras.

A pesar de estas simplificaciones y omisiones, confiamos en que nuestras hip6-
tesis retratan principales caracteristicas de las relaciones huésped-parasito con
suficiente similitud para producir utiles conclusiones cualitativamente confiables.
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5.3. Ecuaciones de Kolgomorov

En esta seccién se muestra un método para encontrar la solucion de este pro-
blema resolviendo una ecuacion diferencial parcial de primer orden.

Dado m € N, s = 0, consideramos paracada k = 1, 2,..., Nj la variable aleatoria
M;(),t = 0 una distribucién de probabilidad {p,(t)}.en, tal que p,(£) = Ppn(s, t).
La funcién generadora de probabilidad G asociada a la distribucion {pi(t)}) esta
dada por

=3 2"n =) 2" Pun(s. 1) (5.2)

n=0 n=0

Derivando parcialmente respecto a z se tiene

0G(t,z) - aG(t z) Opn
D) S e () = Y+ D pult) -Z LR
z n=1 n=0
G(t, z)

Z 2"pl(t) = pi(t) + Z Z"p (5.4)

Si denotamos Y(¢) = E[S(t)] y sustituimos los valores de p/,(¢) de (5.1) en 5.3 obte-
nemos

aG(t, z) _ i

o z" [ - <;V1 Y(t)+ Hl)Pn(f) + %Vl Y(8)pn-1(2) + pu(n + 1)ppea(t)

n=1
% WY(B)po(t) + pupr(t)
aG(t, z) 1 - n
R ENC) WACERDYCRIUEES WAUERE () WACR,

n=0

- —%m Y(£) Y. pa(D)2" + i ) (n+ Dpa()2” = i Y, pa(t)2" + %Vi Y(6) ) palt)2"
n=1 n=0 n=1 n=1

1 Y()G oG oG 1 Y(1)2G
=——v + U — —zZ— + =V z
2 1 H 92 H 9z 2 1

- %vl Y()(z - 1)G - p(z - 1)%

Finalmente, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial parcial
% s pz -2

0z

Por otro lado, conociendo las probabilidades iniciales p,(s) nos permite cono-
cer la condicién inicial para G a lo largo de la linea s = 0 del plano (s, z),

- %vl Y(t)(z - 1)G

G(s,z) = i Z2"pn(s) = z™
n=0
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5.4. Resolucion de nuestra ecuacion diferencial parcial

Nuestro objetivo es resolver la siguiente ecuacion diferencial parcial. Dado
s > 0, (s es un valor fijo del cual provendria )

G+ fun(z - 1)G; = g Y()(z - 1)G
G(s,z) =2z™

En este caso nuestra curva inicial parametrizada por r esta dada por y(r) = (s, r)
con condicién inicial ¢(r) = r™.

Nuestro sistema de ecuaciones diferenciales para las curvas integrales { . : (1)} R,
{zr : zz(W)}rer ¥ {vr : v (1) }rer toma la forma

=1, £(0) = s
Z;{ = p(zr - 1), z(0)=r (5.5)
v;(u) = %Vl Y(t:)(zr - Do, v,(0) =r™,

Resolviendo este sistema para cada r € R se obtiene que explicitamente las curvas
integrales {t, : t,(u)},er ¥ {2r : zr(4)},er estan dadas por t.(u) = u + sy z,(u) =
(r-1)eM* +1.

Reemplazamos estas curvas en la ecuacion 5.5

1
vl - Ju Y(u+s)(r-1e"%v=0 0,(0)=r"

Resolvamos esta ecuacion diferencial ordinaria lineal por el método del factor
integrante, el cual en este caso seria

exp ( - /Ou %Vl Y(x +s)(r - 1)e’“”>.

U(u) = —%vl(r - 1)/0u Y(x + s)e"*dx

Si denotamos

haciendo el cambio de variable x = x — s

1 u+s 1 u+s N
Uw) = =2 m(r-1) / Y(x)e* 9 dx = —zvl(r—l)[ / Y (x)e X9 g - / Y(x)eﬂ1<“>dx]
s 0 0

1 u+s ty
= —Evl(r -1)e#® [/ Y(x)e"*dx - / Y(x)e"*dx
0 0

1 u+s S
=5 vi(r - 1)e"”ls(e”1”e_”1”)[/ Y(x)e"*dx —/ Y(x)e"*dx
0 0

1 u+s S
=5 vi(r - 1)[e“1”(e_“l(s+”)/ Y(x)e”lxdx> - (e”“s/ Y(x)e”lxdx)
0 0
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Si denotamos S
B(s) = e“ls/ Y(x)e'"*dx
0

tenemos

1 .
Uw) = =5 wi(r = DI flu +5) - f(5)]
Gracias al método del factor integrante la solucién general de
v,(u) = CeV™

donde
v (0) = r™

entonces
Cexp (;vl(r - 1)[e”~1”ﬂ(0 +5) - ﬂ(s)]) =r"
C=r"

Por lo tanto,
o = " exp (e DB 9 - 49

La funcién inversa de las curva t, es u = t —sylade s, es r = (z - 1)e(9) 4+ 1,
Reemplazando estas funciones en la curva v,(u)x se tiene

CXLZ)=[5“““Nz—l)+ﬂmem><;w«z—1kﬂ“””ﬂé““”ﬁ0)-ﬁ®ﬂ)

G(t,2) = [e M9z - 1) + 1] exp (;vl(z - 1)(B(t) - e"“(t_s)ﬁ(s))> (5.6)

Recordemos que esta funcién generadora G; esta relacionada a la variable aleato-
ria My(t) y con la probabilidad de transicién Py, ,, por ello por un momento usemos
la notacién que indica la variable aleatoria de la cual fue generada la funcion G,
es decir, Gy, (n(2) = Yoot 2" Pmn(s, 1).

Ahora, tomemos dos variables aleatorias X, Y con distribuciones binomial y de
Poisson con pardmetro A = 3 (B(H)-B(s)e#1(=0)), respectivamente. X ~ Bin(m, e #1(=9)
, Y ~ Pois(3v1(B(t) - B(s)e#1(=9))). Es decir

.&uo=(f>p%1—mmx

ﬂm=ﬂﬁ
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Donde p = e 179

Para estas variables aleatorias tenemos que

Gx(p(z) = [z - 1) +1]"

Gro(2) = exply m(z = D) - ¢ IB()

La proposicién 1.5.2 nos dice que la funcion generadora de la suma de variables
aleatorias es el producto de las funciones generadores de cada uno y ademas por
(5.6) se obtiene

Gx(t+v()(2) = Gx()Gy(1)(2) = Gage(r)(25 5, m)
Entonces X(t) + Y(t) y Mi(t) tienen la misma distribucién
Pin(s, t) = P(Mi(t) = n|Mi(s) = m) = P(X(£)+Y(2) = n|Mi(s) = m) = P(X()+Y () = n)fx)+v(n(n)

El cual es una convolucion de las variables aleatorias X(t) e Y(t). Entonces

n m . o
Pa(t) = (fxen * fro)m) = D froWfro(n-i) = Y, (W)P’(l —P)m_je_l%.,
Fi =\ (n-j!

Explicitamente, se tiene que

n 1 _ i (t-to)y)
Py(t) = exp (—;vl(ﬁ(t)—ﬁ(t())e-ﬁl“-fo))) JE(; ('J’.’)(e-ﬂﬁ*ﬂ)y‘(l-e—m_to))m-j (21 () (ifo;; )

Para continuar, previamente demostraremos dos lemas que nos ayudaran a pasar
de la probabilidad a una esperanza, la cual es més practica en sentido estadistico.

Lema 5.4.1. )
E(X(t)|M(0) = j) = je !

Demostracion. Como en este caso se conoce el valor de la distribucién inicial
Mi(0) = j

Joxawmop(xl) = (i)P@f (1-poy ™ x=0,1,....J

Donde py = e it

m J j . J ! .
E(X(t)|My(0) = j) = }; xfox im0y (xl) = XZ; X(i) po(1=poy ™" = ; mﬂf(l—[’o)’_’c

J _ | m s .
=Jpo Z mpg_l(l = o)™ = mpo Z (i ~ ll)Pg_l(l - po)

x=1 x=1

j-1 /.

. ]_1 X i-1)-x .

=JPZ< x >Po(1—po)° D= p
x=0

Como py = e/ se tiene el resultado . O
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Lema 5.4.2. .
E(Y(t)|Mi(0) = j) = Evlﬁ(t)
Demostracion.
N4
Tyl = e “’;
Donde .
Yo = zviB(t)
2
S S Yo
E(Y(D)IMK(0) = 1) = Y, YvomaopOli) = Y, ye
y:1 y:l y
e Z = Joe e = o = - (D)
O
E(Mi(2)) Z nP,(t)P, Z (P (5.7)
Entonces

EMi(1) = Y n Y B0, 0P(0) = 3 Bi(0) . nPia(0,8) = Y g EM(1)|Mi(0) = j)
n=1  j=1 j=1 n=1 j=1

= 3 OB + YOIMO) = ) = 3 gPTEOIM0) = ) + B OIM(0) = )]
Jj=1

Jj=1
Z e + (o)

Analogamente se tiene que
E(Fi(t)) = JZp}-’” (et + %vlﬂ(t))
Entonces
E(Wi(t)) = E(Mi(8)) + E(Fi(t)) = Z( © 1 g (et + wﬁ(t))

Jj=1

Un interés particular es el caso cuando My(0) y Fi(0) tiene una distribucién de
Poisson con el mismo parametro %a)k, de 5.7

(%@k)me_%wk

m!

P(My(t) = n) = P(Fe(£) = n) = ), Ppn(t)
m=0
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N i 1 nj (1 M-t ) o
= D, e (—;w(ﬂm)) > (”?)<e-ﬂlfy'<1_e—mt)m-j<zV1ﬂ<t?> T Gor)™e

m=0 -0 \J (Tl —])! m!

~.

[s+]

- e $ 57 (M) Py - By GG

k)
m=0 j=0

fixt
_ L rapeyan < >( ope Y (5 ﬁ(t _JZL]
=8 \J

n!

%[%(ﬁ(t) + ope M) exp(~(B(t) + wpe )

Por convolucién
P(Wi(t) = n) = P(My(t) + Fi(1))

Esto quiere decir que
Wi(t) = n ~ Poisson(f + we") (5.8)

Hasta aqui ya obtenemos que la probabilidad de infeccién de la esquisitomiasis
tiene una distribucion de Poisson que cumple la relacion (5.8) para el caso mas
peligroso: Cuando una infeccién se da y esta se puede esparcir rapidamente pues
se calcula las probabilidad de parasitos emparejados. Ahora se estudiara las si-
guientes distribuciones de probabilidad para el caso de parasitos sin pareja, que si
bien es un caso de no vital importancia, puede ser de utilidad a la hora de detectar
y querer evitar propagaciones y contagio. Se define:

Mi(t) = Mi(t) - yi(t)

Fi(t) = Fe(t) - yi(®)

M (t), Fi(t) pueden ser interpretados como el nimero de parasitos machos y hem-
bras, respectivamente, sin pareja en el huésped k. Ademas

) = S (Wil) - Ni(0) - F(0)

Lema 5.4.3. Dadon € N,
{M(t)} = | J{F(®) = j} 0 {Mi() = j + n}
j=0

Demostracion. Dado o € | JZo{Fi(t) = j} n {Mi(t) = j + n}, 3j € N tal que

w€e{F(t)=j} y w€{Mt)=j+n}
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Entonces
V(@) = Fe(t) (@) = j < Mp(t)(w) =j +n

Mi(t)(w) = yi(t)(@) + n
Mi(t)(@) =

Estoes w € {AMk(t) = n}
Dado w € {M(t) = n} = {Mi(t) - yi(t) = n}

Mi(£)() = yi(t)(w) =
como n = 1, yi(t) entonces
E(®)=0 y ylt) = Fult)
i Fi(t)(w) =j €N
Mi(£)(@) = Mi(£)(@) + yi(t)(@) = n+j
Entonces w € {Fi(t) = j} n {M(t) = n + j} O

Lema 5.4.4. Dado n € N, entonces para cada k, 1 < k < N;

P(M(t) = n) = 7 i i gy Z Z ( ) ( )(e AyI(1 - e Pty I (B(1))(5.9)

1=0 m=0 i=0 j=0

P(Fi(t) = n) = e P i i gy Z i () ("7)( i) = g hyEmIE L (B(E)5.10)

Donde I, denota la funcion de Bessel modificada de primera especie de orden n.

Demostracion. Usando el Lema 5.4 y la independencia de Fi(t) y Mi(t) se sigue
que:

P(Mi(t) = n) = Y P(Fi(t) = j)P(Mi(t) = j + n)
j=0

= Z Zpt(k)PlJ 0 t Z qm m]+n(0 t))
1=0

7=0
Donde:

n 1 i
P,j(0,1) = exp ( - *V1(ﬁ ) > < ) ity e’ﬂlt)l’im

pars (r=1)!
_ 1 TP C L1 0) M
Prrjen(0,2) = exp ( - Evl(ﬁ(t)) 24 ( i)(e HE (1 - e77) ﬁ

La féormula del lema sigue reemplazando estos valores en 5.9 y si se intercambian
los roles de pj(-k) y q](-k). Se obtiene 5.10 intercambiando los roles de p}‘ y ¢~ O
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Este tiltimo lema muestra como resultado la probabilidad de que una persona sea
infectada pero esta infeccion no sea de gravedad puesto que se evalila simplemente a
los parasitos sin pareja (y por lo tanto sin poder reproducirse) tanto macho y hembra.

Si bien estos resultados nos muestran diversas ecuaciones para determinar las
probabilidades de infeccién en diversas situaciones, lo resultados va a depender
en gran parte de los datos iniciales al tiempo inicial de la infeccion y de las va-
riables sanitarias y ambientales de la época donde se recoge la muestra. Note que
ademas que se hicieron muchas suposiciones y se utiliz6 la esperanza de la va-
riable aleatoria en vez de ella para evitar complejidad en los calculos, lo cual es
bastante comun en este tipo de desarrollo y no afecta en gran forma el resultado.
Espero que la lectura haya sido de su agrado y pueda ser de utilidad para futuras
investigaciones.
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