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Resumen

En este trabajo, estudiamos tres formas de definir caos para un sistema dindmico discreto:
“Caos segin Devaney”, “Caos segtin Li-Yorke” y “Caos” en términos de entropia positiva.
Ademés, estudiamos la relacion existente entre estas definiciones para sistemas dinamicos

discretos definidas sobre intervalos.

Palabras Claves : caos de Devaney, caos de Li-Yorke, entropia topologica, sistemas

dinamicos.



Abstract

In this work, we study three ways of defining chaos for a discrete dynamical system:
“Chaos in the sense of Devaney”, “Chaos in the sense of Li-Yorke”, and “Chaos” in terms of
positive entropy. In addition, we study the relationship between these definitions for

discrete dynamical systems defined on intervals.

Keywords : Devaney chaos, Li-Yorke chaos, topological entropy, dynamical systems.
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Introduccion

En el uso comun, “caos” significa “un estado de desorden”. Sin embargo, en la teoria
del caos, el término se define con mayor precision. A lo largo de la historia, ha habido
muchas definiciones y a pesar del abundante trabajo pasado y actual, todavia el caos no

se puede resumir en una férmula.

Acerca de la aparicion del término matemaético caos, fue introducido por Liy Yorke(1975),
donde los autores establecieron un simple criterio sobre la existencia de caos en los sistemas
dindmicos unidimensionales, conocido como “periodo tres implica caos”. Desde enton-

ces, el estudio de la teorfa del caos ha jugado un papel importante en los sistemas dinamicos.

Aunque fue Lorenz el primero en reconocer lo que se denomina comportamiento caético
en el modelado matematico de los sistemas meteorologicos, debido a que pequenas variacio-
nes en estos sistemas dinamicos podrian desencadenar enormes y, a menudo, insospechados
resultados. Como idea intuitiva, Lorenz incluy6é en una conferencia que pronuncio el 29 de
diciembre de 1972 en una sesion de la reunion anual de la AAAS (American Association for
the Advancement of Science) la célebre frase “efecto mariposa”, que nos dice que “el aleteo
de una mariposa en Brasil puede provocar un tornado en Texas”. Por supuesto, esto puede
sonar exagerado pero es una forma de decir que, una perturbacion en las condiciones inicia-

les por pequenas que sean pueden provocar grandes cambios en los resultados a largo plazo.

Devaney(1989) introduce una nueva definicion de “caos™ un sistema dinamico es cao-
tico si tiene una orbita densa, un conjunto denso de puntos peridédicos y dependencia
sensible a las condiciones iniciales (esta tltima condicion es la formulacion del menciona-

do “efecto mariposa”, idea también incluida, pero no tan obvia, en la definicion de LiYorke.).



Por otro lado, el caos puede ser caracterizado en términos de la entropia topologica
que esté relacionado con el caos de Li-Yorke y los subsistemas caéticos de Devaney. Fue
el matématico Kolmogorov(1958) quién introdujo el concepto de entropia para cualquier
sistema dindmico medible y Adler, Konheim y McAndrew(1965) introdujeron la definicion
de entropia topologica que mide el grado de desorden de las 6rbitas del sistema dindmico, es
por ello que entropia topologica positiva para un sistema dinamico “equivale” a caoticidad

de dicho sistema.

Cabe resaltar que surgieron otras definiciones famosas de caos dadas por Wiggins,
Lyapunov y Auslander-Yorke . Es importante mencionar que este trabajo se enfocara en
los sistemas dinamicos dados por la iteracion de aplicaciones continuas por intervalo, esto

es, la aplicacion continua f : I — I sobre el intervalo compacto no degenerado 1.

El objetivo de este trabajo no es solo estudiar las tres definiciones existentes de
caos como el caos de LiYorke, el caos de Devaney y la entropia positiva. Pero también

para estudiar en cierta medida la “relaciéon” que existe entre las tres formas de definir el caos.

Se considera importante el estudio del caos pues nos ayuda a comprender y estudiar
los sistemas dindmicos que muchas veces son grandes y complejos. Asimismo, conocer y
estudiar resultados desarrollados por Li-Yorke, Devaney y entropia son fundamentales
para los temas fisicamente relevantes de los limites de las cuencas fractales, los transitorios
cadticos y la dispersion cadtica, que ocurren, por ejemplo, en la dindmica de fuidos, la
mecanica celeste, la quimica y la fisica atémica. Ademaés, este trabajo esta dirigido tanto
a estudiantes de pregrado como a investigadores pues hemos tratado de mantener un nivel
elemental donde los prerequisitos son principalemente los cursos de analisis real, topologia,

y algo de algebra lineal.

El trabajo esta estructurado en 5 capitulos. En el primer Capitulo definimos algunas
nociones elementales e introducimos la notacién que emplearemos durante todo el trabajo.
También proporcionamos algunos resultados béasicos sobre conjuntos w-limite y herramien-
tas para encontrar puntos periédicos. En el Capitulo 2, estudiamos la definicion dada

por Devaney, profundizamos un poco sobre transitividad topologica, que en el caso de



sistemas dinamicos unidimensionales obtendremos resultados interesantes. En el Capitulo
3, estudiamos la definicién dada por Li-Yorke, en la que probamos principalmente que
periodo tres implica caos. En el Capitulo 4, presentamos las definiciones de entropia
topologica para luego mencionar al caos en términos de ella. Debemos mencionar que al
final de los Capitulos 2, 3 y 4 mostramos algunos ejemplos de sistemas dinamicos ca6ticos.
Por 1ltimo, en el Capitulo 5, estudiamos las relaciones entre las tres definiciones de caos,
sin embargo no profundizamos en la relaciéon Li-Yorke y entropia topoldgica debido a que
escapa de los prerequisitos mencionados. Al finalizar mostramos un diagrama que resume

la relacion entre las tres formas de definir caos para sistemas dindmicos unidimensionales.



Capitulo 1

Preliminares

Sistemas dinamicos, 6rbitas y puntos fijos

Presentamos algunas definiciones introductorias que utilizaremos en los proximos
capitulos. Aunque, nuestro proposito es estudiar sistemas dinamicos unidimensionales,
daremos la notacién en un contexto mas amplio porque la mayoria de las definiciones tienen
significado para cualquier sistema dindmico. Estas definiciones pueden ser encontradas en

(Devaney, 1989) o cualquier libro de “Sistemas Dinamicos”.

Definiciéon 1.0.1. Un sistema dindmico es el par (X, f) que esta dado por la aplicacion
continua f : X — X, donde X es un espacio métrico no vacio. La evolucion del sistema
esta dado por las iteraciones sucesivas de la aplicacion. Sin € N, el n-ésimo iterado de f

es denotado por f", es decir,

f"i=fofo---of.
—

n veces
Por convencion, fO es la aplicacion identidad sobre X. Podemos pensar a n como el
tiempo: partiendo de una posicion inicial x en el tiempo 0, el punto f"(x) representa la

nueva posicion en el tiempo n.
Definicion 1.0.2. Sean (X, f) y o € X.

1. La orbita positiva de z¢ bajo f, denotada por (9;{ (x0), se define como
O}_ (.Z'Q) = {f"(azo),n € N} = {$07f($0)7f2(x0)7'--}

2. En caso que f sea inversible, se define la drbita de xo bajo f, denotada por Oy (xy),

7



Op (xo) ={f" (wo)sn e Z}y = {..., [ (x0), [ (o), w0, f (x0) . f* (20),...}

Definiciéon 1.0.3. Sean (X, f) y x € X es un punto fijo de f si y solo si se cumple que
f(z) = z. Se denota por Fiz(f) al conjunto de todos los puntos fijos de f.

Observaciéon 1.0.1.
1. Sixz e Fix(f) entonces Oy (x) = {z}.

2. Sean I C R un intervalo, f : I — I una aplicacion continua. Geométricamente,
los puntos fijos de [ son obtenidos al interceptar su grafico Graf(f) C I x I con la
diagonal A = {(x,z) : x € I}.

Ejemplo 1.0.1. Para el sistema dindmico f : R — R dado por f(x) = x. Tenemos,

x € Fix(f) siy solo si f(z) =z, siy solo si z*

lo tanto, Fix(f) = {1,0,—1}.

=z siy solo si (v —1)(x + 1) =0. Por

Puntos periddicos y ciclos

Definicién 1.0.4. Sean (X, f) y zo € X.

1. Decimos que xy es un punto periddico de f siy solo si existe m € Z* tal que

f™ (xg) = zo. Se denota por Per(f) al conjunto de todos los puntos periddicos de f.

2. Sea xg € Per(f), decimos que xqy es punto periddico de periodo k € 2 si y solo si
fi(xg) # 20, V1< j<k—1y fF(xg) =x0. Se denota por Pery(f) al conjunto de

todos los puntos periddicos de f de periodo k.

3. Sea xy € Perg(f), su semidrbita positiva OJJ{ (zo) = {0, f (z0) ..., [F" (z0)} es

llamada k-ciclo.

. xy se llama punto eventualmente k-periodico si y solo si existe m & al que
4 I t tualmente k ,0d1 ' lo si exist Z* tal

f™ (xo) € Perg(f).

Observacién 1.0.2.



1. Sixy € Perg(f) entonces xy € Fix (fk)
2. Si g €Per,(f) entonces OF (x9) = {xo, f(x0), f*(0), ..., f¥ " (x0)}.

3. Fix(f)=Per/(f)

Conjugaciéon Topologica

Definiciéon 1.0.5. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos. Decimos que f y g son
topoldgicamente conjugados, si y solo si existe h € Hom(X,Y') tal que ho f = go h. El

homeomorfismo h se llama “conjugacion topoldgica”.

Observacion 1.0.3. Si h es una conjugacion topologica entre f y g entonces el siguiente

diagrama es conmutativo.

x—t.ox

h h
y 2>y
La importancia del concepto consiste en que dos funciones topologicamente conjugadas

tienen el mismo comportamiento dinamico.

Proposicion 1.0.1. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos y h € Hom(X,Y') una

conjugacion topoldgica entre f y g. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. hof"=g"oh,VneN
2. h [O}r(x)} = O (h(x)),Vz € X
3. h[Per(f)] = Per(g)

4. h[Per,(f)] = Per,(g9),Vn € N

5. h[Fix(f)] = Fix(g)

Demostracion.
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1. Por induccién sobre n. Para n = 1, es la definicion de conjugacion topologica.

suponemos que ho f"~! = g""' o h (Hip. Ind.), Demostremos para n :

hof”:ho(f”_lof) = (hof”_l)of: (g"_loh)of:g”_lo(hof)

=g" 'o(goh)=(¢9"""og)oh=g"oh
2.q€h [(’);{(x)] si y solo si existe p € O}“(m) tal que ¢ = h(p). Por otro lado

p € Of(z) <= 3n € N tal que p = f"(2)
<= dn € N tal que h(p) = h (f"(x)) = ¢"(h(x))
<= h(p) € Oy (h(x))

Luego
q € h [Of (z)] <= ¢ = h(p) € OF (h(x))
Por tanto h [Of (z)] = OF (h(x)),Vz € X.

g

3. q € h[Per(f)] si y solo si existe p € Per(f) tal que ¢ = h(p). Por otro lado

p € Per(f) <= Im € Z*tal que p = f™(p)
<= Im € Z*tal que h(p) = h (f™(p)) = g"(h(p))
= q = h(p) € Per(g)

Luego h[Per(f)] = Per(g).

4. Sea q € h[Per,(f)] entonces existe p € Per,(f) tal que h(p) = g. Como p € Per,(f)
entonces ["(p) =py fi(p) # p,V0 < j < n. Luego

g"(q) = g"(h(p)) = L (f"(p)) = h(p) = q

Ademas si 0 < j < n entonces f7(p) # p, luego ¢ = h(p) # h (f?(p)) = ¢*(h(p)) =
¢’ (q), se sigue que q € Per,(g). Por tanto h [Per,(f)] C Per,(g). El otro contenido

es similar, trabajando con h~! en vez de h.
5. Se sigue inmediatamente del item anterior.

De esta manera queda probada los 5 items de la proposicion. O]
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Conjunto Omega-limite

Definiciéon 1.0.6. Sea (X, f) . El conjunto w-limite de un punto x € X, denotamos por

w(z, f), es el conjunto de todos los puntos de la trayectoria de x, esto es,

w(z, )= ({/*x) [k >n}.

n>0

El conjunto w-limite de la aplicacion f es

w(f) = wla ).

zeX

Definicion 1.0.7. Sea (X, f) . Un “conjunto invariante” (o f-invariante) es un conjunto
cerrado no vacio Y C X tal que f(Y) CY; se dice fuertemente invariante si ademds se

cumple que f(Y) =Y.

Lema 1.0.1. Sean (X, f) , x € X yn > 1. Entonces,
1. w(z, f) es un conjunto cerrado fuertemente invariante de X.
2. w(f™(x), f) = wlz, f)
5. Vi 2 0,w(f(x), [*) = f* (w(z, f")),

n—1

4wz, )= {Jw (@), )

=0

5. siw(x, f) es infinito, entonces w (f'(x), f*) es infinito para todo i > 0.

6. f(w(f)) = w(f).

Demostracion.
(1), (2), (3), (4) Se deducen facilmente de la definicion de conjunto w-limite.

(5), (6) Se siguen de los items (1), (3) y (4).



Capitulo 2

Caos segtiin Devaney

En este capitulo estudiaremos caos segiin Devaney siguiendo su libro “An Introduction

to Chaotic Dynamical Systems” (Devaney, 1989).

2.1. Transitividad Topologica

Segun Devaney (1989), existe una nociéon dindmica que esta intimamente relacionada
con la propiedad de tener una oOrbita densa. Este es el concepto de topologicamente

transitivo.

Definicion 2.1.1. Sea (X, f) es topoldgicamente transitivo si y solo si existe x € X tal

que O}“(x) = X.

Daremos una forma equivalente de definir topolégicamente transitivo y en la proposicion
2.1.1 verificaremos la equivalencia de estas definiciones bajo algunas consideraciones del

espacio X.

Definicion 2.1.2. Sea (X, f), se dice que [ es “topoldgicamente transitivo” si y solo si ¥

U,V C X abiertos, disjuntos, no vacios, existe k > 0 tal que fF[U]NV # 0.

La definicién anterior nos dice que la dinamica de f no puede ser descompuesta en dos
abiertos disjuntos, invariantes bajo f, puesto que si se toma dos de tales abiertos entonces
existe en uno de ellos un punto cuyo iterado k-ésimo (para algin k € 7Z) pertenece al otro

abierto.

Observacion 2.1.1. La definicion 2.1.2 nos dice que existiran kq, ko € N tales que

fAUINV D o UNfRV]£0D

12
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Proposicion 2.1.1. Consideremos X espacio métrico “completo”, “separable” y “sin

puntos aislados” y (X, f). Bajo estas consideraciones las definiciones 2.1.1 y 2.1.2 son

equivalentes.

Demostracion.

i)

ii)

Consideramos el sistema dindmico (X, f). Probaremos que si f posee una orbita

densa (definicién 2.1.1) entonces es topologicamente transitivo (definicion 2.1.2).

En efecto, existe x* € X tal que m = X.

Sean U,V C X abiertos, disjuntos, no vacios y sean x € U, y € V', por la densidad,
existe un n € Z* tal que f*(x*) € U y existe m € N tal que f™(z*) € V.

Como U NV = () entonces n # m.

Sin pérdida de generalidad consideramos m > n tenemos:

[ ) = ot an) e frrU) NV

Basta tomar k = m —n >0y tenemos f*(U) NV # 0.

Probaremos que f es topologicamente transitivo (definicion 2.1.2) entonces posee

una oOrbita densa (definicion 2.1.1).

En efecto, f es topoldgicamente transitivo entonces sean U,V C X, existe n € N
tal que f"(V)NU # (). Asi, existe z € V y existe ng € N tal que f(V)NU # ()
entonces f"(x) e U=z € f~"(U)

= fTU)NV £0 = U T (U)NV # 0 (todo abierto de X interseca a la union).

neN

Por lo que, U f7™(U) es densa en X.
neN
Como X es espacio métrico compacto entonces para cada natural n el espacio X

admite un recubrimiento finito de bolas de radio 1/n. La coleccion de tales bolas,

para todo n, puede ser enumerado como la secuencia {Uy }r>1.

Para todo k > 1, el conjunto U f7"(U) es un conjunto abierto y denso en X.
neN

Por TEOREMA DE CATEGORIA DE BAIRE, consideramos G = () | ) 7" (U)

keN neN
donde G es denso en X, entonces existe z € X tal que x € G (f"(x) entra en

cualquier conjunto Uy, para algiun n).
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Es decir, O;{(x) N U, # 0, para todo k € N.

Por lo tanto, existe x € X tal que (’)}L () =X.
De esta manera queda probado la proposicion. O

Observacion 2.1.2. Las condiciones impuestas sobre X en la proposicion 2.1.1 son
necesarias, pues caso contrario la equivalencia podria no darse como se muestra en los

siguientes ejemplos.

Tenemos por un lado, la existencia de 6rbitas densas no significa que sea topologica-

mente transitiva.

Ejemplo 2.1.1. Sea X = {a,b} con la topologia discreta y f : X — X la aplicacion
constante f(a) = f(b) = a. Se tiene que O (b) = {a, b} la cual es densa en X. Por otro
lado, se considera los abiertos U = {a} y V = {b} entonces, no eziste k € N tal que

RNV £ 0.

Por otro lado, la condicion de topolégicamente transitivo no implica la existencia de

Orbitas densas.

Ejemplo 2.1.2. Sea X = {# € S': 0 = 2= neNO0O<k<2"—1} C S y sea
f: X — X definido como f(0) = 20. Esto es, X = Per(g), donde (S, g) definido por
g(0) =20, y f es la restriccion de g en X.

Dados U,V C X, “subconjuntos abiertos”, “no vacios” en X, ellos son de la forma
U=UNX,V=V'"NX conU', V' abierto en S*.

Ahora, existe k > 0 con g*(U') = St

Ast, U'N g (V') # 0 y abiertos en S* (g es continua). Desde que Per(g) = S*, existe
un punto periddico x € U’ con g"(x) € V.

Como X es el conjunto de puntos periddicos de g, x pertenece a U y f*(z) = gF(x) € V,

ast f es topoldgicamente transitivo. Pero no hay una orbita densa porque todas las orbitas

son periodicas y ellas no son densas en X.

Observacion 2.1.3. Algunos ejemplos de espacios métricos que satisfacen las hipdtesis

de la proposicion 2.1.1 son X = I (intervalo), X = R", X = {1,2}1 etc.
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2.2. Definicién de caos

Devaney (1989) estudié principalmente sistemas dinamicos en intervalos o en la recta
real donde observo algtin comportamiento cadtico, es por ello que él postula que el caos

debe tener 3 ingredientes:

» Indescomponibilidad: el sistema es uno solo, no se puede descomponer en los ele-

mentos predecibles de los impredecibles.
= Impredecibilidad: no se sabe lo que va a ocurrir o que no puede ser predecido.
» Un elemento de regularidad: se refiere a los elementos deterministas del sistema.

Vimos en la seccion anterior la definicién de topolégicamente transitivo, la cual esta
relacionada con indescomponibilidad. Veamos una definicién precisa de cada uno de los

dos restantes.

Definicion 2.2.1. Sean (X, f) y e > 0. Decimos que el sistema tiene dependencia sensible
a las condiciones iniciales si y solo si existe un e > 0 tal que V x € X yV U abierto de x,

JyeUyn >0 tal que d(f™(x), [*(y)) > e.
Observacion 2.2.1. En el caso X sea un intervalo se considera que d es la métrica usual.

Intuitivamente, el significado de que un sistema dindmico tenga dependencia sensible
a las condiciones iniciales es que dado cualquier punto de su dominio, siempre existe un
punto muy cercano a él que se va alejando por iteraciones sucesivas de ambos. Esto es malo
desde el punto de vista del analisis numérico puesto que pequenos errores (que aparecen
inevitablemente en las aplicaciones y modelos matematicos) pueden ser magnificados bajo

iteraciones.

Definicion 2.2.2. Sea (X, f), se dice que es “cadtico segqin Devaney”, si se satisfacen las

siguientes condiciones:

1. f es topdlogicamente transitivo.

2. Per(f)=X

3. f tiene dependencia “sensible a las condiciones iniciales”.
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Observacién 2.2.2. Intuitivamente, la condicion (2) da a f un elemento de regularidad

y la condicion (3) dice que f es impredecible.

Algunos anos después, se demostro que la tercera condiciéon es consecuencia de las dos

primeras condiciones, lo cual veremos en el siguiente teorema (J. Banks y Stacey, 1992).

Teorema 2.2.1. Sea (X, f) , si f es “topoldgicamente transitivo” y tiene un “conjunto

denso de puntos periodicos”, entonces f tiene “dependencia sensible a las condiciones

miciales”.

Demostracion.

i)

ii)

iii)

Sea x € X demostraremos que existe un punto en cualquier vecindad de x tal que
la distancia de sus iteraciones es mayor que cierto numero fijo. (sensibilidad a las

condiciones iniciales)

Es posible hallar un punto periédico ¢ (¢ € Per;(f)) tal que la distancia de x a la

(’)}L (q) es de al menos 46, para cierto § > 0 :

ie. d(z, f'(q)) >46, 1€N (2.1)

En efecto, sean dos puntos peridédicos ¢, g2 con érbitas disjuntas hacemos
80 = min{d(z,y) : v € Of (a),y € Of (a2)}

Notamos que 80 > 0 pues las orbitas son disjuntas, ademas el minimo existe ya que

ambas oOrbitas posee una cantidad finita de elementos.

Luego, hacemos ¢ = ¢q; 0 ¢ = ¢» dependiendo de la posicion de .

Por hipétesis, Per(f) = X, entonces es posible escoger “un punto periodico p de

periodo n € N” tal que pertenezca al conjunto abierto B, (z) con 0 < v < 4.

ie. p€By(v)=d(x,p) <y<d=>d(z,p) <9I (2.2)

Definimos V' = ﬂ 7 (Bs(f'(q)))

0<i<n
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iv)

vi)

Notamos que para todo i, f~*(Bs(f*(q))) es abierto pues al ser f continua, la inversa
de un conjunto abierto es abierto. Por lo que, la intersecciéon de todos estos conjuntos

no es vacia ya que ¢ pertenece a todos.

Entonces, V' es abierto y distinto al vacio.

Por hipétesis, también tenemos que f es topolégicamente transitivo entonces existe

y € B,(z) y k € Ntal que f*(y) € V.
Sea j igual a la parte entera de k/n + 1, es decir j < k/n+1<j+1
:>j—1§§<j:>nj—n§k<nj:>1§nj—k§n.

Entonces de la misma construcciéon de V' tenemos que
() = A7 (M) € Bs(f* 7 (a)) (2.3)

Como p es periodico de periodo n tenemos f™(p) = p entonces por desigualdad

triangular:

d(f™(p), [ (y)) = d(p, ™ (y)) = d(z, [ (q)) — d(f (), [ *(q)) — d(z, p)

Por (2.1): d(x, fr77%(q)) > 46
Por (23): —d(f*(y), " *(q)) > —
Por (2.2): —d(x,p) > —0

Entonces, d(f™(p), ™ (y)) > 24.

Veremos que p o y es el punto que satisface lo mencionado en el paso (7).
En efecto, se presenta dos casos:
Si d(f™(p), fY(y)) > § tenemos que p es el punto que cumple la condicion.

Si d(f™(p), f"(y)) < & tenemos:

d(f" (@), [ (y)) = d(f™ (), " (p)) — d(f™ (p), f™ (@)

Por lo que se tiene que d(f™(x), f*(y)) > 4.
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vi)

Finalmente, para cualquier bola de radio v (ahora consideramos ~ arbitrario) con
centro en x (con x arbitrario) tenemos que existe un elemento que pertenece a esta
bola tal que una de sus iteraciones de f se alejo una distancia mayor a ¢ de la

iteraciéon de z.

Por lo que generalizar para una vecindad arbitraria es inmediato.

Por lo tanto, f tiene “sensibilidad a las condiciones iniciales”. O]

Proposicion 2.2.1. Sea (I, f) donde I es un intervalo, si es “topoldgicamente transitivo”,

)

entonces tiene un “conjunto de puntos periodicos” denso en I.

Demostracion.

i)

ii)

Suponemos que existe a,b € I, con a < b, tal que (a,b) no contiene “puntos

periodicos”. Como f es topoldgicamente transitiva, entonces (9;{(&:) = I, es decir,

existe un punto = € (a,b) con una orbita densa (proposicion 2.1.1, parte (ii)).

Afirmaciéon. Sea J un subintervalo de I que no contiene “puntos perioédicos” y

suponiendo que x,y, f™(z), f"(y) pertenecen a J. Se cumple que:
si x < f™(x) entonces y < f"(y) (2.4)

donde z,y € I y n,m € N.

En efecto, hacemos g := f™. Probaremos por induccién sobre k que g*(z) > z para
todo k > 1. Por hipdétesis, el enunciado es valido para £ = 1. Supongamos que

g'(r) > z paratodo i € {k € Z/n <k <m} y que ¢g*(z) < x. Escribimos
{g'(2)]i=0,1,2,....k—1} ={zog <21 < ... < 21 }.
Tenemos xg = x y x1 # x ya que = no es periddico. Se sigue que
) <z=xy<z <... < a5
Sea j = 1,2,...,k — 1 tal que z; = g’(x). Por el “teorema del valor intermedio”,

9" ([wo, 21]) D [¢", 6" 7 ()] D [0, 21].
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iii)

Por lo tanto, por el lema 3.2.1, g tiene un punto perioédico en [z, x1]. Pero [zg, z1] C J
pues z; = min{g’(z)|i = 0,1,2,...,k — 1} < g(x). Esto lleva a una contradicciéon
desde que J no contiene ningtn punto periédico para g = f". Deducimos que

g*(z) > x para todo k > 1y con ello la induccién ha terminado.

Supongamos que f"(y) < y. El mismo argumento que el anterior (en orden inverso)

muestra que f*(y) < y para todo k > 1. Como

y>f""y) vy or < fm(x).

La aplicacion ¢t — f™"(t) — t es continua sobre el intervalo (z,vy) ({x,y) = [z, y]
o |y, ] dependiendo del orden de x,y). Asi, por el “teorema del valor intermedio”,
existe un punto z € (z,y) tal que f™"(z) = z. Esto lleva a una contradiccion porque
(z,y) C J. Por tanto, llegamos a la conclusion de que y < f"(y) (la igualdad no es

posible porque y no es periodico).

Asi, existen los enteros m >0 'y 0 < p < q tal que
r< f™z)<b y a<fifr) < fP(x) <.

Hacemos y := fP(x). Entonces se tiene

a< fTPy)<y<z< f™xz)<b

Pero esto es imposible por (2.4) aplicado para J = (a,b), esto por suponer que (a, b)
no contiene puntos perioédicos. Por lo tanto, el “conjunto de puntos periddicos” es

denso en .

De esta manera queda probado la proposicion. O

Observacion 2.2.3. Gracias al Teorema 2.2.1 tenemos que para sistemas dindmicos

en intervalos, ser topologicamente transitivo es suficiente para implicar las otras dos

condiciones, la cual queda enunciado en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.2. Un “sistema dindmico” en intervalo es “cadtico sequn Devaney” si y

solo si es topologicamente transitivo.

Demostracion. Se sigue directamente de las proposiciones 2.1.1 y 2.2.1. O]
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2.3. Ejemplos de sistemas dindmicos caéticos

Circulo unitario

Para las aplicaciones del circulo unitario el circulo unitario S! se define como

St ={(z,y) € R%|(z,y)| = 1}

Con la métrica inducida de R?, S! se torna un espacio métrico. Lo interesante es que
al ser S un subconjunto de R?, sus elementos pueden ser parametrizados por los reales.
En efecto, consideramos la funciéon X : R — R? definida por A\(§) = (cosf, senf). Se sigue

que A\[R] = S*, pero A no es inyectiva, sin embargo se cumple que
)\(91) = )\((92) <0, — 0y €277

De esta manera 6; y 6, representan un mismo punto de S! si y solo si existe un k € Z tal

que 0; — 0y = 2k7. (Ver la Figura 2.1)

AB)=(cosB, senB)

Figura 2.1

Dado p € S!, existe un tnico 6 € [0,27] tal que A\(f) = p, 6 es llamado la repre-
sentacion(el argumento) principal de p. Por abuso de lenguaje, identificamos p con su
argumento principal 6.

Estudiamos la dinamica de g : S' — S* definido por g(6) = 26. En primer lugar,

analizamos sus puntos fijos:

0 € Fix(g) <= ¢g(0) =0 <= 20 = 0 <= 0 = 0 <= Ik € Z tal que 0 = 2k~
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Se sigue que

Fix(g) = {0}

Para determinar los puntos periédicos de g, observamos que

g"(0) = 2"0,¥n € N

luego
0 € Fix(¢") <= ¢"(0) =0 <= 2"0 =10
<= Jk €Ztal que (2" —1)0 =2knm
2k
> 3k € Z tal que § = 771
Ahora bien
2k
0§9<27r<:>0§2 1<27r<:>0§k<2”—1
Por tanto

Fix (¢g")

2k
0<k<2"-1
(2 0seen )

Por ejemplo
2 Am 2 4w
Fiz (¢*) =40,— = P o 5
L (g ) { 3 3 } 67’2( ) { 373 }

2 47 6w 87 10w 127 2 47 6w 87 10w 127
iz (g°) {’7’7’7’7’7’7} ers(9) = {7777 7’7}

Continuando por induccién, concluimos que
card (Fix (¢")) =2" - 1,Yn e N

anl,con0§k<2"—1

Por otro lado, afirmamos que los nimeros racionales de la forma
y n € N, es denso en el intervalo [0, 1].

En efecto, sean a,b € [0, 1] tal que a < b.
<b—-a

SeaneN: 2" —1> i, es decir, Qn :

=k=mix{peN:0< 2 <b} = A <by FE + 555>

:>a<b 2n1§2n1§b

ASICL< <b

k

Por lo tanto, el “conjunto de los ntimeros racionales” de la forma "< es denso en [0,1].

Luego, Per(g) = S*.
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Hemos probado una de las condiciones (el elemento de regularidad) que necesita el
sistema dinamico para ser cadtico.

Afirmacion 1: Si U C S es abierto entonces existe un n € N tal que g"[U] = S.

En efecto, en primer lugar observamos que podemos identificar U C S* con un abierto
de [0, 27[, méas atn, suponemos U =]a, p[, luego diam(U) = f — a.

Ahora bien ¢"[U] =]2"a,2"B[,¥n € N tenemos que diam (¢"[U]) = 2"(5 — a) y de
esta manera, existe un ny € N tal que 2™ > %, luego diam (g™ [U]) > 27 y por tanto
g™ [U] = S, lo que prueba la Afirmacion 1.

De aqui es facil probar que g es topoldégicamente transitivo puesto que si U,V C S!
son abiertos, no vacios, disjuntos, por la Afirmacion 1, existe un n € N tal que g"[U] = S?,
luego g"[U| NV =V £ (.

Afirmacién 2: g tiene “dependencia sensible a las condiciones iniciales”.

En efecto, sea 0y € S' y N C S! vecindad abierta de 6. Si § € N, se cumple:
9"(0) — g" (60)] =2" |0 — 6|, Vn€EN
luego, existe un ng € N tal que 2™ > ﬁ y por tanto
9" (0) — g™ (00)| > 1

Basta tomar € = 1, para que la Afirmacion 2 esté probada.

Por lo tanto, el sistema dinamico (S, g) es “cadtico segtin Devaney”.

Ecuacién logistica

Sea el sistema dinamico F: [0,1] — [0,1] definido por F(x) = 4x(1-x).

Vamos aprovechar que el sistema dinamico (S, g) es cadtico para probar que el sistema
dinamico ([0, 1], F') es “cadtico segin Devaney”.

Definimos h; : ST — [—1,1] como hy(6) = cos6.

Notamos que h; es la proyeccion de S sobre el intervalo [-1, 1], ademés h; es continua
pero no es inyectiva. Consideramos también la funcion ¢ : [—1,1] — [—1, 1] definida por
q(x) =222 — 1.

Afirmacion 1: hyog=qgoh
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En efecto,
(h10g)(0) = h1(20) = cos(20) = cos* #—sen? § = 2cos? §—1 = q(cos ) = q (h1(0)) = (g o hy) (A)

Lo cual prueba la Afirmacion 1.

[ —
ok
[-1,1] —=[-1,1]

Sea hy : [—1,1] — [0, 1] definido por hs(z) = 3(1 — )
Afirmacién 2: hy o g = F o hs.

En efecto
(ha o q) (x) = hs (2:1:2—1) = % [1— (21:2—1)} =1—2°
Por otro lado

(Fohz)(x):FGu—x)) :4.%(1—35) (1—%+g) :2(1—33)(1;”“") 1

De las dos igualdades anteriores se prueba la Afirmacion 2.

| |

[0’ 1] —F> [0’ 1]

Si denotamos h = hy o hy entonces h : ST — [0, 1] es continua y el siguiente diagrama

es conmutativo:
g1 _ 9 g1
1 |
[0, 1] == [0, 1]
Afirmacién 3 : F' tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales.
En efecto, sean x € [0,1] y N vecindad abierta de x. Como h™'[N] C S! es abierto
de S, entonces existe n € N tal que ¢g" [h"}[N]] = S?, luego h[g" [~ [N]]] = [0, 1]. Pero,
hlg™ [hn"Y[N]]] = F™[h[h'[N]]] € F"[N]. Luego, F"[N] = [0,1]. Como x € N entonces
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Fr(x) €10,1].

Si F"(z) > 1 (resp. F™(x) < 3) entonces existe un z tal que 0 < z < F"™(z) — 1 (resp.

F™(z)+ 4 <z<1). Como z € F"[N] entonces existe un y € N tal que F"(y) = z,
luego F"(y) — F™(z) < —3 (resp. F™(y) — F"(z) > 1).

Luego [F™(y) — F"(z)| > 3.

Basta tomar 0 < ¢ < % y la Afirmacion 3 esté probada.

Afirmacién 4: F' es topologicamente transitivo en [0, 1].

En efecto, sean U, V' C I .2biertos", "no vacios", disjuntos, entonces h~1[U], h~}[V] C S*

son abiertos, no vacfos, disjuntos, luego existe n € N tal que ¢" [h U] N A~ [V] # 0.
Luego,

0+ n[g" [p'[U]] nRYV]] Ch g [pU]]] N R RV
Tenemos que
gt [P e [P VI] = B R [0 R [TV € FRUTV
Por lo tanto, F"[U] NV # ), lo cual demuestra la Afirmacion 4 .

Afirmacion 5 : Per (F') = [0, 1]

En efecto, sabemos que Per(g) = S, luego

[0,1] = h [S'] = h[Per(g)] C h[Per(g)] C Per (F)

De las tres ultimas afirmaciones, ([0, 1], F') es un sistema “cadtico segiin Devaney”.

Shift de Bernoulli

El conjunto formado por todas las secuencias de ceros y unos es llamado espacio de

secuencias binarias y sera denotado por ¥, es decir
s=(sy) €L e s, €{0,1},3VkeN

A continuacion, dotaremos a ¥ de una métrica.
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(tr) € 3, definimos

— | sk — 1]
dis,t) =) =
k=0

Sean s = (si) ,t

Por ejemplo, si s = (1,0,1,0,...),t = (0,1,0,1,...) entonces
=1
Z_k - 1 =2
=0 2
—t =1
|Sk k| Z_k: = 2. Se sigue que

Observamos que como |s; — tx| < 1, entonces g
k=0

d(s,t) e RVs,t e X
Afirmacion 1. (X, d) es un espacio métrico.
En efecto, es evidente que d(s,t) > 0,Vs,t € ¥,d(s,t) = 0siysolosis =ty
d(s,t) =d(t,s), Vs,t € &
Solo probaremos la desigualdad triangular. Sean s = (si),t = (t;),r = (1) € 2o, se

cumple [sg — tg| < |sk — 1| + |76 — tk|,, Yk € N, luego
-t
et e N

Y

sk — tel _ [k — 7l N

28— 2k 2k

y de aqui se sigue que d(s,t) < d(s,r)+ d(r,t)
Quedando probada la afirmacion 1
Proposicion 2.3.1. Sean s = (si) ,t = (tx) € X, se cumple
1. Si s =1, V0 <k<n entonces d(s,t)

entonces s =t, V0 < k <n.

Demostracion.
> ‘Sk—tk‘ > |Sk—tk| d 1 1 1
Lodst)=) =5 =2 3 S m~gmtaat
k=0 k=n+1 k=n+1
1 " 1 n 21
9 - on+1 - on

- on+1
n} tal que sg, # tg,, entonces

2. Supongamos que existe ky € {0, 1,

|Sko _tkol _ 1
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Se sigue que 2¥ > 2" es decir ky > n, lo cual es una contradiccion. O

Observacion 2.3.1. En wvirtud de la proposicion anterior, una condicion necesaria y
suficiente para que dos secuencias binarias estén cercanas es que sus primeros t€rminos
coincidan y mientras mayor sea el numero de primeros términos coincidentes, mds cercanas

estaran las secuencias.

Por lo que, llamaremos Shift de Bernoulli a la aplicaciéon ¢ : ¥ — ¥ definido por

g (80,51,52, - ) = (Sl,SQ, - )

Afirmacién 2. o : ¥ — X es una aplicacién continua.

En efecto, sea s = (s, s1, S2, - . .) € X (fijo, arbitrario), dado € > 0, existe n € N tal que
2,1%1 <€, tomo § = 55 y t = (to, t1,t2,...) € X tal que d(t, s) < 2% = 0. Por la Proposicién
2.3.1, s = 1, V0 < k < n+ 1. En particular t; = s1,t3 = S9,..., 11 = Spi1, luego los
primeros n + 1 términos de o(t) coincide con los primeros n términos de o(s), nuevamente
por la Proposicion 2.3.1, d(o(t),0(s)) < 521 < £. De esta manera o es continua en s y
como s € Y fue arbitrario, concluimos que ¢ es continua en X.

Por otro lado, estudiemos la dinamica del shift de Bernoulli o : ¥ — . Empezamos

determinando los puntos fijos de o.

s = (S0, S1, 82, .. .) € Fix(0) <= 0(s) = s <= 51 = 50, S2 = S1, 53 = Sa, . ...

<= 5 = (50, S0, S0, - - -)

De esta manera, los tnicos puntos fijos de o son las secuencias constantes s = (0,0,0,...)

y s=(1,1,1,...). Ahora determinamos los puntos fijos de o2 :

s:(so,sl,sz,...)EFix(az) = 0%(8) = 5 <= 59 = 50,53 = 51,54 = S = 80,55 = 53 = 51 ...

<= 5 = (50, 51, S0, S1, S0, - - -)

De esta manera o tiene 4 puntos fijos: (0,0,0,0,...),(1,0,1,0,1,0,...),(0,1,0,1,0,1,...)

y (1,1,1,1,...). Se sigue que
Pers(o) = {(1,0,1,0,1,0,...),(0,1,0,1,0,1,...), }

En general tenemos el siguiente resultado:
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Afirmacion 3. Fix (6™) = {s = (S0,81,--+,S1-1,80,81,-«-+80-1,---)} ¥ por tanto
card(Fiz (o)) = 2",¥Yn € N

En efecto, dado n € N, tenemos:

s = (89, 81, 52, ...) € Fix (o") <= 0"(s) = s
< Sp = 50, Sn+1 = S1;-..,82n—1 = Sn—1,52n = Sp, - - -

S 5= (50,51, +550-1,50, 515+ +» Sn15805 15+ -, Sp—1, -+ -)

Por tanto, card(Fiz (o™)) =2",Vn € N

Con todo lo anterior podemos empezar a probar que el sistema dinamico es “cadtico
segin Devaney”.

Afirmacion 4. Per(c) = X

En efecto, sean s = (sq, 51, S2,...) € ¥y € > 0, entonces existe n € N tal que 2,1%1 <e.

Definimos t = (S, S1, - - - Snt1, 805 S1s - - - s Snt1, - - -) € Fix (") C Per(0) el cual satisface

d(t,s) < 5y <.
Afirmacion 5. Existe s* € ¥ tal que Of (s*) =X

En efecto, definimos

s*=(0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,...) € &

e ~~ ~~
2 8=2x22 24=3x23

Dados s = (s, $1,82,...) € Xy € > 0, entonces existe n € N tal que 2%1 < e. Por la
Proposicion 2.3.1, para que un t = (t,...,t,,...) € ¥ satisfaga d(t,s) < 7 < ¢, se

debe cumplir que t;, = s, V1 <k <n.SiN =2+2x224+3x23+---4n x 2" entonces

n+1 n+1 n+1

basta iterar j(n + 1) veces mas (0 < j < 2" —1) para hallar el “paquete” de n + 1

configuraciones de ceros y unos que coincida con s, s1, ..., s, y obtener

NI () = (50,51, 5ns...)

Se sigue que d (0N+j("+1) (s*), s) < ¢y por tanto OFf (s*) = X.
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Afirmacion 6. El sistema o tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.
En efecto, tomamos € = 1/2 y x = (s, $1, .. .) arbitraria. Sea 6 > 0, por la propiedad
arquimediana 3 ny € N tal que 2%0 < 0 y tomamos y = (tg,t1,...) tal que yp = 5 V

k=0,1,2,...,n0 — 1,n9+ 1,... con y,, # ,,. Por lo que tendriamos,

> ‘Sk—tk‘ 1
dry) =) =5 =55 <9
k=0

y d(o™ 1 (2), 0" (y) = 1 > <.

Por las afirmaciones 4, 5 y 6 el shift de Bernoulli es cadtica segiin Devaney.



Capitulo 3

Caos segun Li-Yorke

En este capitulo estudiaremos caos segiin Li-Yorke siguiendo el articulo “Period Three

Implies Chaos” (Li y Yorke, 1975).

3.1. Definiciéon de caos

En esta seccion tenemos como objetivo explicar el significado de conjunto scrambled y

la definicion de caos segun Li y Yorke (1975).

Definiciéon 3.1.1. Sean X C R y el sistema dinamico (X, f). Entonces, un subconjunto
S de X (que no tiene puntos periddicos) se llama conjunto scrambled si para cualquier
x,y € S con v # y y cualquier punto periodico p € X de f, satisface las siguientes

condiciones:

1. limsupd(f"(z), f"(y)) >0

n—o0

2. liminfd(f"(x), f"(y)) =0

n—oo

3. limsupd(f™(x), f"(p)) >0

n—o0

Definicién 3.1.2. El “sistema dindmico” f se dice “cadtico sequn Li-Yorke” si existe un

conjunto S C X “scrambled” no numerable.

Observacion 3.1.1. La condicion (3) es solo “una consecuencia de las dos primeras

condiciones”, que no estdn incluidas en la definicion actual.

Proposicion 3.1.1. Sea (X, f) que satisface las condiciones (1) y (2) de la Definicion

3.1.1. Entonces la condicion (3) también se mantiene.

29
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Demostracion.

i) Suponemos que la condicion (3) no se cumple.
Es decir, para cualquier punto periddico p € X, limsup d(f"(z), f*(p)) <0
n—oo

Como nh_)rrolo d(f™(z), ["(p)) < h’mﬁsup d(f"(z), f*(p)) <0
-l d(f(2). £(p) = 0.

ii) Entonces, cada z # y existen “puntos peridédicos” p y ¢ que verifican

lim d(/" (x), "(p)) =0, lim d(f"(y), /"(0)) = 0

n—oo

iii) Ahora, se presenta dos casos:

Sip=q, d(f"(x), f"(y)) < d(f"(x), ["(p)) +d(f" (), ["(P))
Tomamos limite,

Tim d(f(x), £(9) < lim d( (), /() + lim d(F"(5). () = 0
Entonces, lim d(f"(z), f*(y)) = 0

Asi, limsup d(f"(x), f*(y)) = 0. Luego la condiciéon (1) no se verifica.

n—oo

Si p#£q, tenemos que 0 < d(f™(x), f"(y))

Asi, 0 < liminf d(f"(x), f"(y)), luego la condicion (2) no se verifica.
n—oo

De esta manera queda probada la proposicion. O

3.2. Periodo tres implica caos

En el “articulo original de Li y Yorke” (1975), introdujeron un resultado que establece
que cualquier funcién cuyo punto perioédico sea el periodo tres es automaticamente cadtica.
Este resultado tiene un gran impacto, siendo uno de los factores que desencadend la

explosion de los sistemas dinamicos discretos en la década de 1970.

Definicion 3.2.1. Sea I C R un intervalo, f: 1 — I y J,K C I, se dice que f(J) cubre K,
lo que se denota J — K siy solo si K C f(J).

Lema 3.2.1. Sea I C R un intervalo e (I, f) . Si J C I es un “intervalo compacto” tal

que J — J entonces f tiene un “punto fijo” en J.
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Demostracion.

i) Como J es un intervalo compacto y f es continua entonces f(J) es un intervalo
compacto, denotamos f(J)=[y1, y|, luego 3 z1, x5 € J tal que f(x1)=y1 y f(x2)=Yo.
Por hipétesis J C f(J) = [y1, ya]-

ii) Definimos g : I — I como g(z) = f(z) — x. Tenemos que g : I — I una funcion

continua, ademas

g(x1) = f(zy) =21 =y — 21 <0
g(x2) = f(x2) =2 =12 — 22 >0

iii) Por el “Teorema de Valor Medio” 3 zy entre x; y xo (y por tanto en J) tal que

g(x0)=0. Por tanto existe x¢ € I tal que f(zq) = xo.
De esa manera queda probado el lema. O

Lema 3.2.2. Sea I C R un intervalo y (I, f) . Si J,K C I son intervalos compactos tales

que J — K entonces existe Jy C J intervalo compacto tal que f(Jy)=K.
Demostracion.

i) Por hipotesis, K C f(J), entonces sea K = [f(x1),f(x2)] con 1,29 € J.

ii) Sin pérdida de generalidad suponemos 7 < x5, sean:

r:=max {z € [r1,x9] : f(x) = f(z1)}

s:=min {z € [x1,29] : f(x) = f(z2)}

iii) Tomando Jy=|r,s|] C J, entonces por el Teorema de Valor Medio es claro que

f(Jo) = K.
De esa manera queda probada el lema. O

Proposicion 3.2.1. Sea I C R un intervalo e (I, f). Si existen intervalos compactos

Io, Iy,..., 1,1 C I tales que:

Io—TIL1—=L—- =1, 11

entonces eziste x* € Fix (f") tal que f (z*) €I, , ¥V 0<m<n-—1.
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Demostracion.

i)

ii)

Establecemos la siguiente afirmacion:

Afirmacién. Existen intervalos cerrados Jy, J1, ..., J,_1 tales que

LIy 2Jy2Ji 22 Jhs

2. f(Jo) =1, f2(h) =Ioy .o, [ (Jna) = 1 = o

En efecto, probamos por induccién. Para m = 1, como Iy — Iy, por el Lema 3.2.2,
existe Jy C I intervalo compacto tal que f (Jy) = 14

Suponemos que la afirmacion es cierta para m < n (Hip. Ind.), luego existen
intervalos cerrados Jy, Ji, ..., J,_1 tales que

LIy 2y 212 -2 Jpa

2. f(Jo) = [1>f2(J1) = [2,--->fm(Jm—1) = Ip,

Hacemos la demostracion para m + 1 :

Como f™ (J,_1) = f (1) 2 Ly, tenemos que Jy, 1+ Ly (via fmH T — T
una funcién continua). Por el Lema 3.2.2; existe J,, C J,,_; intervalo cerrado tal
que ™ (J) = .

De esta manera, la afirmacion esta probada.

Tenemos que, " (J,_1) =1, =1y 2 Jy_1.
Por el Lema 3.2.1, existe z* € J,_; tal que z* € Fix (™).

Ademés, como x* € J, 1, para 1 <m <n — 1 se tiene

fm(x*) € fm (Jn—l) g fm (Jm—l) = [m

Por lo tanto, existe 2* € Fix (T™) tal que f™ (z*) € I,, ,Y 0 <m <n— 1.

De esa manera queda probada la proposicion. O

Notacion 3.2.1. Iy— I +— ---+— I, 1+ Iy es llamado ciclo de longitud n.

Ejemplo 3.2.1. Sea la funcion logistica F, : R — R definida por F,, = pz(1 — x) donde

w>1 es un parametro.

Aplicamos la Proposicion 3.2.1 para demostrar que F,(pn > 4) tiene puntos periddicos

de periodo 2 en el intervalo [l, %]
o
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1
2

() =) () -2

Andlogamente, como F),, es decreciente en [%, 1} se tiene

s[5 ]) = [os (57) | = )=

De esta manera se tiene el ciclo de longitud 2:

)~ 5] - [l
N [ N P
p 2 I p 2
Por la proposicion anterior, existe p* € Fix(Fi) tal que p* € [i, %}, F.(p*) € [ﬂ 1} y

2( % 1 1
F,u(p ) S [ﬁ7§]
Se tiene que Fiz(F,)={0, “T_l}, claramente p* # 0 y p* # “T_l, luego p* ¢ Fiz(F,) y

En efecto, como F, es creciente en [0 ], se tiene

por tanto p* € Pery(F,).

Teorema 3.2.1. Sea I C R un intervalo e (I, f) . Si Pers(f) # 0 entonces Per,(f) # 0,
vV neN.

Demostracion.

i) Por hipotesis, existe « € Pers(f), luego OF (z) = {z, f(z), f*(z)} .
Ordenamos sus elementos de manera creciente y denotamos a < b < ¢. Observamos
que f(b) = ¢ o f(b) = a. Se considera la primera posibilidad, la sequnda es

semejante.

i) Como f(b) = c, entonces, f(c)= f>(b)=ay f(a) = f3(b) = .
Como f(a) =by f(b) =c, entonces b,c € f([a,b]),
luego [b,c] C f([a,b]), por tanto

[a,b] — [b, ]

f (¢) = a, entonces a,c € f([b,c]),

ii1) También, f(b) = c,
£ (Idl), por tanto [a,8] C [a,c] € f (B, y (o] € [ard] € £ ().

luego [a,c] C
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de esta manera

[b,c] — [a,b] vy [bc]—[b (]

Como [b,c] +— [b,c], por el Lema 3.2.1, [ tiene un punto fijo en [b,c|, es decir

Fiz(f) # 0.

Probaremos que f € Pery(f) y consideramos el ciclo de longitud 2

la,b] — [b,c|] — [a, b]
— = =~

Ip I Ip

Por la Proposicion 3.2.1, existe z* € Fix (f?) tal que z* € [a,b] y f(z*) € [b,].
Suponemos que f (z*) = x* (Hip. Aux.), luego z* € [a,b] N [b,c|, es decir x* = b,
pero ¢ = f(b) = b, lo cual es una contradiccion. De esta manera x* ¢ Fiz(f) y por

tanto x* € Persy(f).

Entonces demostremos que f tiene un “punto periodico de periodo n”, para todo

n > 3. Consideramos el “ciclo” de longitud n

la,b] — [b,c] — [b,c] — -+ = [b,c] — [a,b]
—~ =~ =~

Io I Iy In_1 I

Por la Proposicion 3.2.1, existe x* € Fix (f") tal que f™ (z*) € I,
Vo<m<n-1

Suponemos que existe k € {1,...,n — 1} tal que f*(x*) = 2* (Hip. Auz.) entonces
x* € lyN Iy =la,b]N[b,c|, se sigue que x* = b, luego x* =b € [a,b] yc= f(z*) €
I, = [b,c], luego a = f?(z*) € I, = [b, ], lo cual es una contradiccion. Por tanto

x* € Per,(f)

De esta manera queda probado el teorema. O

Observacion 3.2.1. Mientras que la “existencia de un punto periodico de periodo 3”7

implica la “existencia de uno de periodo 57, lo contrario es falso, como se verd en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Periodo 5 no implica periodo 3
Sea f :[1,5] — [1,5], definida por f(1)=3, f(2)=5, f(3)=4, f(4)=2, f(5)=1 y sobre cada
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uno de los intervalos [n,n + 1], 1<n<4, f es lineal.

De esta manera obtenemos una funcion continua en [1,5] y su grdfica es la siguiente:

B

5

] 1 2 3 4 5 &

Figura 3.1: Gréafica de f

Veamos que Pers(f) # 0, tenemos que

Entonces 1 € Pers(f).
Ahora, hallamos los puntos fijos de f3.

De la Figura 3.1 tenemos

f([172]) = [3’ 5]
F2([1,2)) = F([3,5]) = [1,4]
F2([1,2]) = F([1,4)) = [2,5]

Asi, f2 no tiene puntos fijos en [1,2]. Andlogamente, se demuestra que f3([2,3]) = [3, 5]
y f3([4,5]) = [1,4], asi ninguno de esos intervalos contiene un punto fijo de f>.

Por otra parte,

f([374]) = [2’4]
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f2([374]) = f([274]) = [2’5]
£2((3:4]) = £([2,5]) = [1,5] 2 [3,4].

Por Lema 3.2.1, f3 tiene un punto fijo en [3,4].

Ahora, demostraremos que Fix(f3) es tinico y es también punto fijo de f.

Como f:[3,4] — [1,5] es decreciente, f:[2,4] — [2,5] es decreciente y
f :[2,5] = [1,5] es decreciente, se sigue que f> : [3,4] — [1,5] es decreciente pues
composicion de funciones decrecientes es decreciente, por lo tanto tiene un unico punto
fijo. Este punto fijo de f> debe ser el punto fijo de f y por tanto Pers(f) = 0.

Es decir, no existe ningin punto de periodo 3.

Definicion 3.2.2. Sea {s,} una secuencia de nimeros reales. Sea D = R U {+oo}
donde x € D tal que s,, — x para alguna subsecuencia {sy, }. Consideremos s* = supD,

s, = InfD. Se tendrd que, limsup s,, = s*, liminf s,, = s..
n—o00 n—oo

Se presentara un resultado béasico tutil para determinar cuando un sistema exhibe un
comportamiento caotico. La cual se demostro en el articulo de (Li y Yorke, 1975) y para

la demostracion, se siguio la referencia de (Dewaele, 2011).

Teorema 3.2.2. Sea (I, f), si existe z* € [ y Pers(f) # 0, entonces f es cadtica segin
Li-Yorke.

Demostracion.

i) Denotamos A=|r,s| y B=[t,u]. Sea D el conjunto de secuencias {D,,}22 ; de “intervalos

compactos” que satisfacen las siguientes condiciones:

D,=Ao0D,CA (3.1)
Dyy1 C f(Dy) (3.2)
Si D,, = A entonces n=k* k € Ny D,.1,D,,2 C B (3.3)

Notando que las condiciones D,,,1,D, 12 C B son redundantes porque si n= k? con k
€ N entonces, n+1 y n+2 no lo seran.
Anteriormente, en el Teorema 3.2.1, se prob6 que

[t,u] C f([r,s]), es decir, B C f(A),
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ii)

[r,u] C f([t,u]) = [r,s] C [r,u] C f([t,u]), es decir, A C f(B),
[ryu] C f([t,u]) = [s,u] C [r,t] C f([t,u]), es decir, B C f(B),

Para D € D, se denota como P(D,n) el namero de indices i = {1, ...,n} para las
cuales D; = A. Para cada | € (3/4,1), se escoge D' = {D!}°°, una secuencia en D
tal que

lfm =1 (3.4)

n—00 n

Para que se vea mejor como elegir D!, damos algunos ejemplos. Distinguiendo dos
casos:
Caso 1. [ € Q: Tomando por ejemplo [ = 4/5.

Se define DiY/® para dos casos:

e A sin=~k?conk €N, excepto los cuadrados multiplos de 5,

e B | en otro caso

Asi que D*® es de la forma:

D> = {A, B, B,
A,B,B, B, B,

A,B,B,B, B, B, B,
A,B,B,B,B,B, B, B, B,
B,B,B,B,B,B,B,B, B, B, B,
A,B,B,B,B,B,B,B,B,B,B, B, B,
A B, B,..}

Observamos que el término veinticinco de la lista es igual a B porque es el cuadrado
de 5. Lo que hacemos es, de cada bloque de cinco cuadrados perfectos, elegimos
cuatro que son iguales a A y el otro igual a B. En general, cualquier secuencia D'
con | = p/q racional puede determinarse mediante el siguiente procedimiento: de

cada bloque de ¢ cuadrados, elija p igual a A y resto igual a B.
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Notamos que el niimero de indices i € {1,...,n?} para los cuales i = n®. Por tanto,

P(D",n?)

n

P(D',n*) < n,Vn = <1,Vn.

Asi, escogemos [ <1. Luego, se veré por qué se toma [ > 3/4.

Tengamos en cuenta que lim P(D",n?) debe ser infinito porque sino el limite en
n—oo

(3.4) seria cero.

Ahora comprobamos que se cumple (3.4).

P(D4/5, n2)

Sil<n<b= =n/n

P(D*? n? —1
Si5<n<10m P 0
n n

P(D*5 n? -2
Si10<n <15 = (DY2,n%) _n
n n

PD4/5 2 -3
Sil5<n<20= (D¥*,n%) _n
n n

En general, 5k < n < 5(k+1) = w — n=k

n

Por lo tanto, cuando n — oo tenemos que:

P(DY5 n? —n/5 5n — 4
i D)y RIS g, BT g A0y

n—00 n n—o00 n n—oo  Hn n—o0o0 HN

Caso 2. [ € I. Tomamos [ = 27/7 = 0,89759790...
Tomamos D! de forma que:
De los 10 primeros cuadrados se elige 8 iguales a A y el resto iguales a B.

. . P D27r/77 2
i.e., si n=10, %:18—0 =0,8.

De los primeros 10 cuadrados, se seleccionan iguales 8 a A y los demas iguales a B.

P(d2n/7 nz)
. . . 2 ) _ 89 _
Le., sin =107, ———= = 175 = 0,89.

De los primeros 1000 cuadrados, se elige iguales 897 a A y los demés iguales a B.

. . B 3 P(D27r/77n2) 897

Le., sin=10°, ———= = {75 = 0,897.

Siguiendo de manera general, de los primero n = 10* cuadrados, se escoge un niimero

que sea igual a los primeros k cifras decimales de 27/7 igual a A y el resto igual a B.
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iii)

Asi

k cifras decimales

/_H
. P(D¥7 0% 89759790...
ilm ——m 2= llm| —m———

n—00 n k—o0 n

=2 /7

Ahora, se vera que existe un subconjunto S de I que sea no numerable.

Sea Dy = {D': 1€ (3/4,1)} C D.

suponemos l1,ly € (3/4,1) tales que l; # lo = D" # D" (por construccion). Es
decir, hay algunos factibles D' como valores de [ y como (3/4,1) es un “conjunto no

numerable”, entonces Dy es “no numerable”.

Para cada D' € Dy, por la Proposicion 3.2.1, existe a; con f" (x;) € D!, Vn.

Sea S = {x;:1€(3/4,1)}. Para cada 2; € S sea P (x;,n) el ntmero de ' €
{1,...,n} para los cuales f'(x;) € A.

Suponemos que f* (z;) = s para algtin k. Entonces f*2 (1)) = f2(s) =1l € Ay
f¥2 (x;) € Dy . Se obtiene que D}, = a.

Aplicamos f3™ 2 (1)) = f3m(r) = r € Ay f3"2** (1)) € Dspioir. De aqui,

Dsyiorr = AV m .

Llegamos a una contradiccién, ya que no se da D! = A para un “conjunto periddico”
de indices, se tiene que el conjunto de “cuadrados perfectos no es periédico”, esto

por suponer que f* (z;) = s.
Asi, f*(z;) # s para cualquier 7, € Sy V k € N.
Ademss, sea f* (1)) # s, si ly # ly = 3y, # 11,

Como I, # Iy = D" # D" Por (3.4) tiene que existir al menos un indice j, € N tal
que:

D% = A, D;.‘% CcB (3.5)
D% c B D% =A (3.6)
Jo Jo
_ . 4/5 5/6
Por ejemplo, se toma I, = 4/5,ly = 5/6, se tiene que D,." = B, Dyt° = A

Entonces en el caso (3.5) se tiene:

fi(,) € D% = A=r,s]y f(x,) € D% C L=[s,t].
0 0

. 2 o
suponemos que x;, = x,, entonces se tendria f7(x;,) = f%0(x;,) € AN B, lo cual es

una contradiccion pues f7 (x;,) # sy f7 (x,) # s, esto por suponer que ;, = .
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iv)

Asi xy, # xy,.
Para el caso (3.6) se prueba de forma similar.

Por lo tanto, S es “no numerable” y P (z;,n) = P (Dl, n) ,Vn.

Veamos la primera condiciéon del conjunto scramble.
. . P(x,n?)
Definimos p (z;) = lim ——— =1, VI
n—o0
Por construccion (ver (3.1) ) sabemos que D! = A o D!, C B,V n.
Veamos que para p,q € S, p # ¢, existen infinitos n tales que f™(p) € Ky f"(q) € B
0 viceversa.
Sin pérdida de generalidad, supongamos p(p) > p(q). Entonces
P 2 P 2 P H-pP 2
i ), PLan) g Pind) = Plg )

n—00 n n—oo n n—00 n

>0

y 2 2\\ _
Por lo tanto, nh_)rgo (P (p,n ) - P (q,n )) = 00

Como P solo aumenta uno o cero por cada unidad que incremente n y la tnica
vez en la que P (p,n?) aumenta mientras P (g,n%) permanece igual es cuando
7 (p) € A, f*(q) € B, debe haber infinitas n tales que f**(p) € 4, f"(¢q) € B
para que se cumpla nh_)rgo (P (p, n2) - P (q, nQ)) = 00

Para entender mejor este proceso, veamos un ejemplo.

Sea D*° dada por:

e A, sin=k%conk €N, excepto para los cuadrados miltiplos de 6,

e B en otros casos

Asi, D% es de la forma:

D% ={A B,B
A,B,B,B, B,
A, B,B,B,B,B, B,
A,B,B,B,B,B,B,B, B,
A B,B,B,B,B,B,B,B,B, B,
A, B,B,B,B,B,B,B,B,B,B,B, B,
A B,B,..}
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Tenemos que 5/6 > 4/5y P (x;,n) = P (D', n)

Sin?=1:

P(D*?n*) =1y P (D% n?) =1
Sin? = 4:

P (D*?n*) =2y P (D% n?) =2
Sin?=09:

P (DY?,n*) =3y P (D% n?) =3
Si n? = 16:

P (DY’ n*) =4y P (D% n®) =4
Si n? = 25:

P(DY?n*) =4y P (D% n*) =5
Si n? = 36:

P(DY?n*) =5y P (D% n?) =5
Sin? =49 :

P (D'Y?n*) =6y P (D% n*) =6.

Continuando hasta n? = 30? que es a la vez “multiplo de 5 y de 67, por lo tanto
volveriamos a realizar el proceso que acabamos de desarrollar. Se tiene P (D4/ > n2) =
24y P (D5/ 6 n2) = 25, es decir, comenzando con una diferencia de una unidad. Al
repetir sucesivas veces la diferencia va aumentando y n — oo entonces P (D5/ 6 n2) —
P (D4/5,n2) — 00

Como f2(r) =t, f2(s) =r y f? es continua

Ve>0,36 >0/ |z —s| <= |f(z) — f(s)| <e

S—7T

=30>0/ f3z) — f3(s) < 5

Vo € [s—4,s]

= P < S PO s P < e T2 e fs—a

Sipe Sy f”(p) € A= por (2) [ (p) € B

Supongamos " (p) € [s — d,s] = f2 (f”Q(p)> < = lo que nos lleva a una
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vi)

contradiccion pues r < s = 5'2"—T < 8.

Asi, f7(p) ¢ [s — 6, 5.
Como f"(q) € B= f*(p) <s—0d<s< f"(q).

Por lo tanto,

o) = @ = @ = ) > s = (s—9) =4

Asi,

f”2 (p) — f"Q(q)‘ > § para los infinitas casos en las que f”2 (p)eAy f”Q(q) €B

Entonces el conjunto

{|f*(0) = f*(q)| : Vk €Ny f*(p) € K, f*(q) € B}

es “infinito” y posee al menos una subsecuencia donde todos los valores son mayores
que 9.

Por la Definicion 3.2.2, se tiene limsup | f"(p) — f"(¢)| > 0

Esto prueba la primera Condicic’)nn&;cioconjunto scrambled S.

Ahora, probaremos la tercera condicion, la cual para probarlo es de la misma forma.
Suponiendo p € Sy sea ¢ € I un “unto periédico de periodo m”.

Como se ha visto en la prueba anterior, cuando f (p) € A

= 35 > 0 tal que f**(p) < b—9.

Ahora, por lo probado en el Teorema 3.2.1, como ¢ es un punto de periodo m se
cumple que f”z(q) € Bsin?®#m,2m,3m,....

Pero como el conjunto de “cuadrados perfectos” es “no peridédico”, entonces el conjunto
de n’s donde f"*(p) € Ay f™(q) € B es infinito. Por lo tanto, analogamente a lo

realizado en la prueba anterior, el conjunto

{If*) = fH(@|: Yk eNy f*(p) € A, f*(q) € B}

es infinito y todos las valores en el conjunto son mayores que §.

Por la Definicién 3.2.2

limsup | f"(p) — f"(¢)| >0

n—oo

Por ultimo, probaremos la segunda condicion.
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En primer lugar modificaremos la definicion de M.

Tenemos f(s) =t, f(t) =r < s.

Escogemos el conjunto de intervalos [s,,t,], n=0,1,2..., de forma que s = sy y
= ty. Definimos s; = méax {x € [so,to] : f(z) =to}.

Como f[s1,t0] 2 [r,to] 2 so entonces por el “Teorema del Valor Medio” para funciones

continuas Jt; € [s1, to] tal que f (t1) = so.

Definimos ahora t; = min {z € [s1,to] : f(x) = so}.

De forma inductiva, se puede escoger s,,t, tal que

Snp1 = MAX{T € [sp, t,] 1 f(z) =t,}

tny1 = min{x € [spq1,tn] : f(x) = sn}

Entonces, [s,t] = [so,t0] 2 [s1,t1] 2 ... 2D [Snytn] 2 ..., f(2) € [sp,tn] Vo €
(Snt15tnt1) ¥ f (Snt1) = tu, [ (tns1) = s

Como s, < t,,Vn y s, es creciente entonces existen los limites

s*=lims, ,t* =limt,_

Suponemos que si Dy, = A para k =n?y k = (n + 1)? entonces
D, = [s2n_(2j_1), 3*} para k = n* + (25 — 1)

Dy, = [t*, ton—1;] para k =n’+2j

con j=1,...,n.

Para el resto de los valores de k se tomara D, = B. Esto quiere decir que si
Dy, = A para k =n?y k= (n+1)2 lo que implica que para cada valor de k entre
n?y (n+1)%, Dy se tiene una correspondencia con los intervalos que se definieron
anteriormente.

Veremos que se cumple (3.1) y (3.2).

Como s, , s* , t, ,t* € B=[s,,s*] C By [t"t,) C B,YneN

Sea D, = Aparak=n*>y k= (n+1)%

Entonces Dy2.1 = [Son—1,5"| ¥ Dp2yo = [t*, ton_2] .

Como n? y (n + 1)% son ambos “cuadrados de enteros”, (3.2) se cumple.

Ahora, se sabe que D,2,5 = [t*, o] .

Para que se cumpla (3.1) tiene que ser f (Dy) 2 Dyy1, Vk € N.
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Veamos que esto se verifica.
Tenemos:
Si k = n?
f(Dn2) = f(A) 2 B D [s94-1,8"] = D21

Sik=n+(2j—-1)
J (Dyzi2j1) = [ [S2n—(2j-1), 8"] 2 [f (5%), f (s2n—2j51)] = [t*, tan—2j] = Dn2a;
Sik=n?+2j
f (Drzyoz) = [t ton—25] 2 [f (tan—25) , f ()] = [s20-2j-1, "] = Dn21ajn

Sik=(n+1)7?-1

/ (D(n+1)271) = f(Dp2ian) = f[t", 0] 2 [f (00), f(t")] = [r,s"] 2 A= D11)2

Por lo tanto, las condiciones recientes estan acorde con (3.1). Ademaés no afectan al

namero de ¢ € {1,...,n} para el cual D; = A, asi que cumplen (3.1),(3.2) y (3.3).

Sean [,1* € (3/4,1) con | # I*. Escogemos D', D' € D tales que

lim P (D', n%) /n=1

n—o0

lim P (D" ,n?) /n=1"

n—o0

A partir de ahora consideramos solamente los indices que son un nimero entero
que es el cuadrado de algtin otro. Sea el conjunto L = {L,} definido de forma que
L,=1% D, = A L =0 para otros casos. Asimismo, sea L* = {L?} definido tal

que L7 =1 si y solo si Df; = A, L; = 0 en otro caso.

Por (3.3) y por como esté definido D' se tiene

(£
()



3.2. PERIODO TRES IMPLICA CAOS 45

Entonces

EINtalqueVnzN,ZLm>lny ZLfn>l*n

m—1 m—1
Ahora definimos {J,,} tal que J, = a siy solo si Ly = L} = 0,J; = s si y solo
si Ly =0and L; =1,Jy, =tsiysolosi Ly =1y L; =0,y J = usiy solo si
Ly = L = 1. Notamos que Ji = Jyy1 =usiysolosi Ly = Ly = Ly =L, = 1.
Como [ > 3/4 entonces Ji € {c,d} mas de tres cuartas partes del tiempo. Esto
implica que J; = s menos de una cuarta parte del tiempo. Supongamos que J; = u

menos de la mitad del tiempo o igual.

Esto implica que J, = t mas de una cuarta parte de las veces una contradiccion. Por

lo tanto J;, = u més de la mitad del tiempo.

Ahora supongamos que si J, = u entonces J, # u. Esto implica que para cada
tiempo Jr = w entonces hay al menos un momento en el que J; # u. Entonces
Ji = u por menos o igual a la mitad del tiempo una contradiccion. Esto implica que
Ji = Jrs1 = u sucede infinitas veces, la cual implica Ly = Ly = L = Lj, =1

sucede infinitas veces.

Por lo tanto, existen infinitos n tal que D! = D! = A para ambos k = n?y
k= (n+1)?2 Seax; €Syxp: €S. Desde que lim (s,) = s* y lim (¢,) = t*, para
cualquier € > 0 existe N con |s, — s*| < &, |t,, — t*| < € para todo n > N. Entonces,

para cualquier n con n > Ny D! = DY = A para ambos k = n? y (n+1)2, tenemos
F (@) € Df, = [s20-1, 57]

con k=n2+1y fH (z;) y 7+ (2+) ambos pertenecen [so,_1,s*]. Por lo tanto,

freet (27) — frett (x1+)| < e. Asi por la definicion,
lminf | f"(p) — f*(¢)| = 0.

De esa manera queda probado que S C [ es un conjunto scramble “no numerable”, teniendo

por lo tanto que f es “cadtica segin Li-Yorke”. ]

Observacion 3.2.2. Caos de Li-Yorke tiene dos importantes desventajas en contraste

con las otras definiciones. La primera es que solo puede ser usado sobre intervalos en
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la recta real y no en espacios dimensionales mayores a 1. Por ejemplo, la rotacion en
R? de 120° tiene un punto periddico con periodo tres pero no tiene conjunto scramble no
numerable. La sequnda desventaja es que no se puede aplicar a aplicaciones incluso con

una discontinuidad, ya que la continuidad es fundamental para el caos de Li-Yorke.

3.3. Ejemplos de sistemas dinadmicos caéticos

Mapeo Carpa

Veamos que el mapeo carpa es un sistema dindmico caoético segtin Li-Yorke, aplicando
el Teorema 3.2.2.

Sea el mapeo carpa T : [0, 1] — [0, 1] definido por

2x si 0<x<1/2
T(x) =
2—-2x si 1/2<x<1

Notamos que Pery(T) = Fiz(T) = {0,2/3}.

1a

03 4

06 1

04 4

0.2

00

0.0 0z 0.4 & 05 10

Figura 3.2: Grafica de T

Hallemos Pery(T), un facil célculo muestra que 72 : [0,1] — [0, 1] tiene regla de

correspondencia
(

4x si 0<x<1/4
2—4dr s 1/4<2x<1/2
dr—2 si 1/2<x<3/4

T?(z) =

\ 4—4r si 3/4<z<1
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10

I

06 4

04 4

0.2 1

0.0 T T T T
0.0 0z 04 0 05 10

Figura 3.3: Grafica de T?
Se cumple:
0<zr<1/4:T?°=g<=dr=x+<=2=0
1/4<2<1/2: T =r<+=2—-4drv=0+=1=2/5
1/2<2<3/4: T =r<=dr—2=0+=1=2/3
3/4<wx<1:T*=x<+=4—4do=1+=>1=4/5

Luego Fiz(T?)={0, 2,

wn

.2} v por tanto

Pery(T) = Fiz(T?) — Fiz(T) = {é’ g}

2 2 4 4
+(2) 12 v _ (2
or () -2 -0i(3)

El tinico 2-ciclo de T es
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Hallamos Pers(T), tenemos que T° : [0,1] — [0, 1] que tiene regla de correspondencia

/

8z si 0<z<1/8
2—-8x si 1/8<x<1/4
8r—2 si 1/4<x<3/8
4—8x si 3/8<x<1/2

T(x) =

8r—4 si 1/2<x<5/8
6—8r si 5/8<x<3/4
8r—6 si 3/4<x<T/8
\8—895 si 7/8<x<1

10

08 1

06

0.4

02

0.0 . ; . .

0.0 02 0.4 06 0.8 10

Figura 3.4: Gréfica de T3
Se cumple:
0§x§1/8:T2:x<:>8x:x<:>x:O
1/8<a<1/4: TP =0+=2-8r=1<=12=2/9
/<2 <3/8: T°=0+=8r—2=0+<=0=2/7
38<w<1/2: T =0 +=4—-8r=1x<+=1=4/9
1/2<x<b5/8: T’ =0+=8r—4=0+=1=4/7
5/8 <1 <3/4:T°=0+=6—-8r=0<=2=06/9=2/3

3/4<x<T7/8: T =2+=8—6=0<=12=06/7
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78<wx<1: T =73+=8-8r=0+=1=_8/9

Luego Fiz(T%)={0,2,2,2,2,2 8 8} y por tanto

Quedan dos 3-ciclos:

246 2 4 8
{??,?}Y{g,g,@}

Asi, Per3(T) # 0 y por Teorema 3.2.2, T es caotica segtn Li-Yorke.

Ecuacién logistica

Veamos que la ecuacion logistica es un sistema dinamico caodtico segun Li-Yorke,
aplicando nuevamente el Teorema 3.2.2.
La ecuacion logistica viene dada mediante la funcién F: R — R definida por F(x)=pz(1—
Sus primeras propiedades son las siguientes:
1. F(0)=F(1)=0.
2. Fiz(F) = {O,%}. En efecto, x € Fiz(F) siy solo si uz(l —x) = x si y solo si

pz? + (1 — p)xr =0 siy solo si x=0 o %

Notamos que F tiene dos “puntos fijos” 1 =0y x5 = “T_l

Para = 1 se tiene un tnico “punto fijo” que es 1 = 0 = x5.

Para p = 3, Fiz(F) = {0, 3}.

Resulta natural preguntarnos ;qué sucede cuando p > 3?7 Veamos que aparece un 2-ciclo,
es decir, las sucesivas iteraciones de la funcion se alternan entre dos “puntos fijos”. Entonces,

estudiamos los 2-ciclos de F. Tenemos que
F%(2) = —pPa* + 2p30% — (1 + p)2® + o
Ahora, hallamos los puntos fijos de [

v € Fin(F?) <= —plat +2u82% — (i + p®)2? + (p? — )z =0

= v(pr+ (1 —p))(p?2? — (@ + )z +p+1) =0
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Se sigue que

x € Pery(F) = p®2® — (pi® + )z +p+ 1

Un facil calculo muestra que Pery(F) = {p1 . pa,.}

1 p /(D) 3) 1 p— /(e +1)(p = 3)
= 2 Y P2 = 2

Piu

Observamos que

l<pu<3= Pery(F)=10
2 4
p=3= Diu, Doy = 3 € Fix(F) = Pery(F) =1

Por lo tanto, si 1 < p < 3 entonces Pery(F) = (.
Pero si > 3 los puntos peridédicos son reales y distintos.
Por ultimo, veamos para qué valores de p existen “puntos periddicos de periodo tres” de

F. Se tiene:
F3(x) = p"a® + 42" — (6p" + 2u5)2® 4+ (4" + 6p5)2® — (u” + 648 + pP)z*+

(28 4 2u° + 2ut) 2 — (4 pt + pP)2? + P

Representaremos mediante una grafica a F? para distintos valores de p junto con la
identidad para ver cuantos “puntos fijos” tiene F'® en cada caso.

Observando las Figuras 2-6 y 2-7, vemos que para p = 3,8 no hay puntos en el periodo
tres porque F3(x) corta a la recta con solo dos intersecciones, es decir tiene solo dos
“puntos fijos”, respectivamente con “puntos fijos” de F. Por otro lado, para u = 3,87,
hay ocho “puntos fijos”, dos de los cuales son de F y los otros seis son de F?. Entonces,
para p = 3,87, tenemos puntos de periodo tres. Entonces ahora sabemos que la funciéon

logistica comienza con el periodo tres para un valor p en el intervalo (3,8, 3.87].
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101

0.8

0.6 1

0.4 1

0.2 4

0.0 1

101

0.8

0.6 1

044

0.2 1

0.0 1

10 1

0.8 q

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.0 1

0.0 0.2 0.4

0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 X} 10

(a) (b)

Figura 3.5: Gréficas de [® para distintos valores de s

00 0.2 0.4

(a)

10 -
0.5
06 1
04
0.2

0.0

0.6 0.8 10 00 0.2 0.4 06 g 10

(b)

0.0 02 04 0.6 0.8 10

(c)

Figura 3.6: Gréficas de [® para distintos valores de s
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10 A

0

G

04

02 1

00

00 0z 04 0.6 0.3 10

Figura 3.7: Gréfica de F3 con p = 3,8

10 1

0LE 1

e 1

04 A

02 1

00 A

L] oz 04 06 0a 10

Figura 3.8: Grafica de F2? con pu = 3,87

02
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Los puntos de Pers son los que cumplen z = F?, es decir, z— F? = 0. Sera g(z) = x— F>.
Se quiere calcular las raices de g(x). Primero, se sabe que los Fiz(F) son también Fiz(F?),

asi que podemos factorizar de la siguiente forma:

W) = g()

I
,u:zc(:v u)

= — 828+ (3uS + pP)a® — (Bub + 4y + pM)at + (u® 4 5p° + 3t + pd)a?

—(2p° + 3" + 30 + p?)a? + (' 4 20 + 207 + ) — (P + p+ 1),

Los puntos de Pers son las raices de h(z). Es un polinomio de grado seis y no tenemos
ninguna herramienta como un software que calcule sus raices exactamente en p. Por tanto,

lo que vamos a hacer es probar qué valores de p € (3.8, 3.87], h tiene raices reales.

Valor p 1ra raiz 2da raiz 3ra raiz
3.8 0.96 + 0.0051 | 0.96 - 0.0051 | 0.52 + 0.041
3.82 0.96 + 0.003i | 0.96 - 0.0031 | 0.52 + 0.022i

3.828 | 0.96 + 0.001i | 0.96 - 0.001i | 0.51 + 0.0051

3.8284 | 0.96 + 0.0001i | 0.96 - 0.0001i | 0.51 + 0.001i

3.82842 | 0.96 + 0.0001i | 0.96 - 0.0001i | 0.51 + 0.001i

3.82843 0.9564 0.9563 0.5148

Cuadro 3.1
Valor 4ta raiz ota raiz 6ta raiz
3.8 0.52-0.0411 | 0.16 + 0.0161 | 0.16 - 0.0161
3.82 | 0.52-0.022i | 0.16 + 0.0081 | 0.16 - 0.0081
3.828 | 0.51-0.0051 | 0.16 + 0.0021 | 0.16 - 0.002i
3.8284 | 0.51 - 0.0011 | 0.16 + 0.00051 | 0.16 - 0.00051
3.82842 | 0.51 - 0.001i | 0.16 + 0.0002i | 0.16 - 0.0002i
3.82843 0.5139 0.1601 0.1598
Cuadro 3.2

Después de calcular con algunos valores se obtiene:

Para p = 3,82842, h presenta ‘“raices complejas” y para p = 3,82843, h presenta “raices
reales”. Por lo tanto, tomamos p = 3,82843 como el valor donde empieza a existir puntos
de periodo tres.

Asi, por el Teorema 3.2.2, la ecuacion logistica es cadtica segin Li-Yorke con parametro

(> 3,82843.
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Observacién 3.3.1. Cuando nos referimos a caos segun Li-Yorke, muchos autores
trabajan con espacios métricos. Pues el caos sequn Li-Yorke se conserva por conjugacion

topoldgica y para ello tenemos que estar en el medio de espacios métricos.

Ejemplo 3.3.1. La ecuacion logistica para pn = 4 y el mapeo carpa son topologicamente
conjugados mediante el homeomorfismo ¢ : [0,1] — [0,1] dado por ¢(x) = sen?(rx/2).

Consideramos [ es la ecuacion logistica y g el mapeo carpa, es decir, f(x) = 4x(l — x)
yg(z)=1-2z —1].

Afirmacion. pog= fo¢

En efecto,

» foo(z)=4¢(z)(1—¢(z)) = 4sen?(rx/2)(1—sen?(rz/2)) = 4sen?(rz/2) cos®(rx/2) =

sin?(7z)

" ¢og=sen (W) = sen®(mx) pues

Si 2z —1>0: sen? (W) = sen’(m — 7z) = sen?(7wz).

Si 2z —1 <0 : sen? (W) = sen?(7x).

Luego, la afirmacion queda probada y f y g son topoldgicamente conjugados.
Mas ain, por la Proposicion 1.0.1 vista en el capitulo de Preliminares, Pers(g) es
igual a ¢[Pers(f)] , es decir , Pers(f) # (0. Por lo tanto, la ecuacion logistica para p = 4

es caotica sequn Li-Yorke.



Capitulo 4

Entropia positiva como criterio esencial

del caos

En general, un sistema dinamico con entropia positiva es usualmente considerado
cadtico por los matemaéticos. Los sistemas dindmicos con entropia cero se denominan
deterministas y la razon de ello es que en la “Teoria ergddica” la entropia se suele interpretar
como una medida de indeterminacion y la entropia cero como una prueba de determinismo.
Es por ello que, el objetivo de este capitulo es introducir el concepto de entropia topologica
para sistemas dinamicos discretos y explicitar ejemplos de sistemas dinamicos con entropia
positiva, este capitulo esté basado en el libro de “Fundamentos da teoria ergodica” (Oliveira

y Viana, 2005).

4.1. Entropia Topolbgica

Sea (X, f) con X compacto. Una cobertura finita es una coleccion de conjuntos
C={C,...,Cp} tal que C1 U---U C, = X. Es una cobertura abierta, si ademas, los
conjuntos (1, ..., (), son abiertos. Por otro lado, una particion es una cobertura hecha
por pares de conjuntos disjuntos. Por lo que, la entropia topologica generalmente se define
solo para coberturas abiertas. No obstante, damos la definicion de cualquier cobertura
finita porque a veces trataremos la entropia de cubiertas compuestas por intervalos que

no son abiertos.

95
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Sean C = {C4,...,C,} y D ={Dy,...,D,} dos coberturas. La cobertura C V D es
definida por

CVD:={C;ND;|i,jeZ,1<i<p,1<j<q,CiND;#0}

Decimos que D es mas fino que C, y escribimos C < D, si todo elemento de D esté incluido
en un elemento de C. Sea N(C) que denota la cardinalidad minima de una subcobertura

de C, es decir,
N(C):=min{n|Jiy,...,i, €Z,1 < <p,k=1,2,....n}, X =C;, U---UC;,
Entonces, para todo los enteros n > 1, se define
N,(C, f)=N(CVfHC)v.--v Q)

Si no hay ambigiiedad en el sistema dindmico, C* denotara C V f~1(C) Vv --- Vv f~(»=D(C).

Lema 4.1.1. Si{a,} es una secuencia de nimeros reales no negativos tal que a,4, <

a
an + a, para todo n,p € N entonces lim — emiste y es igual a inf {%p;p € N}.

n—oo M

Demostracion.

i) Se fija p > 0. Cada n > 0 se puede escribir n = kp+ i para k € Ny 0 <i < p.

an __ Qkpti agp+a;
Entonces %= = T S T

ii) Afirmacion. ag, < ka,
En efecto, se cumple a4, < ay, + a,
Sin=p: aprp < ap+ap, = az < 2a,
(HI) Sin = kp: agprp < (k+ 1)a,
Se probaréa paran = (k + 1)p
A D)prp < A(etr)p T Ap = Grpp + ap < (K + 1)ap +ap = (k4 2)ay

Por induccion sobre k € N, se tiene ay, < ka,

iii) Por la afirmacion, % < et o hoptai o kapta;

—a_P_|_ﬂ
> an — kpti — kp+ti — kp  p kp
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Ahora, cuando n — oo entonces k — oo y asi

) a a
limsup — < £
n n p

a a a
Entonces, limsup — < inf{-%;p € N} < lim fnf —

an

. /. a/ e . e a e . /.
Se tiene, limsup — < liminf inf — y liminf, o < limsup,, %=
non n n

= liminf, %= = limsup,, %*

a a
Luego, lim — existe y es igual a inf {;";p € N}

n—oo 1

Con eso queda probado el lema. O

Definiciéon 4.1.1. Llamamos entropia de la cobertura C al nimero H(C) = log N(C).

Lema 4.1.2. La secuencia {H(C")}n>1 es una secuencia subaditiva, esto es,

H(C™™) < H(C™) + H(C")

Demostracion.

i)

Afirmacion 1. Si C y D son coberturas de X entonces H(C VD) < H(C) + H(D).

En efecto, sea {Ch,...,Cp} una subcobertura finita de C entonces p = N(C) y
{D1,...,D,} una subcobertura finita de D entonces ¢ = N(D).

Entonces, U = {C; N D;/1 <i<p,1<j<q} una subcobertura de CV D la cual

tiene como mdximo pq elementos.
Asi, N(CV D) < N(C)N(D) entonces log(N(C V D) < log(N(C)) + log(N(D)).

Por lo tanto, H(C VD) < H(C) + H(D).

Afirmacion 2. H(f~(D)) < H(D)

En efecto, si A es una subcobertura de D: #A = N(D).
Entonces, f~'(A) es una subcobertura de D

= #[(A) <H#A=#f7(A) <N(D) = N(f (D)) < N(D)

Por lo tanto, H(f~'(D)) < H(D).
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iii) Por otro lado, se cumple que H(C™™) = H(C™V f~™(C™))
Por las afirmaciones 1 y 2:
HCm vV f7™(C) < H(C™) + H(f~™(C)) < H(C™) + H(C™)
Asi, {H(C™)}n>1 es una secuencia subaditiva. O

Tenemos que, para todas las coberturas finitas C, la secuencia {:log H(C")},>1 es
subadditiva. Asi, el Lema 4.1.1 se puede utilizar para definir la entropia topologica de la

cobertura C por:

Definiciéon 4.1.2. La entropia de f con respecto a la cobertura C, denotada por h(C, f),

se define por

WC, f) = lim 2BHED _ o los HICT)

n—+o0o n n>1 n

El siguiente lema se deriva directamente de las definiciones.

Lema 4.1.3. Sea (X, f) . Si C y D son dos coberturas finitas tal que C < D, entonces
h(C, [) < h(D,f).

Demostracion.

i) Probar h(C, f) < h(D, f) es lo mismo que probar que H(C") < H(D"™) y como se
tiene que si C" < D™ implica H(C", D™). Bastaria probar que C" < D".
ii) Probaremos que para todo D€ D", existe C € C™ tal que DCC.
En efecto,
Dr=DV fY(D)v...Vv f"(D)
Ch=CvV fHC)V...v ()

Seald e D" =U=D;Nf 1 (Dy)N---Nf"(D,). Por hipédtesis, C < D = VD €
D,3C € C talque D C C, es decir, D, C C; € C...D; C C; € C para algun C;

= [71(D;) C f7H(Cy) € fH(C)

= f71(D;) C f7(C)) € f7(C), Vi eN

= f71(D;) C F(C;) € f(e),Vi eN

Asi, Dy FY Do) O ..0 (D) C CL N FHO) N0 fC) € e

=C"<D"
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1 1
Por lo tanto, H(C") < H(D") : lim —H (C") < lim —H (D")
Nn—00 n n—00 n ,
r(C,f) h(D,f)
De esta manera queda probado el lema. ]

Definicion 4.1.3. La entropia topoldgica del sistema dindmico (X, f), denotada por

hiop(f), se define por

hiop(f) = sup{h(f,C) : C es cobertura finita de X}

4.2. Conjunto Generador y Conjunto Separador

Definicion 4.2.1. Sea (X, f) con X compacto. Dados ¢ > 0 y n € N. Decimos que

E C X es un conjunto (n,e)-generador de X. Si para cada x € X, 3y € E tal que
d(fi(z), fity)) <& Vi=0,...,n—1.

Notacion 4.2.1. B(y;n,e) = {x € X /d(f'(z), f'(y)) < €} es un conjunto abierto en

X y se le llama bola dindmica de centro y, longitud n y radio €.
Observacion 4.2.1.

1. Si E es (n,¢e)-generador de X entonces X C U B(y;n,e).

yek

2. Siempre existe conjuntos (n,e)-generador, en efecto

X C U B(z;n,e) = X C UB(Ij;n,é) (pues X es compacto).

zeX j=1
Ast, E ={x1,...,xn} = E es (n,e)—generador.
3. Denotamos por g,(f,e,X) = min{#E/FE es (n,e)—generador de X}.

Definimos

1
g(f, e, X) = h’msupﬁ log g.(f, e, X).

Observamos que la funcion € — g(f, e, X) es mondtona no creciente.
En efecto, de la definicion si €1 < €5 entonces todo conjunto (n,e;)-generador también

es (n,e9) —generador. Sea E un conjunto (n,e1) — generador tal que #E = g,(f,e1,X),
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entonces:
Gn (fy9,X) = min{#F |/ F es (n,e3) — generador de X} < #F

Por lo tanto,

gn(fag%X)Sgn(f)glaX) (41)

para todo n > 1, y tomando el limite:

1 1
lim sup—log g,,(f, €2, X) < limsup—log g,(f, 1, X)
n n n

n

Asi, se tiene que, g (f,e2, X) < g(f,e1,X). Esto garantiza, en particular, que

9(f.X) = lim g(f. =, X)

existe.

Por otro lado, introducimos también la siguiente nocion dual.

Definicion 4.2.2. Dados € > 0 y n € N, decimos que un conjunto E C X es (n,¢)-
separador de X si dados v,y € E, existe j € {0,...,n— 1} tal que d (f7(z), f(y)) > €.

En otras palabras, si x € E entonces B(x;n,€) no contiene ningin otro punto de E.

Observacion 4.2.2. Denotamos por s,(f,e,X) = max{#FE/E es (n,c)—separador de
X}

Definimos
1
s(f,e, X) = limsup—log s, (f,e, X).
n n
Observamos que la funcion e — s(f, e, X) es monotona no creciente.
En efecto, 0 < &1 < &9, entonces todo conjunto (n,ey) —separador también es

(n,e1) —separador. Sea F' un conjunto (n,e9) — separador tal que #F = s,(f, €2, X),

entonces:
Sn (fye1,X) =méx{#FE / E es (n,e1) — separador de X} > #F

Por lo tanto,

Sn(fvglaX)an(fag%X) (42)
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para todo n > 1 y, tomando el limite:

1 1
(f,e1,X) = limsup—log s, (f,e1,X) > limsup—log s, (f,e2, X) = s (f, &2, X).
n

n n n

En particular,

s(/, X) = lim s(f, £, X)

siempre existe.

Proposicion 4.2.1. Se tiene g(f, X) = s(f, X).

Demostracion. Necesitamos del siguiente lema: O

Lema 4.2.1. g,(f,e,X) < s,(f,e,X) < gn(f,e/2,X) para todo n > 1, todo € > 0.

Demostracion.

i)

ii)

Sea E' C X un conjunto (n,e)—separador tal que #E = s,(f, e, X) donde F es el

conjunto (n,e)—separador con mayor cardinal.

Asi, dado y € M\ E, entonces EU{y} no es (n,c)—separador. Por tanto, existe z € £
tal que d (f'(z), fi(y)) < &,Vi=0,---,n — 1. Esto muestra que F es un conjunto
(n,e)—generador de X. Asi, ¢,,(f, &, X) = min{#F/F es (n,e)—generador} < #E
entonces

gn(f,8,X) < sulf,e, X)

Ahora, probemos que

su(f,6,X) < gn(f,€/2,X) (4.3)

Sea £ C M un conjunto (n,e)—separador y F' C M un conjunto (n, e/2)—generador

de X. Por definicion de (n,e/2)—generador se tiene que para x € F, 3y € F tal que

d(fi(z), f'(y) <e/2 Vi=0,....n—1

Definimos la aplicacion ¢ : E — F dado por ¢(z) = y.
Afirmacion. ¢ es inyectiva. En efecto, suponemos que existen z,z € FE tal que

¢(x) = ¢(2) = y entonces

d(f'(2), f'(2)) <d(f'(2), f'(y) +d ([ (). ['(2)) <e/2+¢e/2=¢,
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Vi =0,...,n — 1. Entonces, x = z pues F es un conjunto (n,e)—separador. Asi,
#E < #F. Como E y F son arbitrarios, entonces:
s (f1,6.X) < gn (f/2,X) (4.4)
De (4.3) y (4.4) se prueba la desigualdad.
Quedando asi probado el lema. O

Demostracion de la Proposicion 4.2.1.
i) s(f, X) =g(f, X) = lims(f,e, X) = limg(f,e, X)

e g(f,e,X) = h'msup%loggn(f,s,X)
e s(f,e,X)= limsup%logsn(f,s,X)
ii) Sabemos del lema anterior:
gn (f:6,X) <sn (fr8,X) < gn(f,6/2,X)
dadoe > 0,9 (f,e,X) = h’yrlnsup%loggn(f,g,X) < h’gnsup%logsn (f,e,X)
< limsup - log g (f.2/2X) = g (£,/2.X)
= g(f, B, X) < s(f.e,X) <g(f,£/2,X)

tomando limite, lim g(f,e, X) < lim s(f, e, X) < limg(f,£/2, X).
e—0 , g—)O , e—0 ,

-~ -~

a(f.X) S(£.X) 9(f.X)

Proposicion 4.2.2. Sea (X, f) con X compacto. Sea {C*}r<1 una secuencia de coberturas

abiertas en X tal que diam C* — 0, k — oo.

Entonces, hip(f) = sup h(C*, f) = Jim h(C*, f).
k —00

Demostracion.

i) Dada D* una cobertura abierta de X y € > 0 un ntimero de Lebesgue de D

(i.e. V B(p,e), 3 D € D talque B(p,e) C D).

ii) Como diam C* — 0, entonces In € N tal que diamC* < &,V k > n.
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iii) Desde que € > 0 es un ntimero de Lebesgue de D, se sigue que todo elemento de C*

esta contenido en algin elemento de D. Luego,

diam C < & = diam(C) < ,YC € C* = C C B(p,¢)

= 3D € D tal que C C B(p,e) C D

iv) Asi, D<Ck Vk>n
= h(D,f) <h(C* f) = h(D,f) < lim inf / (D", f)
= sup{h(D, f)/D cobertura de X} < lim inf h (Ck, f)
Entonces,

hiop(f) < lim inf f (C*. f) (4.5)

v) Por otro lado, hi,(f) = sup{h(D, f)/D cobertura abierta de X}, entonces

hiop(f) = sup h (C¥, f) = limsup h(C*, f) (4.6)
k k

De (4.5) y (4.6) se concluye la proposicion. O

Corolario 4.2.1. Sea (X, f) con X compacto. Si C es cobertura abierta de X tal que
diam C* — 0, k — 0o, Ck=CV fYC) V...V fFL(C).
Entonces hiop(f) = h(C, f).

Demostracion.

i) Por la proposicion 4.2.2 se tiene que hy,(f) = lim h(C*, f).

k—o00
ii) Afirmacion. ((C*)") = CntF=!

En efecto,

(CchHr =ckv fHCh) v .. v R
=CV..V ). v e .. v R

Sik=2yn=2 Veamos (C?)* = C2+27L

Sea C € (C2)* =C2V f~1(C?) = C =B, N f~(By), By, By € C* donde
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By :C’lﬁf’l (02), B, :C{ﬂfil (Cé) y 01,02,01,05 eC

C=CnfH(Cy)nfH(Cinf(Cy)
=CiNfH(C) N fHC) N 2 (Cy)
:&mf*l(OQmO;)mf*Q@

eC eC

[ J/
-~

ecs

Entonces, C' € C?. Luego, (C*)? = C3.

Ahora, C € C3, entonces

C'=BiNf(By)N f?(Bs)
=B Nf T (By) N fTH(By) N 2 (Bo)
:Clﬂf (B ﬂf )l, C’1€C2 CQ€C2

Cy

, Bi1,By,B3eC

=CiN f7H(C)
—— ——
€(C2)?

Entonces, C' € (C2)°. Luego, C3 = (C2)°.
Por induccion, (C¥)* =C"**1 vV k>2 neN.

iii) Afirmacion. h (C*, f) = h(C, f), V C cobertura de X y k > 1.

En efecto, tenemos que

he, f) = ngnmllog N(Em) = lim ———log N ((€")")
. n L k Y l k\"
= lm nlogN((C) ) = lim —~log N ((C")")

= h (e f)

iv) Por lo que de (i) y la afirmacion anterior, hy,(f) = ka R(C, f)=h(C, f).
—00
Quedando asi el corolario probado. O
Proposicion 4.2.3. Sea (X, f) .

» Para todos los enteros n > 1, Ry (f™) = nhyop(f).
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n Si (Y, g) es que es conjugado a (X, f) entonces hioy(f) = hiop(g)-

Demostracion.
» Consideremos k € Ny ¢ > 0 observemos que si F es un conjunto (kn, ¢)-generador
de X para f, entonces F es un conjunto (k,e)-generador de X para f™.
Asi, gp(f™, e, X) = min{#E/E es (k,e)-generador de X para f"} <
grn(f, e, X) = min{#E/E es (kn,¢)-generador de X para f}

Entonces, gi (f",€,X) < gka(f,€,X)
1 1 1
= limsup — log gx (", &, X) < limsup — log gk, (f, €, X) = nlim sup — log gx.(f, €, X)
k k k k k kn

1 1
= lim lim sup — log gx (", &, X) < nlim lim sup — log gx,(f, &, X)
k k e—0 k kn

e—0

= Ntop (f") < nhiop (f) (4.7)

Por otro lado, como f es continua y X es compacto, entonces f es uniformemente

continua. Asi, para ¢ > 0,36 > 0 tal que
d(z,y) <6 =d(f(z), f(y) <e Vi=1,....n—1 (4.8)

Si E C X es un conjunto (k,d)-generador de X para f", entonces usando (4.8), £
es un conjunto (kn,e)-generador de X para f.

Asi, grn(f, e, X) < gr (f",0,X) = min{#E/E es (k,§)-generador de X para f"}
= min {#E/E es (kn,e)-generador de X para f}

= h’mksup % log gin(f,e, X) < h’mksup % log gi. (f™, 0, X)

tomando ¢ — 0,6 — 0
= oy () < heop (/") (49)

De (4.7) y (4.9) : hiop (™) = nhiop (f)-

» Sea ho f = go h. Entonces por induccién obtenemos h o f¥ = g o h, Vk > 0. Por lo

que, se considera una cobertura abierta C de Y entonces h~'C es una cobertura de
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X. La entropia topologica de g esta relacionada a la cobertura C que sera

hiop(9,C) = lim H (CvgT'CVv...vgC) /n
_ 14 —n—+1
—nh_>n010H( "CvgTlcv...vgTtiC) /n
= lim H((h'CVvh'gT'CV...vhTg"C) /n
=lim H(h'CV f'h7'CV ... v fR7IC) /n

= hyop (f,h7'C) = se tiene que hypp(g) < hiop(f)

Por otro lado, como h es un homeomorfismo se tiene que h™' o g = f o h™! y asf

hiop(f) < hiop(g). Por lo tanto, hip(f) = hiop(9)-

Teorema 4.2.1. (Formula de Bowen). Sea (X, f) entonces

1 1
hip(f) = lim limsup — log s, (f, e, X) = hmhmsup—loggn (f,e. X)

e=0 potoo N e=0 nstoo
Demostracion.

i) Notamos que los limites

1 1
lim limsup —log s, (f,e,X) y lim lim sup— loggn(f,e X)

=0 nstoo N e—=0n—+oco

existen por (4.1) y (4.2).

Ademas son iguales por el Lema 4.2.1.

ii) Denotamos h como el valor de esos limites. Probaremos que hiop (f) = h.

66

iii) Sea e >0y n € N. Sea F un conjunto (n,c)—separador de cardinalidad s, (f,e, X).

Sea C una cobertura abierta finita tal que el diametro de todos los elementos de C

es menor que ¢ (tal que una cobertura existe porque X es compacto).

Dos puntos distintos de F' estén en elementos distintos de C™ asi, s,(f, e, X)
Esto implica que

hmsup_log Sn(f>€ X) htop (fvc)

n——+oo

< N,.(0).
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por lo tanto, h < higp, (f). Sea D una cobertura abierta finita y sea 6 > 0 un nimero

de Lebesgue para D, es decir, para todo = € X, existe D € D tal que B(z,0) C D.
Sea ¢ € (0,9) y sea F un conjunto (n,e)—generador de cardinalidad g,(f,e, X).
Para todo y € £ y Vk € Z, k = 0,1,...,n — 1, existe D, € D tal que
B (f*(y),0) C Vi

Sea © € X. Por definicion de F, existe y € E tal que = € B,(y,¢), desde que
f¥(x) € B(f*(y).e) C B(f*(y),d),Vk € Z,k=0,...,n— 1. Asi,

n—1
re\/ fF(Dyx)
k=0

n—1

. Esto implica que D" := {\/ V) ye E} es una subcobertura de D", por

k=0
lo tanto

No(D) < N(D') S #E =g, (f.¢,X).
Por lo tanto,
1
htop(Da f) < limsup — log gn(f7 &, X)
n—4o0o N
y asi hop (f) < h. Finalmente, tenemos que hyo,(f) = h.

]

Proposicion 4.2.4. Sea (I, f) donde I es un intervalo y A > 1. Si f es lipschitziana
<

cuya constante es X (denotada A\—lipschitz), entonces hyy,(f) < log .
Demostracion. Sea ¢ > 0 y n > 1. Sea E = {r; <wy<...<zxs} un conjunto
(n,e)—separador de cardinalidad s := s,(f,¢). Para todo i € Z,i = 1,...,s — 1, existe

keZ,k=0,...,n—1 tal que ‘f’“ (1) — f* (ml)‘ > e. Como f es “A-Lipschitz” con
A1,

¥ (i) = 5 ()| S A [y — @] SN[ — 2
Asi, zjy —x; 2 A ey s —x1 = (s — 1)A"e. Como x5 — o1 < |[], esto implica que

1|

s<—A\"+1
€

Por la Formula de Bowen: hy,, (f) < log A. O
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4.3. Ejemplos de sistemas con entropia positiva

Shift de Bernoulli

Sea ¥ ={0,1}" y 0 : ¥ — ¥ el shift de Bernoulli. Calcularemos hy,,(c).

i) Sabemos que X es un espacio métrico compacto.

ii) Tenemos que d((z;);, (y;);) = 6%, donde 0 € (0,1) y
N =max{k e NU{0}:z; =y, Vi<k}.

iii) Consideramos para ¥ una cobertura abierta, C = {[0 : a] : @« = 0,1} y ademaés
C"=CVolC)V.. Vo™ (C)={[0:ap,...,an1]:ag,...,a,_1 € {0,1}}.

Donde observamos que:

¢ ={[0:0],[0,1]} = #C =2
C*=CVvo'(C)={[0:ag,al]:aga €{0,1}}
={[0:0,1],[0:1,1],[0:1,0],[0: 0,0} = #C* = 2°

C"={[0:ag,a1,as,...,a, 1] : ag,a,... €{0,1}} = #C" =2"

iv) Asi, N(C) = #C" pues los elementos de C" son disjuntos dos a dos.
1 1 1

Luego, h(C,0) = lim —log N(C") = lim — log #C" = lim — log 2".
n—oo N n—o0 1 n

Entonces h(C, o) = log 2.

v) Afirmacion. diam C"* — 0, n — oo.
En efecto, diam C" = sup{diam(C) : C' € C"}.
Como C" ={[0: ag,...,an_1] : ag,...,a,_1 € {0,1}}
entonces diam(C') = sup{d(z,y) : x,y € C} donde z = (z;); € Cy y = (y;); € C.
d(z,y) =0""1 =0 n— oo

Entonces, diam C™ =0

v) Por lo tanto, del coroloario 4.1.1, hyp(0) = h(C,0) = log 2
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Ecuacién logistica =4

Sea f :[0,1] — [0, 1], dada por f(z) = 4z(1 — z). Calculamos hy,(f).

i) Sea g :[0,1] — [0, 1], dada por g(x) = 1—|2z—1|. Tenemos que g es topologicamente

conjugada con f via el homeomorfismo ¢(x) = sen?mx /2.

ii) Afirmacion. hy,(g) = log 2.
2x 0<z<1/2
En efecto, tenemos g(z) =
2—-2z, 1/2<z<1

Consideramos a cobertura de [0, 1] donde o = {[0,3/4), (1/2, 1]}.

. a*=aVgia).
97" () ={[0,3/8) U (5/8,1]; (1/4,3/4)}
[0,3/4) N g~ (a) = {[0,3/8) U (5/8,6/8); (2/8,6/8)}
(1/2,1] N g~ (a) = {(5/8,1]; (4/8,6/8)}
Asi, o = {[0,3/8) U (5/8,6/8);(2/8,6/8); (4/8,6/8); (5/8,1]) }

2. a*=aVglia)Vvg?ia)
97%(e) = {g72([0,3/4)); f2((1/2,1])}
g7%([0,3/4)) = ¢g71([0,3/8) U (5/8,1]) = [0,3/16) U (5/16,11/16) U (13/16,1]
g72((1/2,1]) = g7'((1/4,3/4)) = {(1/8,3/8) U (5/8,7/8)}
0,3/4)n{[0,3/8)U(5/8,1]}Ng %(«) = {[0,3/16)U(5/16,6/16)U(10/16,11/16)
;(2/16,6/16) U (10/16,12/16)}
[0,3/4) N (1/4,3/4) N f~2(a) = {(5/16,11/16); (4/16,6/16) U (10/16,12/16)}
(1/2,1]n{[0,3/8) U (5/8,1] N g~ 2*(a) = {(10/16,11/16) U (13/16,1]; (10/16,14/16)}
(1/2,1]1Nn(1/4,3/4) N g~%(a) = {(8/16,11/16); (10/16,12/16)}
Asi, o3 = {[0,3/16)U(5/16,6/16)U(10/16,11/16); (2/16,6/16)U(10/16,12/16);
(10/16,11/16) U (13/16, 1]; (10/16, 14/16): (8/16, 11/16); (10/16, 12/16)}

Tenemos que N(a) = min{#0 :  es una subcobertura finita de a} = N(a) =2 =
2171 +1

Ahora, 5 = {(2/8,6/8),(5/8,1],[0,3/8) U (5/8,6/8)} es la minima subcobertura

finita de o?.

= N(a?)=3=2""+1
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Ahora, si p = {(5/16,11/16), (10/16, 14/16), (10/16, 11/16)U(13/16, 1], (2/16,6,/16)U
(10/16,12/16),[0,3/16)} es la minima subcobertura finita de o®

= N(@®)=5=2"1+1

Por induccién, N (o) = 2"1 +1

La entropia de la cobertura " sera:

H(a™) =log N (a") =log (2" ' + 1) = log 2" +log (2™ + 1)

1
= h(f,a) = lim —H (a") = lim —

n—oo N n—00 n

log2 = log2

Ademas, diam oF < 2% = diam (ak) — 0 cuando &k — o0 .

= htop (g) = h(g,O{)
Por lo tanto, hiep (g) = log?2 .

iii) Como hypy(g) =log2y, f v g son topologicamente conjugados, entonces hyy,(g) =

hiop(f) = log 2.

Funcién por partes

Considerando el sistema dindamico f : [-1, 1] — [—1, 1] definido por

(

2042, —-1<z<-1/2
f(@):=q—2¢, —1/2<z<0

—, 0<z<1

Se cumple:
» f(z) =22 +2= f%(x) = f(2x +2) donde 0 < 2z + 2 < 1, entonces aplicando la

definiciéon de f:
fAr)=-20—-2 , —1<x<-1/2

» f(z) = 22 = f*(z) = f(—2x) donde 0 < —2x < 1, entonces aplicando la definicion
de f:
fle)y=20 , -1/2<z<0

» f(x)=—2 = f*(z) = f(—z) donde —1 < —z < 0, luego:
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para —1 < -2 <-1/2: f2(z)=2(—2)+2=-2x+2 , 1/2<z<1

para —1/2< -2 <0: f(z)=-2(—2)=2z , 0<z<1/2

Figura 4.1: Grafica de f y f?

Veremos que hyop(f) = log(v/2).

i) Geométricamente, de la Figura 4.1, se observa que f? es 2—lipschitz.
Analiticamente, tendriamos que:

Sean 1, x9 € [—1,1] con 25 < x1, la otra desigualdad es analoga:

- Para xy, 29 € [-1,—1/2]:

f2(£li'1) — fQ(Q?Q) = —2£C1 —2— (—21'2 — 2) = —2(331 — 513'2)
) =f2(w2)

r1—T2

o Pley-fie) 9

T1—T2

<2

- Para xy, 29 € [-1/2,0]:

(1) = f2(19) = =221 — (—21) = —2(21 — 1)
[P (z1)—f?(22)

T1—T2

T1—To
- Para z, 29 € [0,1/2]:

fQ(Il) — f2($2) = 21‘1 — 2$2 = 2<I1 — .132)
[@1)=f?(x2)

r1—x2

<2

o SHe)=f=2) o

T1—x2

<2

- Para z1, 29 € [1/2,1]:

A1) — fAx0) = =201 + 2 — (=223 + 2) = —2(z1 — )
fAz1)—f2(z2) A1) f2(z2)

T1—7T2 T1—T2

= =-2= <2
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ii) Por la Proposicion 4.2.4, se tiene: hy,(f?) < log2.

iii) Ademaés, por la Proposicion 4.2.3, tenemos que hyop(f?) = 2h40,(f). Entonces,

1
2ht0P<f) <log2 = htozv(f) < 510g2 = htop(f) < log\/§

iv) Por otro lado, probaremos también que este sistema es “cadtico segin Devaney”.

Veamos que f es topologicamente transitiva. En efecto, sea U C [—1, 1] abierto, U

contiene algin intervalo de la forma [—l;r—kl, —2%] = [ para algin k € N,

i=01,.. . 2",
Ademas, f*(I) =[-1,1] con I C U. Entonces f*(I) = f*(U) = [-1,1].
Asi, para todo V abierto en [—1, 1], tenemos que: f*(U) NV # (.

Por la Definicion 2.1.2, f es “topolégicamente transitivo” y por la Proposicion 2.2.2

es cadtica segin Devaney.

Al ser cadtica segin Devaney entonces hy,,(f) > log(v/2). Resultado que obviaremos

por escapar de los requisitos.

v) De los items anteriores, tenemos h,(f) > 1og(v/2) y hip(f) < log(v/2), por lo
tanto, R, (f) = log(v/2).

4.4. Entropia positiva y caos

En los ejemplos anteriores vimos sistemas dindmicos con entropia positiva y también
vimos en los capitulos anteriores que estos mismos ejemplos son cadticos segin Devaney
y Li-Yorke, respectivamente. En la secciéon anterior verificamos que shift de Bernoulli
tiene entropia topologica positiva y en la seccién 2.3, vimos que este sistema dindmico es
“cadtico segin Devaney”. La ecuacion logistica se verificd que es cadtica segin Li-Yorke y
segtin Devaney (ver seccion 3.3 y seccion 2.3) y que la entropia topologica de este sistema
dindmico es positiva. Es natural preguntarse si entropia topologica positiva implica caos
segiin Devaney (resp. caos segun Li-Yorke) y viceversa. Por el trabajo de Ruette (2015) se

tiene los siguientes resultados:
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Teorema 4.4.1. Sea I un intervalo y (I, f) “cadtico segin Devaney” entonces hioy(f) >

log(\/§) > 0.

Teorema 4.4.2. Sea I un intervalo y (I, f) tal que hy,(f) > 0, entonces existe J C 1

intervalo cerrado invariante por f tal que f|; : J — J es “cadtico segun Devaney”.
En el trabajo de Nagashima y Baba (1992) se prueba el siguiente resultado.

Teorema 4.4.3. Sea I un intervalo y (I, f) tal que hioy(f) > 0, entonces f es cadtico

segqun Li-Yorke.

Los resultados anteriores no seran abordados en nuestro trabajo, pues escapa de los
prerequisitos establecidos en el presente trabajo. Lo que si estudiaremos a detalle es la

relacion entre “caos segin Devaney” y “caos segun Li-Yorke”.



Capitulo 5

Caos de Devaney implica caos de

Li-Yorke

El proposito aqui es mostrar que para sistemas dinamicos definidos en intervalos, si
un sistema es “cadtico segiin Devaney”, entonces también sera “cadtica segin Li-Yorke”.

Sin embargo, veremos un ejemplo donde el reciproco no es cierto.

Definicion 5.0.1. Se dice que (X, f) es totalmente transitivo si ¥V U,V C X abiertos,

disjuntos, no vacios, se cumple que fF[U)NV # 0 para todo k > 0.

Lo primero que se probara para que el “caos segin Devaney” implica el “caos segtin
Li-Yorke” es mostrar que sea un intervalo I C R, si (I, f) es topologicamente transitivo,
entonces se presenta dos casos: f es totalmente transitivo o el intervalo puede ser dividido

en dos subintervalos de manera que en cada uno de ellos f? sea totalmente transitivo.

Lema 5.0.1. Sea (I, f) topoldgicamente transitivo pero no totalmente transitivo. Entonces,

3 J C I intervalo compacto y 1 > 1 tal que f'(J) = J.
Demostracion.

i) Si f no es totalmente transitivo, entonces 3 k > 1 tal que ¢ = f* no es topologi-
camente transitivo. Entonces, 3 U,V intervalos abiertos tal que ¢™(U) NV =, V

m > 0.

ii) Como f es topologicamente transitivo, 3 xy donde O (z) = I (por Proposicion

2.2.1) por lo que en particular se intersecta con U.
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iii)

iv)

vi)

I0)

Se tiene que Of(xy) = I, debido a que no tiene puntos aislados por lo que sigue

siendo denso a pesar de no tener un conjunto finito de puntos.

Entonces

O}F(IBO)\{%, f(xo), ..., f”_l(ﬂﬂo)} = {f"(x0), f”+1(9€o), o}

es densa en . Luego, para todo n > 1, cada f™(x) tiene 6rbita densa en I, no es

restrictivo suponer que zg € U.

Otra vez por la Proposicion 2.2.1, si f es topologicamente transitivo entonces

Per(f)=1.

Luego, Per(f) y Per(g) son los mismos, entonces 3 p € U tal que ¢"(p) = p, para

algiin r > 1

Sea h := g" = f* se tiene que, p es punto fijo de h y del paso (i) se tiene que
g™(U)NV =0. Como h" := ¢g" entonces para todo n:

R (UYNV =g™U)NV = 0.
Ahora, V n > 0 se cumple que p € h"(U). Entonces:

Urw)=rLnv=0.
n=0

Se nota que:
h(L) =nh(|Jr(U)) = Jr*(U) = Jr(U) c L.

Asi, h(L) C L.

Afirmamos que 3 J C L intervalo compacto tal que h(J) = J.

En efecto, como J NV = (pues L no lo hace), entonces J C I, lo que terminaria

la demostracion tomando | = rk.

Entonces, para construir J, tenemos que h(L) C L implica h"**(L) C h™(L) para

todo n, es decir, {h"(L)}>2, es una familia “‘decreciente” de intervalos compactos.
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o0
Por lo tanto, J := ﬂ h™(L) es un “intervalo compacto” (probablemente un conjunto
n=0

unitario o degenerado).

Probemos por el absurdo y supongamos que J = {q}, entonces V = € L se cumple

que lim h"(z) = q, y en particular f™(zy) = h™(x) — ¢ cuando n — oo.
n—oo

Por la continuidad, V 0 < i < [ tal que f"*(zo) — fi(q) , asf para la secuencia
{f(20)}22, el conjunto de puntos de acumulacion es {q, f(q), ..., f7"1(q)}, luego

Oy (o) no es densa, lo cual es una contradiccién por suponer que J = {q¢}.
Luego, J no es un intervalo degenerado.

Bastaria probar que h(J) = J.
) = H(Y (L) € (L)) = ¥ (L)
n=0
para todo n > 0, asi que
h(J) c (A" (L) = ﬁ h (L) = ﬁ (L) = J
n=1 n=0

es decir, h(J) C J.

Veamos la otra inclusiéon. Dado z € J, por la definicién de J existird puntos z,, € L,

n > 1 tales que h"(x,) = z.
Denotamos 4, = h"~*(z,,).

Entonces y, € h" (L) y h(y,) = z. La secuencia {y,}°°; que esta en un conjunto
compacto, debe tener algin “punto de acumulacion” y € I que por continuidad se
cumple h(y) = z. Pero al ser la secuencia {h™(L)}>2, decreciente, elegido abitra-
riamente ng > 0 se tendra que y,, € h"(J) para cada n > ny y por tanto también
y € h"(J) (pues h"(J) es compacto).

Asi, y € J, con lo que se prueba que J C h(J).

Por lo tanto, h(J) = J.

De esta manera queda probado el lema. O

El siguiente lema ha sido extraido del articulo de (Blaya y Lopez, 2008). Se considera
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que un intervalo J € Per,(f) si f"(J) = J y los intervalos {f"(J)}._j son disjuntos dos

a dos.

Lema 5.0.2. Sean (I, f) (I es un intervalo) y K C I compacto, si f/(K) = K para algin

I € N (minimal). Entonces hay dos posibles casos:

» K € Per(f)

= | es par y PU f'/2(P) es un intervalo que pertenece Perys(f).

Demostracion.

i) Veremos que si 1 <r < [ satisface f"(K) N J # () entonces r = 1/2.

Supongamos lo contrario. Sea r < [/2, por ser [ minimal implica (reescribir g = ")

que los intervalos K, g(K) y g*(K) son distintos dos a dos.
Entonces, se cumple lo siguiente: g(K) € Ky K ¢ g(k).

Esto debido a que
si g(K) C K, entonces g*(K) C g(K) ¢ K, ¢*(K) C g*(K) C g(K) ¢ K

y asi sucesivamente, se obtiene que ¢'(K) C K, la cual es absurdo debido a que

g'(K) = K (se llega a la misma contradiccion si K C g(K)).
Afirmacion. g*(K) esta entonces a la derecha de g(K).

En efecto, si g?(K) estuviera a la izquierda de g(K'), entonces o bien ¢g?(K) esta a
la derecha de K y se tiene que ¢'(K U g(K)) € KU g(K), o bien g?(K) esta a la
izquierda de K y se tiene que K U g(K) C ¢'(K U g(K)) en ambos casos se llega a

una contradiccion, ya que

g (KUg(K))=¢"(K)Ug'(9(K)) = KUg(K).

Repitiendo la misma idea se obtiene, g™ (K) que esté a la derecha de g™ (K) para

cada j, lo cual no es posible ya que ¢'(K) = K.

Por lo tanto, si:

1<r<ldonde ff(K)NK #0=r=1/2
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y es facil entonces deducir el enunciado.
Como f{(K)N fI(K)# 0 con 0<i<j<Il—1, tomando imégenes,
fAUK) N fIPY(EK) # 0, luego K N fI7(K) # 0 ademas, j —i = .

!

Es decir, los intervalos que se intersecan son los que se diferencian en 3.

ii) Supongamos que K no es periodico, entonces

FE)NE(K)#Dcon0<i<j<Il—1,

luego K N f2(K) # 0.

Entonces J := K U f2(K) es un intervalo, f(K) = f(K)U fzT(K) también lo es,
y de la misma forma obtenemos fz(J) = f2(K)U f'(K) = K. Ademas, suponiendo
que fI(K) N f™(K) # 0 con 0 < I < m < L, entonces (f/(K)U f2(K)) N
< FmE) U fmta (K )) # (), luego se tiene que cumplir una de estas condiciones:

- FUE) O ) £ 0, Tuego m —1 = 1

- fHE(K) N ™K # 0, Tuego |+ L—m=1L esdecir | —m=0,

- fAE) N fmPe(K) # 0, luego m + L — 1 =1, es decir, m — 1 =0,

- fTE(K) N e (K) # 0, luego m+ L — (14+ 1) =L, es decir, m — 1 = £,

pero como ninguna de las cuatro es posible, obtenemos que J € Pers(f).

Anéalogamente si K no es periddico, entonces K es periddico de periodo I. O

Teorema 5.0.1. Sea el sistema dinamico ([u,v], f) topoldgicamente transitivo. Entonces
[ es totalmente transitivo o existe u < t < v (el unico punto t € Fix(f)) tal que

f([u,t]) = [t, 0], f([t,u]) = [u,t] y f2|[u7t] es “totalmente transitivo”.
Demostracion.

i) Supongamos que f es topologicamente transitivo pero no totalmente transitivo.
Entonces, por el Lema 5.0.1, 3 J C [ intervalo compacto y [ > 1 (que se puede

considerar minimal) tal que f'(J) = J.

ii) Aplicamos el Lema 5.0.2 y consideramos lo siguiente:
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Si J € Per(f) entonces 3V C I abierto disjunto de todos los intervalos {f”(J)}i::lo

(va que son disjuntos dos a dos y ninguno de ellos es todo I). Si U es el interior
de J entonces, V n con f*(U) NV = ) lo que es una contradiccion de que f es

topologicamente transitiva.

iii) Por lo tanto, [ es pary JU fY/2(.J) € Perys(f), y la tnica posibilidad es que [ =2 y
JUfFJ)=1.

iv) Ahora, sea K = J N f(J), como f(K) C K, debido a que f es topologicamente
transitivo entonces K = {t} serfa un intervalo degenerado (pues si no lo fuera
entonces es invariante). Si u € J, entonces J = [u, t], f(J) = [t,v]; si v € J, entonces

J =t,v], f(J) = [u,t]. Sea cual sea los casos:
o f(lut]) = [t,v]
o f([t,v]) = [u,t],

con t € Fiz(f) el tnico punto fijo.

v) Por dltimo, g = f2|[u q €S totalmente transitivo, pues se daria el otro caso donde se

encontraria z (el Gnico punto z € Fix(g)) tal que

g([u,z]) = [t,z],g([t, Z]) = [uvt]'

Esto no se puede dar pues t es también punto fijo de g.
De esa manera queda probado el teorema. O

Lo siguiente es mostrar si f o f? es totalmente transitivo, entonces f" tiene una
herradura, es decir, si J;, Jo intervalos cerrados no degenerados disjuntos dos a dos tal

que J; U Jy C f(J;) Vi = 1,2 entonces (Ji, J2) es una herradura.

Proposicion 5.0.1. Sea ([u,v], f) totalmente transitivo. Entonces ¥ ¢ >0 yV J C [u,v]
intervalo no degenerado AN € N tal que f*"(J) D [u+¢e,v —¢], ¥n > N.

Demostracion. Sea J C [u,v] intervalo “no degenerado” y € > 0. Tenemos que los “puntos
periodicos” son densos en [u,v| (por la Proposicion 2.2.1), por tanto, 3 x, z1, x5 puntos

periodicos con x € J,x1 € (u,u+¢)y x9 € (v —e,v). Luego, 1 y x5 se pueden elegir de
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modo que sus orbitas estén incluidos en (u,v) porque como méximo una 6rbita periodica
contiene a u ( y v respectivamente).

Denotamos, para i € {1,2} :
Yy =min{f"(z;) :n >0} y z:=max{f"(x;):n>0}

Entonces y; C (u,z1] C (u,u+¢), 20 € [x2,v) C (v —e,0) ¥ 21,2 € (u,v).

Sea k un “miltiplo comin” de los periodos de z,; e y,. Hacemos g = f* y
K=|]Jg"(J)
n=0

Se fija x € J bajo la accién de g, esto debido a que f¥(z) = x pues k es “miltiplo” del
periodo de x y por lo tanto, z € ¢g"(J) para todo n > 0. Entonces K es un intervalo.

Asimismo, como ¢ es topolégicamente transitivo, K = [u, v], luego (u,v) C K. De aqui
se sigue que ¥y1, Yo, 21, 22 € K.

Para i = 1,2, sean p; y ¢; € N tal que y; € gP(J) y z; € g%(J).

Denotamos N := max {pi1, p2, ¢1, 2} . Como y1, 42, 21, 20 € Fiz(g) pertenecen a g™ (J)
luego, [y:, 2] € g™V (J) = fF¥N(J) para i = 1,2. De acuerdo con la definicién de y;, z;, se
tiene que Of(z;) C [yi, z;]. Por induccién se prueba que [y;, z;] C f™ ([yi, z:]) ¥ n > 0. Por

lo tanto, se tiene que
[y1,21] U [y2, 20] € f*(J) para todon > kN

Como y; <u—+ey 2o >v—e¢g, el hecho de que f*(J) no tenga una particiéon del mismo
en dos conjuntos no vacios y disjuntos implica que ¥V n > kN, [u —e,v +¢] C f™(J) con

lo que concluimos la prueba. O

Proposicion 5.0.2. Sea ([u,v], f) un sistema totalmente transitivo. Entonces In € N tal

que " tiene una herradura.

Demostracion. Sean t,z € [u,v],t < z. Consideramos J = [u+ ¢,t], K = [z,v — €]. Se

tiene J N K = () y, aplicando la Proposicion 5.0.1 tenemos que

JUK =[u+etjUlz,v—¢] Clute,v—e] C f"(J)N f"(K)
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para algin n, verificAndose asi que f" tiene una herradura. O

Lema 5.0.3. Supongamos que f" = g tiene una herradura {J, K'}. Entonces para todo
a € {0,1}* (donde a = o ... oy, son secuencias de longitud k formadas por ceros y unos)

y para todo k = 1,2, ... existe J, compacto tal que:
1. Jalag...ak_lak C Joalocz...ak_l

2. Para todo k, los intervalos J,, o € {0,1}* son disjuntos dos a dos.

3. g (Jalocg...ak) = JO(Q...Ock

Demostracion. Se encuentra en (Ruette, 2015). O

Ya tenemos los elementos para probar que si hay “caos segiin Devaney”, también habra

“caos segun LiYorke”.

Teorema 5.0.2. Sea (I, f) “cadtico segin Devaney” donde I = [u,v]. Entonces f es

caotica sequn Li-Yorke.

Demostracion. Si f es cadtica segin Devaney, en particular, f es “topoldgicamente transi-

tivo”. Por lo tanto, aplicamos el Teorema 5.0.1 y tenemos lo siguiente:

= f es totalmente transitivo o

» ] puede ser dividido en dos subintervalos de manera que en cada uno de ellos f2 sea

totalmente transitivo.

Se considere cualquiera de los posibles casos, aplicamos la Proposicion 5.0.2, 3n € Ny
J C [u,v] compacto de manera que f™ tiene una herradura luego, aplicando el Lema 5.0.3,
3 J, compacto V o € {0,1}F con k =1,2,....

Para cada p € {0,1}, el intervalo siguiente

Jp = ﬂ Jorps... o # 0.
k=1

Debido a que se trata de una secuencia de intervalos compactos encajados (por el Lema
5.0.3 (1)). Notamos que, aplicando el Lema 5.0.3 (2), si p # p* , entonces J, N J« = 0.
Por otro lado, si p = p1ps...pk... y p* = pa...pk... entonces, por el lema 5.0.3 (3),
g (Jp) - ‘]ﬂ*‘
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Definimos la “relacion de equivalencia” siguiente en {0, 1}>:
~:  pr~pt e dltal que pp = pp VE> L

Cada “clase de equivalencia” [p] esta relacion es “numerable”, esto debido a que es la union
numerable de conjuntos finitos.

Establecemos I' € {0,1}* para que contenga exactamente una representacion de
cada “clase de equivalencia”. Como {0,1}*° es no numerable, entonces I' también es

no numerable. Entonces si z, € J,, 7, € Jy con p # p*,p,p* € T, se cumple que:

lim sup ‘gk (z,) — ¢" (v,+)| > d, siendo d > 0 la distancia entre .J, y J,-, positiva por ser
d?s?uorjtos dos a dos.

Nos quedaria mostrar que limite inferior sea 0. En efecto, se tiene un “conjunto
numerable” de intervalos .J, no degenerados, luego el conjunto p € {0,1}* tal que J, es
“degenerado”, es “no numerable”.

Sea v € {0,1}* tal que J, = {¢}. Esto es similiar que |J,,~,..~,| — 0 cuando
k — oo.

Denotamos:

A = {pivepe 2 vsps 2 Y3 Yapa - Y2 Ys - YkPk - - - - p € I C {0,1}> (5.1)

Como I' es no numerable, A también es “no numerable”. Dado ¢ € I'; elegimos z, € J,.

Ponemos:

S:={x,:0€T}
Entonces S es “scrambled”; ya que:

= Solamente para la secuencia p se garantiza la primera condicién de la definicion de

caos de LiYorke, por lo que dado o # ¢’, siempre se conserva:

lim sup ‘gk (z45) — g (xaf)| > d.

n—oo

= Ahora, con la secuencia A definida como en (5.1), también se verifica:

=0

liminf |¢* (z,) — ¢" (z1)

n——oQ
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ya que, existird una secuencia (k,) de manera que

kn kn
9" (z5) € Sivsmpi . C Joprgegns G (zq1) € TivzemBz . C Toyam

luego |gkn (z5) — gk ()| < |1yl — 0

Por lo tanto, g = f2? es cadtica segin Li-Yorke, en particular f es cadtica segtn Li-

Yorke. O
En cambio, podemos ver con un ejemplo que lo contrario no es cierto.

Ejemplo 5.0.1. Sea ([0, 1], f) con f definida por

x, 0<z<1/2
fl@)=4q 22-1/2, 1/2<z<
7/4—x, 3/i<z<1

i. [ actia como el mapeo carpa en el intervalo (1/2,1], aunque en el intervalo [0,1/2]

esta definida como y = x.

1a

0.8 4

06 1

04 4

02 4

00

0.0 0z 04 0 05 10

Figura 5.1: Gréafica de f

1. Hemos visto en los Capitulo 3 que el mapeo carpa es cadtico sequn Li- Yorke.

iii. f es “cadtica segun Li-Yorke”, ya que en el intervalo (1/2,1] su comportamiento es
la misma que la del mapero carpa. Asi, Pers(f) # 0 entonces f es “cadtica segin

Li-Yorke”.
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w. Afirmacion. f no es “cadtica segin Devaney”.

En efecto, en el intervalo (1/2,1], no importa cudntas iteraciones se hagan, permane-
cerdn en el mismo intervalo (ya que la aplicacion actuard como el mapeo carpa). Por
otro lado, los puntos en el intervalo [0,1/2] son todos fijos(esto se deduce ficilmente
trazando la diagonal). Por lo tanto, no habrd ningin punto cuya orbita se mueva
por todo el intervalo. Es decir, no existe ningun punto con orbita densa, por lo que

no podrd ser topologicamente transitivo y por tanto no serd cactica sequn Devaney.



Conclusion

El siguiente diagrama resume el presente trabajo para sistemas dinamicos definidos en

intervalos compactos.

topologica
g

Existencia de
Orbita densa

¢

conjunto de

denso

\.

( Transitividad \

puntos periodicos

-y

Sensibilidad a las
condiciones iniciales

/

l

|

[ Caos de Devaney ] -

!

/Caos de Devaney en
subsistemas

g

Entropia topolégica

positiva
% J
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( Caos de Li-Yorke
)

Conjunto
scrambled no

k numerahle

P

- [ Periodo tres]
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