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RESUMEN

ECUACION DEL CALOR: EXISTENCIA Y UNICIDAD
Berrocal Torres, Edgard J.

Setiembre - 2021

Asesor : Mg. Felix GREGORIO PARIONA.

Titulo obtenido : Licenciado en Matematica.

En este trabajo de tesina, consiste en hallar mediante Semigrupos la solucién de una
Ecuacién del Calor con no linealidad uP es ecuacién diferencial parcial del tipo para-

boélico que describe la propagacion de calor en una barra .

u— Au =P, (x,t) e R" x (0,7)
(P)

u(0) = up, =€ R™

Donde T"> 0y p > 1.

El objetivo de este trabajo, es demostrar la existencia de soluciones utilizando la

teoria de Semigrupos

Palabras claves:

Ecuacién Pardbolica

Ecuacién del calor

Efecto Regularizante

Ecuacion Seminilineal

Teorema de punto fijo de Banach



ABSTRACT

HEAT EQUATION : EXISTENCE AND UNIQUENESS
Berrocal Torres, Edgard J.

September - 2021

Adviser : Mg. Félix GREGORIO PARIONA.
Obtained : Graduate in Mathematics.

In this thesis work, it consists of finding by means of Semigroups the solution of a Heat
Equation with non-linearity uPis a partial differential equation of the parabolic type
that describes the propagation of heat in a bar.

u— Au =P, (x,t) e R" x (0,7)

(P)

u(0) = up, =€ R™
Where T'> 0 and p > 1.
The objective of this work is to demonstrate the existence of solutions using the theory
of Semigroups with Banach’s Fixed Point Theorem.

Keywords:

Parabolic Equation

Heat equation

Regularizing effect

Semilinear equation

Banach’s fixed point theorem
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Introduccion

El estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) es muy importante en
el modelamiento matematico y en la explicacién de fendémenos fisicos en la mecanica
de los medios continuos, Quimica, Biologia, dindmica poblacional entre otras, en es-
te trabajo daremos énfasis a las ecuaciones del tipo parabdlico lineal y no lineal. La
ecuacion nos permite describir fendmenos altamente irreversiblesen tiempo en los que

la informacion se propaga a velocidad infinita.

En nuestro caso, demostramos la unicidad y existencia de solucion utilizando el
Teorema de Punto Fijo de Banach,usando la teoria de Semigrupos en la Ecuacién del
Calor con no linealidad u” (problema principal).

Weissler, Breziz, Casenave y Quittner-Souplet, establecen resultados de la existencia
y unicidad para este tipo de ecuaciones utilizando semigrupos y el teorema punto fijo
de Banach, ademas de algunas teorias que aparecen en el analisis funcional. En este
trabajo estamos interesados en aplicar la teoria de semigrupos y el punto fijo de banach
para poder mostrar la existencia de soluciones un tipo de ecuacion diferencial parcial
no homogénea.

A su vez presentamos este trabajo con las siguientes divisiones. El trabajo consta de
6 capitulos: En el capitulo 1 detallamos el lugar donde se llevd acabo este trabajo de
investigacion ,en el capitulo 2 (Marco Tedrico) estd conformado por los prilimniares,
los teoremas y lemas necesarios para entender el problema haciendo un recuento de
las propiedades béasicas del andlisis funcional y tépicos inherentes al problema objeto
de estudio para facilitar el trabajo mas adelante, haciendo énfasis en el Teorema de

Punto Fijo de Banach ya que resolveremos nuestro problema aplicando dicho teorema,



capitulo 3 y 4 hablamos de las hipotesis del problema las variables y finalmente en los

capitulos 5 y 6 mostramos nuestras conclusiones y recomendaciones respectivamente.



Informacion De La Actividad

El presente trabajo presenta las siguientes especificaciones e informaciéon necesaria

para el conocimiento del desarrollo del trabajo con los siguientes puntos:

1. Este trabajo se realizé6 en mi domicilio debido a la coyuntura en la cual se en-

cuentra atravesando actualmente nuestro Pais, mi es domicilio: Sector6 Grupo

12 mzk lote 3. Villa El Salvador.
2. El periodo de duracién del trabajo fue de 3 meses.

3. El correo berrocal46865301@Qgmail.com
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Marco Teodrico

En este capitulo pues introduciremos algunas definiciones, propiedades bésicas y
teoremas, que nos ayudara para lograr nuestro objetivo, se sugiere que para mas detalles

ver los libros que se encuentran en la Bibliografia [4],[7],[14],etc.

2.1. Espacios Métricos

En la geometria del espacio tridimensional donde convivimos, definimos la distan-
cia, longitud, angulo, perpendicularidad pues utilizados frecuente. En matematicas es
cotidiano agrupar ciertos elementos en espacios abstractos y establecer relaciones seme-
jantes entre ellos, similares a las de los puntos del espacio ordinario. Entre los espacios
abstractos y el euclideano se establece el paralelismo que nos permite observar y lograr
un analisis profundo de estos elementos. Para el estudio de esta aplicaciones, la manera

mas sencilla que se puede abordar es utilizar las propiedades del espacio métrico.

Para definir un espacio métrico no es necesario contar con una estructura algebraica
definida en él. Es muy frecuente el uso de espacios métricos que son a su vez espacios
vectoriales, con una métrica que proviene de una norma, estos son llamados espacios

normados.

El concepto de métrica es importante en el contexto de los espacios de Banach,
pues la propiedad de completitud, que veremos mas adelante, depende de la nocién de
métrica. Sin embargo, una métrica se define en un conjunto arbitrario no vacio y, no
requiere ser definida en un conjunto con estructura algebraica, como por ejemplo en
un espacio vectorial; pero si ademas dicho conjunto posee una estructura de espacio

vectorial, ciertas métricas daran lugar a la nocion de norma.

11



2.1.1. Nocién de distancia y métrica

Sea X un subconjunto no vacio y sea d una funcién o aplicacién de X x X en el

conjunto R de los nimeros reales.

Definiciéon 1. La funcion d es una métrica en X si, y solo si las siquientes propiedades

se cumplen para cada x,vy,z de X.

M1) d(x,y) > 0; (d es real no negativa)

M2) d(z,y) =0 <= z =y; (d es una identidad)

M3) d(z,y) =d(y,z); (d es simétrica)

My) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y); (propiedad de desigualdad triangular)

La funcién d se denonomina distancia y d(x,y) se lee distancia de x a y. Las
métricas se denotan por diferentes letras o por una combinacion de diversos simbolos.

Si fuese necesario distinguir entre varias funciones distancia lo denotaremos por
d* 6 dx
y para casos especificos, usaremos
dp, doo, dg, d, d,.., etc

cuando sea necesario usaremos la notacion completa (X, d).
SiY C X definimos:
d ’YXY: d

El par (Y, c?) se llama subespacio métrico de X, donde d es llamada Métrica In-

ducida en Y por d.
Observacion 1. Los elementos del conjunto X se llaman puntos.
A continuacién daremos unos ejemplos de espacios métricos.

Ejemplo 1. Sea R el conjunto de los numeros reales, donde d es una funcion deter-

minada por
d : RxR—R

12



Entonces d, es una métrica en R, llamada métrica usual o fundamental de R y

se representard por d = d,.

Ejemplo 2. Si X es un conjunto cualquiera y la funcion d se define mediante

d : X xX —R

0, st z=y
(z,y) — d(z,y) =
1, st x#y

entonces, d es una métrica en X, llamada también métrica discreta o trivial.

Ejemplo 3. Si f, g son elementos de Cla,b] y si d es una funcion definida por

d : Cla,b] x Cla,b] — R

(f.9) > d(z,y) = méx |f(z) — g(z)|.

a<z<b

Entonces, d es una métrica en Cla,b.

jemplo 4. Sea = A — es acotada p y sea d la funcion definida
Ej | Sea B(A flf A R f d d la f n definid

por:

d . B(A) x B(4) — R

) dlfg) =) — g(o)
Entonces d es una métrica en B(A).

Proposicién 1. (Desigualdad de Cauchy — Schwarz). Sia;,b; e R; 1 =1,2,....,n,

entonces:
n

Z aibi

=1

54

=1

Demostracion. En efecto para todo a;, b;, A de R se tiene

n

> (@ = Abi)” >0

=1

entonces
n

Z(a? — 2Xa;b; + N°b7) > 0

i=1

=1 i=1

i=1

luego

13



lo que entrana
AT —2XY abi+ > ai >0
i=1 i=1 i=1

ordenando el polinomio en A, se tiene
(Z bf) A2 — (2 > aibi> A+ <Z a§> > 0. (2.1)
i=1 i=1 i=1
Luego, para que la ecuacién (2.1), tenga soluciéon para cualquier valor real A, el discri-

minante debe ser menor o igual que cero, es decir:

n 2 n n
[2 > aibi] —4 [Z a$] [Z bf] <0
i=1 i=1 i=1
entonces

n 2 n n
3] <] 5]
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto

[5i84-

i=

n
E a;b;
i=1

Ejemplo 5. Sea R" = {x = (x1,m9,- -+ ,x,) tal que z; € R para i = 1,2, ,n} y sea

e, una aplicacion determinada por:
en : R"XR"—R

(z,y) = en(r,y) =

La funcion e, es una métrica en R"™, llamada métrica Fuclideana.

Ejemplo 6. Dado R™ = {x/x = (z1,x9, -+ ,xy,) tal que x; € R parai=1,2, ,n} y

sean S,, my, aplicaciones definidas por:

Sn ¢ R"XR" —R

n

(Jf,y) '—>Sn(x7y)22|xi_yi|7
i=1

m, : R"xXR"—R

14



Entonces, tanto s, como m, son métricas en R™, llamadas métrica de la suma vy

del maximo respectivamente.

Para n = 2 las métricas ey, So, mo en R? tienen la interpretacién geométrica:
A
y2 ....................... y
c
b
Zal..... L
: a
T hn
Figura 0l

En el tridngulo rectangulo: el valor de la hipotenusa es la distancia euclideana de z a
y; el valor de la suma de los catetos es la distancia suma entre = e y; el mayor valor de
los catetos es la distancia del maximo de = a y; es decir,

ery)=c 5 szy)=atb ;  mz,y) =a

Ejemplo 7. Sea R el conjunto de los nimeros reales y sea d una aplicacion caracteri-

zada por

d : RxR—R

(z,y) — d(z,y) = (z — y)*.

Entonces, d no es una métrica en R, puesto que la funcion d no cumple la desigualdad

triangular.

Ejemplo 8. Sea C el conjunto de los numeros complejos y sea ¢ una funcion definida

por
c : CxC—R

(2,9) = clz,y) = V(@ =) + (b - d)?,

donde x =a+bi, y=c+di, i =+/—1. Entonces ¢ es una métrica en C.

Ejemplo 9. Dado (X,d) un espacio métrico, k un nimero real positivo y la funcion

kd caracterizada por:

kd : X xX —R

(2,y) — kd(x,y) = k[d(z,y)].

15



Entonces (X, kd) es un espacio métrico.

Ejemplo 10. Dado (X, d) un espacio métrico y sea m una Aplicacion definida mediante

m : X xX—R

(z,y) — m(z,y) = min{l, d(z,y)}.
Entonces (X, m) es un espacio métrico.

Ahora enunciaremos las desigualdades clasicas de Holder y Minkowski.

Lema 1. (Desigualdad de Hélder). Dados xq,x9,..., Ty, Y1,Y0, ..., Yn MUMETOS

reales arbitrarios, p,q > 1 conjugados, entonces se satisface

n n 1/p n 1/q
> il < (Z ’xi\p> (Zk%\q) (2.2)

i=1 i=1

Demostracién. Ver [13,pag. 10].

Lema 1. (Desigualdad de Minkowski). Si x;,y; son nimeros reales, para cada

1 € N yp>1, entonces se satisface la siguiente desigualdad

+o00 —+o00 1/p “+00 ]-/p
SE (Zw) N (Zw) 2.3
=1 =1 =1

Demostracién. Ver [13,pag. 12].

Proposicién 2. Sean X un conjunto no vacio, el par (E,dy) un espacio métrico y

f: X — (F,dy) una funcion inyectica, tal que para todo x, y de X se cumple

di(z,y) = do(f (), f(y)).
Entonces, dy es una métrica en X.

Demostracion.  Ver [9,pag. 05.]

La aplicacion d; se llama también métrica inducida en el conjunto X por la funciéon f.

16



Definicién 2. Si (X,d) es un espacio métrico y A es un subconjunto de X, el sub-

conjunto A dotado de la misma distancia (A,d) se denomina subespacio métrico de

(X, d).

Ejemplo 11. Sea (R, d) espacio métrico, donde d es la métrica usual, es decir,

V (xz,y) € R? : d(z,y) = | —y|; y sea Z C R. Entonces:

V(p.q) € Z* : d(p,q) = |p — dl,
luego (Z,d) es un espacio métrico.

Sea p > 1 un numero real, definimos el conjugado de p como p* = ¢ tal que cumple
la siguiente igualdad

__|__:1
p 4q

y notamos que también 1 < ¢ < oo, asi podemos observar que entre p y g es simétrica:

q=p.

1 1
Lema 2. (Desigualdad de Young). Sea 1 < p < 400, — + — =1 entonces
p g

B
abga——i-—; Va,b € RT
p q

Mas generalmente, para cada € > 0 se verifica

Demostracion. Ver [7,pag.622.]

Definicién 3. (Sucesién de Cauchy). Una succuencia (X,),oy sobre el espacio

métrico (X,d); es llamada sucesion de Cauchy si
Ve >0,dN =N (¢) e N/d(z,,z,) < &; Yv,m > N.

Definicién 4. (Espacio Completo). Un espacio métrico (X,d) es completo, si toda
sucesion de Cauchy contenida en X converge a un elemento de X ,es decir, existe un

elemento del espacio que es el limite de la sucesion.

17



2.2. Espacios de Banach

El analisis clasico se entiende como el estudio de variables como magnitudes y nu-
meros, mientras que, el andlisis funcional consiste en que las variables sean tratadas
como funciones para estudiarlas como conjunto. Esta rama de las matematicas, co-
mienza a aparecer en el siglo XVIII, al considerar el conjunto de soluciones de algunas
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, cobra més importancia en el siglo XIX donde
Volterra lo declara en 1900 como el “siglo de la teoria de las funciones”. Banach fue la
figura mas importante en el desarrollo del analisis funcional, con la aparicién del libro
“Théorie des opérations linéaires” en el afio 1932, donde recopild sus propios trabajos,
ademas de todos los resultados e investigaciones sobre espacios normados de la época,
algunos de los cuales, siguen siendo de gran relevancia en la actualidad dentro de esta
area, ademas Banach plantea diversas preguntas que fueron mas adelante fuentes de
investigacion para muchos trabajos dentro del analisis funcional. En 1960 la investiga-
ciébn matematica sobre espacios normados y espacios de Banach mostré un considerable
crecimiento, lo que dio paso a que la teoria de los espacios de Banach ganara mayor
profundidad y alcance. La mayoria de los problemas clasicos fueron resueltos y se lo-
gré una mayor conexion entre la teoria de los espacios de Banach y otras areas de la
matematica. Dentro del marco de la investigacién del analisis funcional, la siguiente
investigacion estara centrada en introducir al lector en los espacios de Banach, para

esto daremos a conocer algunos conceptos previos necesarios para la investigacion.

Definicién 5. Sea V es un espacio vectorial sobre K, una norma en ¥V es una funcién
|- : ¥V = R verificando:

(i) (Positividad) ||ul| = 0 y ||u|| =0 si, y sdlo si, u = Oy.

(it) (Producto por un escalar) |aul| = |af ||ul| pare cualquier escalar a.

(iii) (Desigualdad triangular) ||u + v| < ||lu|| + ||v|| para todo u,v € V.

Al par (V. |.||) se le denomina Espacio vectorial normado.

18



Observacion 2. Si por otro lado st (i) no se cumple en la sequnda parte, la funcion

Il.l| se llama seminorma.
La medida asociada a una norma || - || es
d(z,y) = [l —y].

Se verifica que efectivamente d satisface muy bien con que sea una métrica.

Definicién 6. (Espacio de Banach).5i X es un espacio métrico completo, es

decir, toda sucesion de Cauchy es convergente en X .

M eem . X ; lim dlz.zu)=0 —» FecX: Imz ==z
K TT—r 00 V=00
Lema 3. Sea d una métrica en X inducida por una norma || - || en X, entonces:

1. i) d(x +a,y+a) =d(z,y), Vr,y,a€X

2. i) d(Bx, By) = |Bld(z,y), Vz,ye X, VGeK.

2.2.1. Teorema de punto fijo de Banach

Definicién 5.  (Punto fijo). Un punto fijo de la aplicacion T : X — X es un
punto v € X, tal que T (z) = x.

Definicion 8.  (Contracecion). Sean X e Y dos espacios con la métrica d.
Una aplicacion T : X — X es llamada contraccion,cuando eriste un nimero real

0 < k < 1 tal que para todo =,y € X se tiene: d(T(x),T(y)) < kd (z,y)

Teorema 1. (Teorema del Punto Fijo de Banach).Sean (X,d) un espacio
métrico completo, M no vacio y cerrado M C X y T : M — M wuna contraccion,

entonces T' posee un unico punto fijo x € M tal que T(x) = x.

Demostracion. Como M C X es cerrado y X es completo entonces podemos decir

que M es completo con la misma métrica. Por otro lado , sea zo € X cualquier
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elemento fijo. Definimos la sucesiéon x,, = T"(x() para cada n € N.
Ahora con ayuda de la contraccién de T' probaremos que {x, },en sea una Sucesién de

Cauchy.

En efecto Sea m,n € N tal que m < n ,entonces :
= d{frm-. xn) = d(;rﬂ'h Tmi1) + d(Im+1|Iﬂ)
= d{:rm-. In) < d(:l'-m, Im—f—l} 5 d(-'rm—i—l‘ :rm+2} + d(-rm—i—ﬂ-. Iﬂ‘i-i—].} =+ d(Im+1-. Iﬂ}

Y asi sucesivamente obtenemos:

= d(Tm, Tn) € A(Zm, Tms1) 4 d(Emst) Tmio) Hd(Tmes, Tmps) 4o - +a(zn—1,Zn) ----(1)

Y utilizando la propiedad de contraceién de T, obtenemos:

= d{'l'au 'I-a-i-l} = d{T(xu—l]sT[Tu):‘ = qd(l'u—lsi"-a] = qd—(T{l'u—Q].- T(Ta—l}) < G'Qdfxa—i.-i"u—l} =
¢ d(T(za-3), T(Ta—2)) < ¢*d(za—3,Tq-0) < ----------- < ¢* 'd(z1,79) < ¢*d(z0, 71) ....(2)

= d(Za, Tat1) = AT (Ta=1), T(Ta)) < gd(Za-1,Ta) = qd(T(Za-2), T(Ta-1)) < g?d(Ta-2,Ta—1) =
¢°d(T(z4-3), T(Ta—2)) < ¢*d(Ta_3,Tq9) < ----------- < ¢* 'd(z1,22) < g*d(z0,71) -...(2)

Reemplazando (2) en (1), se obtiene:

= d{xm: xn) = d[:Imn xm—f—l} e lE-"’I{-I"m+1 ; fm—f—ﬁ!} o d{$m+21 Im—l—:i} SRS I d{xﬂ—l 3 -rn}
= d(Zm, Tn) < q"d(z0, T1) + ¢ d(z0, 1) + g™ 2d(z0, 1) + - -+ + ¢" d(zo, x1)
—% il ) S (g g g + q" V) d(zg, z1)

Por lo tanto
= d(Tm, zn) < g1 +q+ @+ +------ + ¢" 1"™)d(z0, z1)

T

= d(Tm, Tn) < g™ (310 ¢)d(z0, 1) = £=d(z0, Z1)......(3)

—-q

Haciendo ahora m — oo, entoncesn — oo pues m < n,entonces de la desigualdad

obtenemos

d(xpm, x,) — 0
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Esto quiere decir que {x,, },en es una Sucesiéon de Cauchy en M.Y como M es completo
, entonces {z, }nen converge a un unico punto a de M.A hora veamos que T'(x) = z,0

lo que es lo mismo d(x,T(z)) = 0.
En efecto,usando la desigualdad triangular

d(z,xy) < d(z,x,) + d(Tn, Tm)

Sin perder generalidad suponemos n > m y usando la desigualdad (3),obtenemos :

m

d(x,x,) < d(z,xm,) + 1q—d(x0, x1)

Haciendo ahora m — oo, tenemos d(z, x,,) — 0 entonces:

m

d(z,x,) < 1qqu(9U07 1)

y finalmente , utilizando la desigualdad triangular y utilizando la contraccion de T
obtenemos :

d(z,T(z)) = d(z, Tmi1) +d(@mi1, T(x)) < d(@, i) +d(T(20), T(2)) < d(x, Tpyr) +
qd(m, )

Haciendo ahora m — oo, tenemos :

0<d(z,T(x)) <0

Ast que d(z,T(x)) = 0, es decir T'(z) = 0, ahora veamos la unicidad del punto fi-
jo z.Supongamos que existe otro punto fijo  en M diferente de z,es decir d(z,x) >

0,entonces tenemos :

d(z,2) = d(T(x), T(7)) < qd(z, )
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Y como d(z,z) > 0,0btenemos

1<g<1
Lo cual es absurdo. W

2.3. Los espacios LF(2)

Definicién 6. (Funcion escalonada). Sea Q0 un subconjunto compacto de R™,
decimos que la funcion

s:QCR*" =R

es escalonada en €2, si existe una particion B de ) tal que
s(z) =cp, € Qe
Si s es escalonada en €, decimos que s € S(2)

Definicion 7.  (Funcién medible). Sea f : Q CR" — R, se dice que [ es medible

en Q, si existe una sucesion de funciones escalonadas en 2, si (S,),en tal que
sy(x) = f(z), ctp.x €Q

Si f es medible en 2, decimos que f € ()

C.t.p: Casi todo Punto.

Definicién 8.  (Funcidén simple).Sea Q C R"™, Q € M; se llama funcién simple
en £ a una funcion medible s : ) — R que sélo toma un nimero finito de valores, es

decir, tal que s(Q2) = {ay,as,...,ar}. En este caso se puede expresarse de la forma

s(x) = Z a; X4, ()

donde A; = s7*({a;}) = {z € Q : s(x) = a;} y xa, es la funcién caracteristica del

conjunto A;.
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Teorema 2. Sean 2 C R", Q € A y f: Q — R una funcion medible no negativa.

FExiste una sucesion de funciones simples de £ en R tales que
1) 0 < sp(z) < spp1(x) para todo x € Q y todo n € N.
2) lim s, (z) = f(x) para todo x € Q.

Demostracién. Ver [6,pag.63.]

2.3.1. La Integral de Lebesgue

Deﬁn1c10n 9. Sean QQ C R™", Q € A y s : Q0 = R una funcion simple no negativa,

s—ZaZXA“AﬂA (/)sm%ijA—Q
Se deﬁne la integral de s en ) por

/Qs ::gaim(A)

con el convenio de que 0 - oo = 0.
Resulatdos importantes:

1) La integral es no negativa, y puede ser infinita:

Og/sgoo.
0

2) Una interpretaciéon geométrica en R3, seria que la integral de s es la suma de los

volumenes de los prismas de base A; y altura a;.

Proposicién 3. Sean Q@ CR™, Q €A y 51,59 : Q2 — R funciones simples no negativas.

Entonces

1) /Q(lerSQ):/Qler/ng.

2) Para todo o € R, /a31 :a/sl.
0 Q

3) Si existe E C Q con m(E) = 0, tal que s1(x) < so(x) para todo x € Q — E,

/31§/52.
Q Q
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Demostracion. Ver [1,pag.16.]

Definicion 10. Sean Q CR", Q e A y f: Q = R una funcion medible, no negativa

para todo x € Q). Se define la integral de f en €2 por

/f:—sup{/s: s funcion simple, OSSSf}
[¢) Q

Teorema 3. (Convergencia Mondtona). Si (f,), . €s una secuencia de fun-

ciones integrables no negativas, entonces

n—o0 n—o0

/ liminf f,, de < liminf / fndx.
Q Q

Demostracion. Ver [03,pag.55].

Teorema 4. (Teorema de Bochner). Sea I un intervalo y X un Espacio de

Banach. Sea f : 1 — Xuna funcion medible. Entonces f es integrable si y solo si || f]|

\/Ifxs/Infux

Diremos que dos funciones son equivalentes, si ellas son iguales casi todo punto de

Q.

es integrable. Ademds tenemos:

Demostracion. Ver [05,pag.7.]

Definicién 11. (Espacio LP(1)). Sea (2, A, p) un espacio medible y 1 < p < oo un
numero real positivo.Una funcion f es A — medible definida de 2 en R, se dice que

pertenece al espacio LP(p) si:

/Q P dp < oc. (2.5)

FEs decir:

ﬁp(,u):{f:Q%Rmedibley /ﬂ|f|pd,u<oo} (2.6)
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Definicién 12. (Supremo Esencial). Sea (2, A, i) un espacio de medible y f Una
funcion, A — medible.Para cada M > 0 definamos Ey = {x € Q/|f(z)| > M}.Ndotese
que Ey € A en virtud de que f es A — medible.Sea

A={M>0/u(Ey) =0}
A={M>0/|f(z)| < M ctp}.

El supremo esencial de f denotado por esssup f o || f|le €s definido por:

o st A=0
inff st A# o

[fllec = esssup f =
y por lo tanto el conjunto :
L) ={f: Q2 — R medibles y || f|loc < c0}.

Los elementos de L>®(u) se llaman funciones esencialmente acotadas.

Ahora para corregir la debilidad del espacio LP(u),tenemos dos funciones f y g en

LP de modo que que f esté relacionada con g si y sélo si f =g en c.t.p :
fRg<—= f=g ctp

Una ves que se haya verificado que R es una relacion de equivalencia ,denotamos la

clase generada por f como:

f1=A9€Lw) /g R iy Al =llgly para gelf]

Ahora sea bien ,g1 y go en [f],entonces

gli)‘if<:>g1:f c.t.p

PR gp=1fctp

Por lo tanto g1 = go c.t.p, entonces:

lgrlly = Nlgzll
Esto nos indica que ||[f]|l, = |lgll, estd bien definida por ser independiente del
representante de la clase [f].
LP (1)

Ahora, definamos LP(u) = LP(, A, u) =

= {10 fecrm}.
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Definicién 13. (Espacio LF(Q))). Sea Q un subconjunto abierto en R™ no vacio y

1 <p<oc. LP(Q) tiene elementos u definidas en Q para la cual cumplen

f ()P de < oo. (2.7)
0

El conjunto LF(Q1) tiene como elementos clases de equivalencia de funciones medibles

cumpliendo (2.7). Para 1 < p < oo se define

L%nﬁ=£§2={hﬁuéﬁﬁﬂ}

En lo sucesivo, si no hay confusion usaremos u en lugar de [u].
Se wverifica que, siu € LP(Q)) y c € R, entonces cu € LP(1).

Es conveniente verificar que LP(£)) es un espacio vectorial.

Para verificar que la suma de dos funciones en LP(2), hacemos uso de la desigualdad

(2.13) con la cual tendremos que si u,v € LP(Q)

u(z) + v(2) [P < (Ju(@)] + [(@)])? < 27 (Julz)lP + [v(z)]P). (2.8)

Asi de esta dltima desigualdad (2.8) y (2.12) se concluye que u + v € LP(Q); de hecho

LP(Q)) es un espacio normado.”

El funcional || - ||, definido por:

1/p
wm:ﬁfwmw@ i
Ly

es una norma bien definida en LP(S2).

Definicién 14. (Espacio L™(02)). Dada u una funcién medible en € es llamada
esencialmente acotada si eriste una constante K > 0 tal que |u(z)| < K c.i.p en €.
La mayor de las cotas inferiores K es llamada supremo esencial de |u| en Q y la

notacion serd esssup |u(z)|.
rehd

Denotamos por L>(Q) el espacio vectorial de todas las funciones u que son esencial-

mente acotadas en £,

La funcional ||u||. = esssup |u(z)| define una norma en L°(Q).
rell
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; i3
Teorema 5. (Desigualdad de Hélder). Sean f € LP(QQ) yg € LY(Q) con —+— =1
S
yp > 1, entonces:

(1) f-ge L} Q).
(1) N fgll < I flleellgll e

1) 1+ 7 =7=fgle- < I£lleellgles

Demostracion
(I) Como f € LP(Q) :/ | fldp < oo
Q
De la misma manera g € L1(Q) :>/ lgldp < 0o
Q
(II) (i) Si||f||z» = 0 entonces f =0 c.t.p = fg=0 c.t.p
Entonces |[fgllr =02 0= |[fllzllglle =0
(71) Si || fllzr #0 v ||g|lre #0 (Holder Cldsico)

Por la Desigualdad de Young entonces

B
abSa——i-—; Va,b € R"
p q

Definimos:
. 1 1

TR R T PR

Hallamos la norma :

. 1 .
Nf5 = W.Hf”ﬁp =1=|Ifl5» =1, de la misma manera se obtiene
P
1907 =1
o) < H@E Lol
— |f(2)g(x)] < +

p q
— [ 1r@@ldut) < [ 7 <;>"’du<x>+ / 'g<§>"’du<x>
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f g4, 1 1
:>/,f D du(z) < 1 f11%0 || ||L 11y
p P q

)] b, "
[ Fl Dl <1 = [ |@(eldua) < 1ol

= [fgllee < Al llgllz. W

1 1 1
(III) Tenemos: — + — = —
roq r

SifelP= fPel'= frelr Sigell=g¢lcl'= g €L7

— gl = 170 < 112 Nl
r. v d 2‘ rEd i
— £l s(/Xm u) (/X|g| u)
— |Ifdllsr < (( / \f!”du) ) (( / |g|qdu) )

— gl < (1fllze)” - (llgllze)”

= [ fglle- <[ fllzellgllz W
Teorema 5. (”Desigualdad de Minkowski”).

Sil<p<oo, f,ge L’(Q) = f+ge€L”Q), |f+gler < Ifllee +llgllr (2.7)

Demostracion. Sea ]lj + % =1 = ¢= 1%

Sifelr= frlell

= [/ HIL. = /If )P Hdp(x) /\f _1du()
— 1P = /X @) Pdu(z) < o

Sea f,g € LP,
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— |If +9llzs Z/X\f(fc)Jrg(x)lpdu(w) =/X\f(x)+g(x)|-|f(:v)+g(fc)\p1du($)
— [If + 9l < /X(If(x)l +g@)DIf (@) + (=)~ du(x)

— If +gllzs S/X(If(x)!)lf(%)Jrg(l’)l”1du(%)+/x(|g($)\)|f(x)+g($)lpldu(x)
= If + gl < WAL+ gl e + Mgl 1f + gl Iz

= If + 9l < WA llf + 9P~ Hlze + Nlgllplllf + g7~ e

= [1f + gllze < (1Fllee + llgllze) AN+ 917~ o)

1

o F 4912 < (I + llgllen) ( /s +g|p—1)qczu<x>) y

p—1
e 1+ gl < (1 Flen + lglle) ( [ +gl(”1)'f’pldu(ﬂf)) p

o 1+ 9l < (I + llgllor) (( / |f+g\pdu($))p>

= If +allze < U fllee + llgllee) (1 + gll7")

If +gllp

ol < (7l + sl = (15 +91)- (15 +51157) < s + o)

1—
— (I + %) < Ufhew + s

= lf +glle <N fllee + Mgl W
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Proposicion 4. Co(R") es denso en LI(R") ;1 < ¢ < o0

Demostracién. Ver [03,pag.90].

Definicién 13. (Convolucién en L'(Q2)). Para todas f,g € L*(Q) la funcion f x g

se define mediante la siguiente formula:

(f % g)(x) = / F(@ — y)g)duly) Vo € 9

Donde p es la medida de ).

Observacion 2. La convolucion de dos funciones uw y v sobre R" es la funcién

(uxv)(r) = / u(y) v(z —y)dy = / u(z —y)v(y)dy, z € R™ (2.8)
JRBn JBn
2.3.2. Desigualdad de Young Para Convolucion

Seanr,q >1/ % + é > 1. Definimos p de la siguiente manera 117 = % + % — 1 .Sean

fe L (R"),ge LYR"™) entonces:
1 =gl < 1 £l-Nlgllq
Teorema 6. (Densidad). El espacio Cc(R™) es denso en L*(R™) (i.e);
Vf e LYR"), Ve €> 0, 3f1 € Co(R")/||f — filli <e

Demostracién. Ver [03,pag. 90.]

Definicién 14. (Seporte). El soporte de una funcion se define como la clausura del

conjunto {z € X : f(x) # 0}.
Denotaremos por Cy( X) al espacio vectorial sobre K de todas las funciones
[+ X — K que tiene soporte compacto.

Proposiciém 5. Sea (f,),en una secuencia creciente en Cy(Q2), que converge puntual-

mente a una funcion f € Cy(f1). Entonces (f, ) en converge uniformemente a f.

Demostracion. Ver [08,pag.14.]
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2.4. Espacios de Bochner

En matematicas los Espacios de Bochner son una generalizacion de los espacios LP
espacios a funciones cuyos valores se encuentran en un espacio de Banach que no es

necesariamente el espacio R 6 C.

Definicién 14. Sea p : (0,7) — X es un mapeo de un intervalo (0,7) , 7 > 0 a
un espacio de Banach X .Diremos que o es fuertemente medible si la funcion real
t — ||u(t)||. es medible. Para un q € [1;00 > y la norma || - ||, nosotros denotamos
por L9(0;T; X) el conjunto de todos los mapeos f : [0;T] — X que son fuertemente
medible y tal que:

T 1/q
(fo HfH%dt) < 00 para q < oo
HfHLq(O;T;X) -
esssupicio;r)|| f(t)]|e < 00; para q = oo
El espacio LI(0;T; X) con la norma || - ||Leo;r;x) €s un espacio de Banach . Evidente-

mente , L1(0;T; L1(Q2)) = LI(Q x (0;T)).

Para mas detalles de Espacios de Bochner se sugiere revisar [10,pag.54]
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2.5. Resultados Claves

En lo que sigue consideraremos a X un espacio de Banach.

2.5.1. Ecuacién del Calor Homogéneo

Consideremos el siguiente Problema de Valor Inicial (P.V.I):

Problema:
up — Au,= 0, (z,t) € R"x (0,7)
(1)

u(0) =ug, =€ R™
En en capitulo II del Libro [07] , se obtiene la solucién fundamental y por medio de

este se puede tener la representacion de la solucién de (1) la cual vendria hacer :

_Jz—y|?

u(z,t) = (4Wt)_g./ e muy(y)dy (2.8)

RX
Teorema 7. (Solucién del Problema de Valor Inicial)Asumimos que la funcion

ue€ C(R") N L*(R"), y definir u por (2.8) .Entonces:
(i) ueC*R" x (0,7))
(i7) w(x,t) — Au(z,t),=0 (z € R", ¢t > 0),
(1i7) (x’t)lirgsoyo) u(z,t) = u(zg) Para cada punto xy € R™.

Demostracion:  Ver [07,pag.47.]
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2.5.2. Semigrupo

La teoria de Semigrupo de Operadores Lineales Acotados tiene un papel importante
en el estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales en un espacio de Banach. Uno

de los ingredientes esenciales de esta teoria es la nocion de Operador Lineal Acotado.

Definicién 16. Sea X un espacio de Banach. A una familia de pardmetros S(t), con
0 <t < oo, de Operadores lineales Acotados para X en X sent llamado un Semigrupo

de Operadores Lineales Acotados en X si:
1) S(0) =1, Donde I es el operador Identidad en X .
2) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s > 0.

Un Semigrupo de Operadores Lineales Acotados S(t); es uniformemente Continuo
si

lim [|5(¢) — I]| = 0
El operador Lineal A estd definido por:
D(A) = {:r e X/ }111{%% e:r."ist(_-‘}
S(tyr—x dTS(t)x

i — |, =
Ay = lim ; o =0 Vre X

Es el generador Infinitesimal del Semigrupo S(t), y D(A) es el Dominio de A.

Definicién 15. Un “semigrupo S(t)”, con 0 < t < oo, de Operadores lineales Acotados

en X Es un Semigrupo fuertemente continuo de Operadores Lineales Acotados si:

lim S(t)x =z para cada x € X.

t—0

Un Semigrupo fuertemente continuo de Operadores Lineales Acotados en X serd llamado

un Semigrupo de Clase Cy 6 simplemente un C, Semigrupo.

Lema 4. Sea {S(t)}i>0 un Cy Semigrupo en X, donde X es un espacio de Ba-

nach. Entonces existen M > 1 y § > 0 tales que, para 0 <t <9,

IS@ < M
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Demostracién. Ver [11,pag. 04.]

Teorema 8. Sea {S(t)}i>0 un Coy Semigrupo en X, donde X es un espacio de Ba-

nach. Entonces existen M > 1y w > 0 tales que.

1S#)|| < M e, para todo t > 0.

Demostracién. Ver [11,pag. 04.]

Observacion 2. Lo que vimos en el problema Homogéneo de la Ecuacion del Calor

tiene solucion y esa solucion en términos de Convolucion tenemos que:

—|2|2

w(z,t) = (47t) "2 (h*ug)(z) Donde h(z) = e i

En este sentido podemos representar de la siguiente forma :

_|x

n 2
u(z,t) = (S(t) xug)(x) Donde S(t)(z) = (4mt)" 2 e i Semigrupo del Calor.
Proposiciéon 5. Sea 1 < g < p < oo entonces:

1S(#) * o)l < @rt) 2G5 gl VE>0y Vo e LYRY)

Demostraciéon

Sea ||S(t) * ¢|, y por la desigualdad de Young para la Convolucién.

= [15(8) * el o < [15(2)

r QOHLq ............................ (1)

Aproximamos ahora ||S(t)||z- y como S(t)(x) = (4nt)”

= sl = | <<4m)—z.e—zf)’"dxr

||

— ||S(t)||r = (4mt) 5. U e dxr ............................ 2)

n
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Realizamos el siguiente cambio de variable:

1 1 2
2 €T|T2 | r
Sea, 2 = — :>|z|:||1 :>|z|2—||
t2 2t2 4t
. 2t
Como : & = (xy;a9;- -+~ ;xn) podemos decir © = —
r2
- 1
[0z, Oxy Oxs 0xy, 2t2 0 0.
0zy 0z Oz 021 ri
oxy Oxy Oxj ox,, 0 23 0
Oze 0z9 029 0%9 r_%
= Jacobiano = ‘ ‘ ' ‘ =
ox,,
i 0z, 0 0

1
r2

ot \ "
= Jacobiano = ( 2)

[\
~+ .
[N

Recordando también que / ¢ 1#Pdz = 7% y reemplazando en (2) se tiene lo siguiente:

Rn

= [|S(#)(@)[|1r = (4mt)~2. [/Rn e, (2:;) dz] = (4mt)" 2. (

= @F (1) F ()T ()T (QF (0)F ()

= [15(t)(z)
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Ademaés sabemos que 7 > 1 entonces 0 < (r)2 <1
— 1S (@)l < @) F 0T (3)
Reemplazando (3) en (1) :
SUIIS(E) * @lle < [IS@)]|Lr ol La ahora decimos,

el

1-1
= SO e lllle < @rt) =" ]l 1o

Y como sabemos £ =1 +21 — 1 entonces 1 —1=1_-1
p T q T q p

_n
2

= S(t) * @l < (@rt) 6T )0 W
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2.6. Problema Principal

En este capitulo presentamos el resultado principal del trabajo de tesis, partimos

considerando un problema parabdlico abstracto.

Sea T > 0 y X un espacio de Banach. Dado ug € X y f : [0,7] — X, nuestro

obejtivo es resolver el problema:

we C([0,T], D(A)) N CH[0,T], X)vevvee.. (%)

(P) u(t) = Au(t) + f(t), YVt € [0, T].ooe...... ()

Como en el caso de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, nosotros tenemos el si-
guiente resultado (La Férmula de Variacién de Pardmetros, o Férmula de

Duhamel “s).

Lema 5. Sea ug € D(A) y sea f € C([0,T],X).Consideramos la siguiente solucion
u e C([0,T], D(A))NC*([0,T], X) del problema (%) y (x*x) entonces nosotros tenemos:

u(t) = S(t)up + /Ot S(t—s)f(s)ds Vtel0,T].

Demostracion.  Ver [05.pag. 50.]
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2.6.1. Ecuacion del Calor no Homogéneo

Consideramos la Ecuacion de Calor no Homogéneo (problema Parabdlico no lineal):
La Ecuacién Del calor no Homegéneo,usando la Teoria de Semigrupos y El teorema del

Punto Fijo De Banach demostraremos la existencia y unicidad en el problema (2).

Problema:
up— Au =P, (z,t) e R" x (0,7)
(2)

u(0) =ug, =€ R™

Definicién 16. Sea uy € L"(R™) y p > 1.Decimos que u es solucion de (2),

stu € L*(0,T, L"(R™), para algin T > 0 y satisface la siguiente condicion.

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t —o)uP(o)do vVt € [0,T). (2.9)

La expresion (2.9) es conocida como (La Férmula de Variacién de Parametros,

o Férmula de Duhamel “s).

2r
Teorema 9. Si 1 < p < 1+ — entonces, el problema (2) posee solucion, para todo
n

ug € L" (Rn)

Demostracion
Para demostrar la existencia de solucion del problema de la Ecuacién del Calor no
lineal (2) utilizaremos el Teorema Punto fijo de Banach:

Para ello definimos ¢ un Operador definido en X (¢ : X — X) donde

X = {v € LX(0;T; ' (R)/ [(8) lrny < M+ 1, Vi€ (0,T)}

Con

o(u)(t) = S(t)ug +/0 S(t—o)uP(o)do Vte[0,T].y ||uollLr@mny <M (2.10)
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Ahora vamos a mostrar lo siguiente:

(i)

(i)

X: Espacio de Banach.

Como hemos Considerado un X:

X ={¢ e L=(0; T; L"(R"))/ |4 ()]

con la norma ||¢||x = Supseo1||1(t)| L-@n) es completo con esta norma.

Ahora mostraremos que es completo X : En efecto:

Sea {uy, },>1 una sucesion de Cauchy veamos que esta sucesion converge en X.

= ||un — tmlx = Suprepr)l|tn(t) — wm(t)] Lr@n

Como L" es completo entonces existe un u(t) € L"(R™) tal que
€

2T
Ahora mostraremos que {u, },>1 converge a u , en efecto:

[n(t) = ull Lo (@ny <
= |lun — ullx = llun — wm + um — ullx < flun — uml[x + |lum — ullx
Como ||y — tumllx < % pues es de Cauchy en X

Y ademas ||uy, — ullx = Supicp,r||tm(t) — w(t)||Lr@ry < T1|um(t) - u(t)HLr(Rn)j

€
T
€ €
= flum — ullx < Tosm = fJum — ullx < 5

€ €
= llun —ullx < llun = wnllx + llum —ulx < 5+ 5

[\

— ||lu, — ul||x < e y con ello demostramos que X es un espacio de Banach.

Ahora como sabemos que ¢ esta definido de la siguiente manera

¢:x— L>®(0;T; L"(R™)) . Veamos que ¢(X) C X

Ahora en adelante para no sobrecargar el trabajo y las desigualdades conside-

raremos L"(R") = L’

39



sabemos que ||¢(u(t))

Que luego por la Desigualdad de Minkowski.

= [lp(®)llr < [1(S@)uollzr + H/O S(t = o)uP(o)da| -

= [|(S(t)uo —i—/o S(t —o)uP(o)do||r

S

~\~

Iy

Aplicando en I, la integral de Bochner se tiene:

—_—

o)L do

= lle(u@)ller < [I(S@)uol|Lr +/0 15— 9)u

1

En la integral 5 estimamos || S(t — o)uP(o)

L

Supongamos que u?(o) € L por la proporsicion (6) decimos:

1S(t = oyur(o)]|1r < (4m(t — o)) 2G73) ur (o).

1
@l = ( [ 1wt opar)®

Entonces convenientemente decimos r = pa

Asi decimos:

1

@l = ([ o) = ([ uora)

P (o) o = Nu(o) |5 (**)

Reemplazando (**) en (*) tenemos :

p—1

o < (n(t — o) 205 u(o) |2,

15t = o)u(o)
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Aplicando en [; efecto regularizante y en y I el resultado de (***) se tiene:

.

n¢6ua>nhffz<4wwg<i1>nuOHL;+«4w>?<f?)/£<t—-a>—3<pf?nu<anvrda

B

Ahora veremos si « y 3 son cantidades finitas:

Una de las primeras cosas que se deberia hacer es que ug € L”

entonces ||ug||r < M , con M >0

(1) Para (a) ,veamos que sea finita (47?15)7%'(%7%) Nuol|;- y como

(4rt) 5 G) =1
1

_n (1 _1
= (4rt) EG) |l = [luoll, < M

p—1

t
(2) Para () ,veamos que sea finita , / (t — 0)_%'( v >||u(a)Hprda
0

Para que pueda ser integrable decimos 3. (pfl) <l<=1-3. (pfl) >0

r

Entonces /Ot(t—U)_Z'(prl)Hu(a)Hprda < (M+1)p/0t(t—a)_3'( ) do

0|3

M+ 15 ()

L5 (57

t 1
Entonces / (t — 0)7%'(%)||u(0)||prda < (
0

ycomo 0 <t<T

y se sabe que se cumple 1 — 3. (pfl) >0

M 1p.rs ()

2
1-5.(57)

t 1
Entonces / (t — 0)_%'(%)\\u(0)|\prda < (
0

Ahora tomando un 7' > 0 suficientemente pequenio podemos asegurar que

(M + 1)p.7 (%)
1-5.(57)

2 r

<1
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Asi tenemos que :

1

lo(@)r < (@drt) 3G fug|l o+ (amt) 5 / (t—0) 25 Ju(o) |2, do

= ||o(u(t)||rr < M +1, Vte (0,T)

Por tanto ¢(X) C X y ahora Definimos el operado ¢ : X — X.

(III) ¢ sea una Contraccion.

Ahora veamos que ¢ : X — X sea una Contraccién.

Sea u,v € X entonces:

— l6(w)(t) — ¢@) B)lle- = | fﬂ S(t — 0)(u?(0) — v*(0))do]1-
—s lp(u) () — ) (D)l < /ﬂ IS(t — o) (w?(0) — ¥7(0)) |- do
y sabemos que [|p(u)() — 6(v) (®)ller < llu— vlle-(lulZ + o))

= o)) —d(@)(O)|lr < (@nt) TF). [ (t—0) (5 |uP (o) —vP(0)) |5, do
b3, =

= [l6(u)(t)—d(2)B)lt- < C [ (t—) FF) (lu(o) — v(o)1r) (m(crn?_f t |z~fa)|if) dc
Jo o - Pl
<(M+1)p-1  <(M+1)p-1

= [lp(u)(t) — ¢(v)(#)llr < C (Supeepomllut) — v(t)le-) (2(M +1)P71) /; (£ —
J)_%'{Pv__'I)dJ
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Luego como se sabe que 1 — 7. (p:1) >0

= [[é(u)()=p) (D) rr < C (Suprepo.ryl|u(t) — v(®)lz-) (2(M +1)P~) 1o ()

~
lu—vl|x

como 0 < t < Ty tomando supremo a ||¢(u)(t) — ¢(v)(t)||zr se cumple :

— Suprcp )| 9(u)(t) = o(v) ()] < C (lu—vllx) 2(M +1)P7).
lo(w)~6(0)llx

— [lé(w) — é(v)|x < C (2(M + 1)) m (lu— vl x)

Entonces asi tenemos que :

1
lo(u) = ¢(v)llx = Fllu —vlx

Y asi demostramos que ¢ es una contraccion.ll

Ahora como ¢ : X — X es una contracciéon y X un espacio de Banach , entonces
por el Teorema Del Punto Fijo de Banach, se concluye que ¢ posee un tunico

punto fijo u de tal manera que cumple :

¢(u) = u

Entonces por la Definicién de ¢, en (2.10) tenemos :

t
u(t) = S(t)ug —|—/ S(t —o)uP(o)do
0
Lo cual indica que el problema (2) tiene solucién y es tnica ,Vt € [0, T].
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Hipoé6tesis y Variabales

3.1. Hipbtesis

3.1.1. Hipébtesis General

Es posible encontrar la existencia de soluciones para el problema (2), asociando
a este problema una formulacién integral y aprovechando para beneficio de ello

el Teorema de Punto Fijo de Banach.

3.1.2. Hipodtesis Especificas

a) La propiedad que posee el operador Laplaciano de generar un semigrupo en

espacios apropiados.

b) Las propiedades de las integrales y de los semigrupos son importantes para

mostrar el resultado de la existencia de soluciones via Teorema de Punto

Fijo de Banach.

3.2. Variables

La variable de esta investigacion es la funcién u, que es soluciéon del problema

(2).
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3.3. Operacionalizacién de las Variables

Para demostrar el resultado de existencia de (Teorema Punto Fijo De Banach), se
utilizo la técnica presentada por Brezis y Cazenave (1996). En aquel trabajo, aso-
cian al problema (2) una formulacién integral u(t) = S(t)ug +fg S(t—o)uP(o)do.
En este sentido definimos el siguiente operador ¢(u)(t) = S(t)ug + fot S(t —
o)uP(o)do, donde ¢ : X — Y (X CY), en primer lugar se muestra que ¢(X) C X
para luego después desmostar que ¢ es una contraccion. Luego, aplicando el Teo-

rema de Punto fijo de Banach, se determina que ¢ posee un tinico punto fijo.
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Variables y Métodos

4.1. Area de Estudio

Coordenadas :

12°13°07.3”S 76°57°10.9"W

4.2. Diseno de la investigacion

El presente trabajo es del tipo de no experimental el cual desarrollaremos si-
guiendo el siguiente esquema:

a) Espacios Métricos.

b) Espacios de Banach.

¢) Teorema Punto Fijo de Banach..

d) Espacios LP.

e) Espacios LY (0,T, X) Espacios de BOCHNER.

f) Lema de BOCHNER.

g) Semigrupos de Operadores Acotados.

h) Ecuacién del Calor Homogéneo.

i) Ecuacién del Calor no Homogéneo.
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Conclusiones

a)

El entendimiento de estas ecuaciones diferenciales Parciales, nos ayudan
a tener un mejor panorama de algunos fendémenos, a partir de encontrar

soluciones para este tipo de ecuaciones, por medio de algunos métodos.

Se expuso de manera detallada la demostracion de existencia y unicidad de

Solucion en el problema (2) para la Ecuacién del Calor con no linealidad u?”.
El operador Laplaciano genera un semigrupo en espacios apropiados .

Utilizando la teoria de Semigrupos hemos demostrado un resultado de Exis-
tencia y Unicidad de Solucién para la Ecuacion del Calor con no linealidad

uP.

Es esencial dentro de la demostracion en este trabajo las propiedades de
Semigrupo, como el Efecto Regularizante, y la propiedad de Bochner. Ade-
mas , de los conceptos preliminares como espacio de Banach, para facilitar

nuestro trabajo.
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I Recomendaciones

Se puede presentar un resultado de no existencia de soluciones cuando p >

r
1+ —, para ser complementado
n

Estudiar el problema (2) con otros operadores mas generales y que generen

Semigrupos.

El principal Objetivo de este trabajo fue exponer un resultado de existencia
de soluciones para la Ecuaciéon del Calor con término no lineal u? y esto fue

resultado en el trabajo [4].

Se espera que el presente trabajo pueda ser complementado y perfeccionado

con otros trabajos en la linea de Analisis Funcional.

Se recomienda acompanar la lectura de este trabajo junto con [3],[5],[7].
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