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RESUMEN

Una Versión Fuerte del Teorema Fundamental del Cálculo

Anderson Bryan , Esteban Sedano

setiembre - 2021

Asesor
T́ıtulo obtenido

: Mg. Willy David, Barahona Mart́ınez.
: Licenciado en Matemática.

En este trabajo de tesis, consideramos partir del Teorema Funda-

mental del Cálculo, el cual en la gran mayoŕıa de textos biene dado
por

Sea f Riemann Integrable sobre [a, b] y sea g una función talque g′(x) =
f(x) sobre [a, b] entonces

∫ b

a

f(x)dx = g(b)− g(a)

El objetivo de este trabajo, es debilitar la hipótesis del Teorema Fun-

damental del Cálculo.

Además se presentara y se demostrara otra versión del teorema que he-
mos comenzado la investigación .

Palabras claves: Teorema fundamental del cálculo, Versión fuerte, In-
tegral de Riemann, función derivable, función monótona .
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ABSTRACT

A Strong Version of the Fundamental Theorem of Calculus
Esteban, Andersón

September - 2021

Adviser

Obtained

: Mg. Willy David, Barahona Mart́ınez.
: Graduate in Mathematics.

In this thesis work, we consider starting from Fundamental theo-
rem of calculus, which in the vast majority of texts is given by

Let f Riemann Integrable over [a, b] and either g such a function g′(x) =
f(x) upon [a, b] then

∫ b

a

f(x)dx = g(b)− g(a)

The objective of this work is to weaken the hypothesis of the Funda-
mental Theorem of Calculus.

In addition, another version of the theorem that we have begun the
investigation will be presented and demonstrated.

Keywords: Fundamental theorem of the calculus, strong version, Rie-
mann integral, differentiable function, monotone function.
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Introducción

El presente trabajo se desarrolla en el campo de los numeros reales,
dandole su mayor amplitud de estudio al clásico Teorema Fundamental
del Cálculo (TFC). Por tal motivo nos hemos propuesto mostrar una
mejor versión, tratando de debilitar básicamente la hipótesis del men-
cionado teorema.

Explicitamente el Teorema Fundamental del Cálculo nos establece la
relación inversa entre la diferenciación e integración, el cual ha sido el
resultado de tantas ideas, desde los tiempos de Euxodo y Arqúımedes
hasta la época de Galileo y Fermat.

A mediados del siglo XVII se remonta el origen del Teorema Fundamen-
tal del Cálculo, teniendo como primeras contribuciones de Evangelista
Torricely, Isaac Barrow y James Gregory que tuvierón como punto de
partida la relación inversa entre los problemas de tangente y los pro-
blemas de cuadratura como referencia ala diferenciación e integraćıon
respectivamente.Luego podemos reconocer como los descubridores del
TFC a Isaac Newton y Gottfried Leibniz dandole un enfocque al cálculo
sistematizado. Finalmente se presentan los aportes de Augustin-Louis
Cauchy y Friedrich Riemann,los cuales contribuyeron ala transición del
cálculo al Análisis Real presentando teorias formales de integración que
deducen las propiedades que deben tener las funciones definidas en un
intervalo cerrado para satisfacer el Teorema Fundamental del Cálculo,
es asi que en la actualidad podemos encontrarlos en diferentes texos de
cálculo.

En el primer caṕıtulo conoceremos los concepto básicos como, limites,
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continuidad, derivadas ,integral de Riemann y los clásicos teoremas de
derivabilidad e integración asi como el Teorema Fundamental del Cálcu-
lo como tantos textos lo muestran .

Para el segundo caṕıtulo desarrollaremos nuestro problema principal que
es una nueva verśıon del Teorema Fundamental del Cálculo ayudando-
nos de algunos teoremas pocos conocidos el cual serán probados y estos
nos trae unos colorarios como por ejemplo ”funciones con derivadas a
la derecha cero son constante”. Finalmente pondremos en uso nuestro
problema principal con algunos ejemplos claros y sencillos.

Hemos visto brevemente los aportes atraves del tiempo para tener una
mejor versión del TFC. Este trabajo de Investigación quiere sumarse a
esa lista de aportes con el fin de reducir condiciones y resaltar la impor-
tancia del Teorema Fundamental del Cálculo .
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1 Preliminares

Comencemos introduciendo algunas nociones básicas del análisis ma-
temático, que son indispensables en el desarrollo del presente trabajo.

1.1. Funciones Monótonas

Definiremos la monotońıa de una función de la manera mas sencilla
de entenderla.

Definición 1. Diremos que una función f : X ⊂ R −→ R es:

• Creciente cuando ∀x, y ∈ X ,

x < y =⇒ f(x) ≤ f(y).

• Decreciente cuando : ∀x, y ∈ X ,

x < y =⇒ f(x) ≥ f(y)

es decir, cuando −f es creciente.

• Estrictamente creciente cuando : ∀x, y ∈ X ,

x < y =⇒ f(x) < f(y)

• Estrictamente decreciente cuando : ∀x, y ∈ X,

x < y =⇒ f(x) > f(y)

es decir, cuando −f es estrictamente creciente.

Sin pérdida de generalidad diremos que una función es monótona cuando
esta es creciente o decreciente.

1.2. Supremo e Ínfimo

Antes de presentar el supremo e infimo de un conjunto (axioma de
los números reales), mostramos algunas definiciones y propiedades que
nos serán de mucha utilidad para obtener cotas superiores e inferiores,
de conjuntos.
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Definición 2. Sea ∅ ̸= X ⊂ R, es acotado superiormente si ∃M ∈ R

talque

x ≤ M ; ∀x ∈ X.

Al número M , se le llama cota superior de X.

Observación 1. Todo número real mayor que M es cota superior de X.

Definición 3. Sea ∅ ≠ X ⊂ R, es acotado inferiormente si ∃m ∈ R

talque

m ≤ x ; ∀x ∈ X.

Al número m, se le llama cota inferior de X.

Observación 2. Todo número real menor que m es cota inferior de X.

Definición 4. Sea ∅ ≠ X ⊂ R un conjunto acotado superiormente ,dire-
mos que s es el supremo del conjunto X si y solo si verifica las siguiente
condiciones:

i) x ≤ s ; ∀x ∈ X.

ii) Si b ∈ R tal que x ≤ b ; ∀x ∈ X entonces s ≤ b.

Notación: SupX = s

Observación 3. Otra forma de escribir la condición ii) es la siguiente:

II) ∀ ϵ > 0 ; ∃x ∈ X talque s− ϵ < x < s.

Definición 5. Sea ∅ ≠ X ⊂ R,un conjunto acotado inferiormente ,dire-
mos que a es el ı́nfimo del conjunto X si y solo si verifica las siguiente
condiciones:

i) x ≥ a ; ∀x ∈ X.

ii) Si b ∈ R tal que x ≥ b ; ∀x ∈ X entonces a ≥ b.

Notación: Inf X = a

Observación 4. Otra forma de escribir la condición ii) es la siguiente:

II) ∀ ϵ > 0 ; ∃ x ∈ X talque a < x < ϵ+ a.

11



1.3. Punto de Acumulación

Antes de revisar Limites y Derivadas, como una noción de la Topo-
loǵıa en R veremos las siguientes definciones .

Definición 6. Se dice que x0 es un punto de acumulación del conjunto
X ⊂ R si,

Dado ϵ > 0 se tiene (x0 − ϵ, x0 + ϵ) ∩ (X − {x0}) ̸= ∅.
El conjunto de los puntos de acumulación de X, es denotado como X ′.

Definición 7. Se dice que x0 es un punto de acumulación por la derecha
del conjunto X ⊂ R si

Dado ϵ > 0 se tiene (x0, x0 + ϵ) ∩X ̸= ∅.
Denotaremos como X ′

+ al conjunto de los puntos de acumulación por la
derecha .

Analogamente, se dice que x0 es un punto de acumulación por la iz-
quierda del conjunto X ⊂ R, cuando

Dado ϵ > 0 se tiene (x0 − ϵ, x0) ∩X ̸= ∅.
Denotaremos como X ′

− al conjunto de los puntos de acumulación por
la izquierda .

1.4. Limites

Intuitivamente, la idea de aproximarse a un punto o a un valor tan
cerca como querramos nos parece atractiva, pero estamos acostumbrados
a utilizar el concepto de limite en nuestra conversación y razonamientos
ajenos al análisis matemático.

Definición 8. Sea la función f : X ⊆ R → R con dominio X y x0 ∈ X ′

punto de acumulación de X. El limite de la función f cuando x tiende
o se aproxima al punto x0 es el valor real L, si:
dado ϵ > 0, ∃ δ > 0 talque ∀ x ∈ X, 0 <| x− x0 |< δ =⇒ | f(x)−L |< ϵ

12



Notación: ĺım
x→ x0

f(x) = L

Observamos que, en la definición de limite, no se hizo ninguna restricción
alguna sobre la manera como se aproxima x a x0 tanto por la derecha e
izquierda y esto nos lleva a las siguientes definiciones:

Definición 9. Sea la función f : X ⊆ R → R y x0 ∈ X ′
+ . El número

real L1 es el limite por la derecha de f cuando x tiende a x0 lo que de-
notaremos por :

ĺım
x→ x+

0

f(x) = L1 si y solo si dado ϵ > 0, ∃ δ > 0 talque | f(x)− L1 |< ϵ,

siempre que x ∈ X y 0 < x− x0 < δ.

Definición 10. Sea la función f : X ⊆ R → R y x0 ∈ X ′
− . El número

real L2 es el limite por la izquierda de f cuando x tiende a x0 lo que
denotaremos por :

ĺım
x→ x−

0

f(x) = L2 si y solo si dado ϵ > 0, ∃ δ > 0 talque | f(x)− L2 |< ϵ,

siempre que x ∈ X y 0 < x0 − x < δ.

Teorema 1. Si existen ĺım
x→ x−

0

f(x) y ĺım
x→ x+

0

f(x) y son iguales a L enton-

ces existe ĺım
x→ x0

f(x) = L, siendo la rećıproca también válida.

Demostración:
Ver [14] pag. 274.

Teorema 2. Sea f : X ⊆ R → R y x0 ∈ X ′. Las siguientes proposicio-
nes son equivalentes:

1. ĺım
x→ x0

f(x) = L

2. {xn}∞n=1 ⊂ X − {x0} tal que ĺım
n→∞

xn = x0 ⇒ ĺım
n→∞

f(xn) = L.

Demostración:
Ver [13]pag. 75.
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1.5. Continuidad

Usaremos de manera básica el concepto de funcion continua.

Definición 11. Una función continua f : X ⊆ R → R, se dice continua
en el punto x0 ∈ X cuando,Dado ϵ > 0, ∃δ > 0;tal que x ∈ X y |x−x0| <
δ impliquen que |f(x)− f(x0)| < ϵ.

Se dice que f : X ⊆ R → R es una funcIón continua cuando f es
continua en todos los puntos x0 ∈ X.

Teorema 3. Sean f, g : X ⊆ R → R funciones continuas en x0 ∈ X

con f(x0) < g(x0).Entonces existe δ talque f(x0) < g(x0) para todo
x ∈ X ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

Demostración:
Ver [13]pag. 89.

Teorema 4. Sea f : X ⊆ R → R y x0 ∈ X. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. f es continua en x0.

2. {xn}∞n=1 ⊂ X − {x0} tal que ĺım
n→∞

xn = x0 ⇒ ĺım
n→∞

f(xn) = x0.

Demostración:
Ver [17]pag. 90.

1.6. Derivadas

Las interpretaciones de la derivada se pueden ver en diferentes con-
textos como por ejemplo, la pendiente de la recta tangente al gráfico de
una función en cierto punto, la velocidad instantanea en cierto punto o
de manera general el cociente incremental.

Definición 12. La derivada de la función f : X ⊆ R → R en el punto
x0 ∈ X ∩X ′ es el limite:

14



f ′(x0)= ĺım
x→ x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= ĺım

h→ 0

f(x0 + h)− f(x0)

h

Este limite puede existir o no. Cuando existe decimos que f es deri-
vable en x0.

Cuando la derivada f ′(x) existe en todos los puntos x ∈ X ∩ X ′ de-
cimos que la función f : X ⊆ R → R es derivable en el conjunto X.

Definición 13. Si x0 ∈ X ∩ X ′
+, definimos derivada por la derecha de

f en el punto x0 como:

f ′
+(x0)= ĺım

x→ x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
= ĺım

h→ 0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Definición 14. Si x0 ∈ X ∩X ′
−, definimos derivada por la izquierda de

f en el punto x0 como:

f ′
−(x0)= ĺım

x→ x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
= ĺım

h→ 0−

f(x0 + h)− f(x0)

h

Teorema 5. Si x0 ∈ X es punto de acumulacion tanto por la derecha e
izquierda entonces, f ′(x0) existe si y solo si existen y son iguales f ′

+(x0)
y f ′

−(x0).

Demostración:

Ver [14]pag. 415.

Teorema 6. Toda función es continua en cada uno de los puntos donde
es derivable.

Demostracion:
Ver [13]pag. 109.

1.7. Integral de Riemann

Finalmente otro de los conceptos que debemos conocer para desarro-
llar este trabajo de investigación, es la integral de Riemann del cual está
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muy relacionada ala derivada . La Integral de Riemann se puede inter-
pretar como la noción geométrica de área y a la idea f́ısica del trabajo
y aplicaciones o teorema como es el caso del Teorema Fundamental del
Cálculo.

Definición 15. Una función f : X ⊂ R → R es acotada si ,

∃k > 0 talque | f(x) |≤ k , ∀x ∈ X.

Definición 16. Dada una función acotada f : X ⊂ R → R definimos y
denotamos :

Sup f =Sup{f(x) : x ∈ X} = M.

Inf f =Inf {f(x) : x ∈ X} = m.

En particular si X = [a, b] tenemos

m ≤ f(x) ≤ M ,∀x ∈ [a, b]

Definición 17. Una partición del intervalo [a, b] es un subconjunto finito
de puntos P = {t0, t1, t2, ......., tn} ⊂ [a, b] talque a ∈ P y b ∈ P .Siempre
usaremos esta notacion de forma que a = t0 < t1 < ....... < tn = b.

Al intervalo [ti−1, ti] de longitud ti − ti−1, llamamos i-ésimo intervalo

de la partición P . Es claro que
n∑

i=1

(ti − ti−1) = b− a.

Por la definición 1.12 tenemos:

Sup{f(x) : x ∈ [ti−1, ti]} = Mi

Inf{f(x) : x ∈ [ti−1, ti]} = mi

Definición 18. Dada una función f : [a.b] −→ R acotada asociada a
una partición P , entonces definimos:

La suma inferior de f relativa a la partición P es el número.

s(f, P ) =
n∑

i=1

mi(ti − ti−1).

16



La suma superior de f relativa a la partición P es el número.

S(f, P ) =
n∑

i=1

Mi(ti − ti−1).

Si m es el infimo y M el supremo de f en [a, b], se cumple:

m(b− a) ≤ s(f, P ) ≤ S(f, P ) ≤ M(b− a).

Definición 19. Llamaremos la integral inferior y la integral superior de
una función acotada f : [a.b] −→ R se definen, respectivamente como:

∫̄ b

a

f(x)dx = Sup
P

L(f, P )

;
∫ b

a

f(x)dx = Inf
P

S(f, P )

Donde el supremo e infimo se toman en el conjunto de todas las parti-
ciones P del intervalo [a, b].

Definición 20. : Una función acotada f : [a.b] −→ R se dice integrable
cuando su integral inferior e integral superior son iguales. Este valor real

se llama integral de Riemann de f , el cual se denota

∫ b

a

f(x)dx.
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2 Propiedades Clásicas

2.1. Funciones Derivables

Teorema 7. (Teorema del Valor Medio) (TVM). Dada una función
f : [a.b] −→ R continua en [a, b] y f derivable en (a, b) entonces existe
c ∈ (a, b) talque

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a)

Demostración: Ver [14]pag. 515.

Teorema 8. Sea f : [a.b] −→ R continua, f derivable en (a, b) se tiene
que f es monótona creciente (decreciente) si y solo si f ′ ≥ 0 ó f ′ ≤ 0.

Demostración: Ver [15]pag. 114.

El teorema anterior fue publicado por primera vez en el año 1968 por
Bonnet.

2.2. Cálculo Integral

Teorema 9. Toda función continua f : [a.b] −→ R es integrable.

Demostración: Ver [15]pag. 154.

El siguiente enunciado es la base de estudio para nuestro trabajo de
investigación. En la gran mayoŕıa de textos es presentado de la siguiente
manera:

Teorema 10. (Teorema Fundamental del Cálculo). Sea f Rie-
mann Integrable sobre [a, b] y sea g una función talque g′(x) = f(x)
sobre [a, b] entonces

∫ b

a

f(x)dx = g(b)− g(a)

18



Sea P = {t0, t1, t2, ......., tn} una partición de [a, b] donde

a = t0 < t1 < ....... < tn = b. Entonces podemos formar

g(b)− g(a) = g(tn)− g(t0) =
n∑

i=1

(g(ti)− g(ti−1)).

Como g es diferenciable en [a, b] tambien lo será en [ti−1, ti], ∀i = 1, 2...., n.

Por el teorema del valor medio Lagrange, existe ci ∈ (a, b) talque

g(ti)− g(ti−1) = g′(ci)(ti − ti−1)

Pero como g′(x) = f(x) sobre [a, b] entonces

g(ti)− g(ti−1) = f(ci)(ti − ti−1)

Ahora mediante sumatoria tendriamos

g(b)− g(a) =
n∑

i=1

(g(ti)− g(ti−1)) =
n∑

i=1

f(ci)(ti − ti−1).

Note que apartir de la definición 16 se tiene que:

mi= Inf{f(x) : x ∈ [ti−1, ti]} ≤ f(ci) ≤ Sup{f(x) : x ∈ [ti−1, ti]} = Mi

∀i = 1, 2, ....., n; Ademas

mi(ti − ti−1) ≤ f(ci)(ti − ti−1) ≤ Mi(ti − ti−1)

n∑

i=1

mi(ti − ti−1) ≤
n∑

i=1

f(ci)(ti − ti−1) ≤
n∑

i=1

Mi(ti − ti−1)

Por tanto

L(f, P ) ≤ g(b)− g(a) ≤ U(f, P )...........(1)

Para toda partición P de [a, b] .Por la Definición 19

∫̄ b

a

f(x)dx = Sup
P

L(f, P )

;
∫ b

a

f(x)dx = Inf
P

S(f, P )
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De (1) se tiene que
∫ b

a

f(x)dx ≤ g(b)− g(a) ≤
∫ b

a

f(x)dx

Pero por nuestra hipótesis f es Riemann Integrable en [a, b],osea
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

Por consiguiente
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g′(x)dx = g(b)− g(a)■

El propósito de este trabajo es representar versiones mas sólidas de
este teorema.
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3 Problema Principal

En este caṕıtulo desarrollaremos lo que nos hemos propuesto,fortalecer
en menor complejidad el teorema fundamental del cálculo.

3.1. Objetivo Espećıfico

El siguiente teorema es uno de nuestro objetivo secundario, que da
origen algunos corolarios que nos servira como herramienta para probar
nuestro objetivo de trábajo.

Teorema 11. Sea f : [a.b] −→ R continua. Si para cada x ∈ (a, b), una
de las derivadas laterales f ′

+(x) ó f ′
−(x) existe y es no negativa entonces

f es monótona creciente.

Demostración: Haremos la prueba por reducción al absurdo.

Sea c, d ∈ [a, b] con c < d pero f(c) > f(d).

Construiremos una la función lineal : g(x) = m(x − c) + k, donde k
es una constante.
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k = 1

2
(f(c) + f(d)) y m > 0

De f(c) > f(d) se tiene que f(d) < k = 1

2
(f(c) + f(d)) < f(c)

y podemos observa que:

i) La pendiente de la función g denotada por mg es negativa pues

mg =
g(c)− g(d)

c− d
< 0

ii) g(d) = m(d− c) + k = m(d− c) + 1

2
(f(c) + f(d) ) > f(d)

entonces g(d) > f(d)

iii) g(c) = k = 1

2
(f(c) + f(d)) < f(c) entonces g(c) < f(c).

Seguidamente sea E = {x ∈ [c, d]/g(x) ≤ f(x)} , E ̸= ∅

por (ii) E ⊆ [a, b] acotado entonces existe

x0 = Sup E

Afirmo que g(x0) = f(x0):

Si fuese g(x0) > f(x0) y dada la continuidad de f y g entonces

por el teorema 3 existe δ > 0 talque

∀x ∈ (x0 -δ, x0 +δ) ∩[c, d]: g(x) > f(x)

osea x ̸∈ E , ∀x ∈ (x0 − δ, x0 +δ) ∩[c, d] pero esto

seria una contradicción con la definición de x0 = Sup E

pues ∀ ϵ = δ ∃ xδ ∈ E talque x0 − δ < xδ < x0.

Si fuese g(x0) < f(x0) y dada la continuidad de f y g entonces

por el teorema 3 existe δ > 0 talque
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∀x ∈ (x0 -δ, x0 +δ) ∩[c, d] : g(x) < f(x). Aśı ∃ x̂ ∈ (x0, x0 + δ)

talque g(x̂) < f(x̂) en consecuencia x̂ ∈ E, lo que es una

contradicción con la definición de x0 = Sup E ya que x0 < x̂.

Aśı g(x0) = f(x0) además como g(c) < f(c) y g(d) > f(d)

entonces x0 ̸= c ,x0 ̸= d por lo que x0 ∈ (c, d).

Retomando la prueba del teorema

I) Dado que x0 = Sup E, ∀ x ∈ (x0, d) entonces x ̸ E

por lo que g(x) > f(x) luego:

f(x)− f(x0) < g(x)− f(x0)

f(x)− f(x0)

x− x0
<

g(x)− f(x0)

x− x0
=

g(x)− g(x0)

x− x0
= mg

nos da la pendiente de la función g. Pero como la pendiente

de la función g es negativa entonces se tiene que

f(x)− f(x0)

x− x0
< 0 =⇒ ĺım

x→ x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
< 0

Por el cual f ′
+(x0) < 0.

II) Dado que x0 = Sup E, ∀ ϵ = 1

n
> 0 ∃ xn ∈ E talque

x0 − 1

n
< xn asi hemos conseguido una sucesión (xn) ⊆ E talque

xn converge en x0, como xn ∈ E :

g(xn) ≤ f(xn) =⇒ - g(xn) ≥ −f(xn)

luego g(x0)− g(xn) ≥ g(x0)− f(xn) y como xn < x0 entonces

f(x0)− f(xn)

x0 − xn
=

g(x0)− f(xn)

x0 − xn
≤ g(x0)− g(xn)

x0 − xn
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nos da la pendiente de la función g,el cual es negativa entonces

f(x0)− f(xn)

x0 − xn
< 0 =⇒ ĺım

xn→ x−

0

f(x0)− f(xn)

x0 − xn
< 0

Por el cual f ′
−(x0) < 0.

Tanto (I) y (II) contradicen la hipótesis de nuestro teorema ■

Corolario 1. Si f ′
+(x) = 0 ∀x ∈ [a, b) entonces f es constante en [a, b].

Demostración: Si f ′
+(x) = 0, ∀x ∈ [a, b) entonces

i) f ′
+(x) ≤ 0 e ii) f ′

+(x) ≥ 0

Para (i) f ′
+(x) ≤ 0 . Sea x < y con x, y ∈ (a, b) y por el

teorema 11 anterior f(x) ≤ f(y).........(1)

Para (ii) f ′
+(x) ≥ 0 que equivale a (−f)′+(x) ≥ 0

.Sea x < y con x, y ∈ (a, b) y por el teorema 11 anterior

(−f)(x) ≤ (−f)(y).........(2)

De (1) , (2) f(x) = f(y); lo que implica que f=cte en [a, b]■

A partir del Teorema del Valor Medio para derivadas,tenemos

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

nos conduce ala siguiente estimación

Inf{f ′(x)/x ∈ (a, b)} ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ Sup{f ′(x)/x ∈ (a, b)}.

Según el teorema 11 nos conduce la siguiente generalización de la
anterior estimativa mediante el siguiente corolario.

Corolario 2. Suponga que f es continua en [a, b]. Para x ∈ (a, b) asu-
ma que una de las derivadas laterales f ′

+ o f ′
−existe y denotala por f ′

∗
entonces
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Inf{f ′
∗(x)/x ∈ (a, b)} ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ Sup{f ′

∗(x)/x ∈ (a, b)}

Observación : Asi existen c, d ∈ [a, b] tales que:

f ′
∗(c) ≤

f(b)− f(a)

b− a
≤ f ′

∗(d)

Demostración:Sin perdida de generalidad probaremos la desigualdad de
la izquierda pues la desigualdad de la derecha sera de la misma forma.

Sea m = Inf{f ′
∗(x)/x ∈ (a, b)}

Si m= −∞ la desigualdad es trivial.Asumamos entonces que m es finito
entonces definimos

F (x) = f(x)−m(x− a) , ∀x ∈ [a, b].

Pero por la definición de m

F ′
∗(x) = f ′

∗(x)−m ≥ 0

Entonces por el teorema 3.1 resulta que F ES MONÓTONA CRECIEN-
TE F (a) ≤ F (b) entonces

f(a) ≤ f(b)−m(b− a) =⇒ m ≤ f(b)− f(a)

b− a
■

3.2. Una Versión Fuerte del TFC

Apartir del teorema 10 (TFC) , hemos logrado trabajar de una ma-
nera mas sólida el TFC, buscando reducir alo mı́nimo las hipótesis de
dicho teorema para el uso cotidiano en el Cálculo.

A continuación probaremos lo que nos hemos propuesto en este

trabajo de investigación.

Teorema 12. Sea f Riemann Integrable sobre [a, b] y sea g una función
continua talque g′+(x) = f(x) sobre [a, b], entonces

∫ b

a

f(x)dx = g(b)− g(a)

Demostración: sea P = {a = x0 , x1 , x2, ........ , xn = b} una
partición de [a, b] entonces :
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g(b)− g(a) =
∑n

i=1
[g(xi)− g(xi−1)]................(1)

Debido ala observación del corolario 2 .Para cada Ii = [xi−1, xi] existen
ci , di ∈ (xi−1, xi) talque

g′+(ci) ≤
g(xi)− g(xi−1)

xi − xi−1

≤ g′+(di)

mi ≤ f(ci) ≤
g(xi)− g(xi−1)

xi − xi−1

≤ f(di) ≤ Mi

Donde mi = Inf{f(x)/x ∈ Ii} y Mi = Sup{f(x)/x ∈ Ii} entonces

mi (xi − xi−1) ≤ g(xi)− g(xi−1) ≤ Mi(xi − xi−1)

Luego de (1) se tiene:

n∑

i=1

mi (xi − xi−1) ≤ g(b)− g(a) ≤
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1)

Por lo que tomando primero el ı́nfimo según todas las particiones P

y luego el supremo según todas las particiones P , resulta:
∫ b

a

f(x)dx ≤ g(b)− g(a) ≤
∫̄ b

a

f(x)dx

Donde las expresiones izquierda y derecha son las integrales de Riemann
inferior y superior de f respectivamente. Finalmente, dado que f es
integrable de Riemann, las integrales inferior y superior son iguales a la
de Riemann integral

∫ b

a

f(x)dx ≤ g(b)− g(a) ≤
∫ b

a

f(x)dx

Por lo tanto
∫ b

a

f(x)dx = g(b)− g(a) ■

3.3. Aplicaciones

Ejemplo 1. Evaluemos la siguiente integral:

∫
2

−2

f(x)dx , donde f(x) =





−2(1− x) si x ≥ 1

−1
2
√
1−x

si x < 1
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No existe g talque g′(x) = f(x) , ∀x ∈ [−2, 2], Sin embargo, si dejamos
que g sea dada por

g(x) =

∫ x

0

f(t)dt =





(1− x)2; si x ≥ 1

√
1− x; si x < 1

donde no existe g′(1),pues

g′+(1) = 0

g′−(1) no tiene valor real.

Pero la función g es continua en [−2, 2] y es claro que

g′+(x) = f(x), ∀x ∈ [−2, 2]

Entonces por la Versión Fuerte del TFC se tiene que
∫

2

−2

f(x)dx = g(2)− g(−2) = 1−
√
3 ■

Ejemplo 2. Evaluemos

∫
1

−1

f(x)dx , donde f(x) =





x2 + 3 si x ≥ 0

−x si x < 0

No existe g talque g′(x) = f(x) sobre [−1, 1], Sin embargo, si dejamos
que g sea dada por

g(x) =

∫ x

0

f(t)dt =





x3

3
+ 3x; si x ≥ 0

−x2

2
; si x < 0

donde no existe g′(0), pero la función g es continua en [−1, 1] y es claro
que

g′+(x) = f(x) sobre [−1, 1]

Entonces por la Versión Fuerte del TFC se tiene que
∫

1

−1

f(x)dx = g(1)− g(−1) = 23

6
■
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4 Conclusiones y/o Sugerencias

1. El problema principal planteado, fue adaptado sin ninguna dificul-
tad a las hipótesis del Teorema Fundamental del Cálculo, logrando
el objetivo.

2. Nuestra investigación inicia cuando nos encontramos con funciones
complejas que teńıan dificultad de aplicar el mencionado teorema
clásico, ejemplo aquellas funciones que tiene saltos dentro de su
dominio.

3. Con los resultados de la investigación, ahora aplicar el teorema Fun-
damental del Cálculo no necesitaremos la derivabilidad total de una
de las funciones a lo más continua y con derivación restringida, to-
mando como derivada lateral por la derecha.

4. Se pueden estudiar diversos casos relacionados al Teorema Funda-
mental del Cálculo. Por ejemplo cuando una de las funciones del
mencionado teorema solo necesitaria ser continuo y con derivada
lateral por la izquierda o restringiendo la derivabilidad de aquella
función.
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