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Resumen

El álgebra geométrica es un álgebra asociativa que unifica las
álgebras de los números reales, los complejos, los cuaterniones de
Hamilton además de incluir el álgebra exterior. Esta estructura,
adecuada para describir, unificar y generalizar conceptos usados
en la matemática moderna, nos permitirá introducir las formas
diferenciales sin recurrir al álgebra tensorial, sustituir las formas
diferenciales por los campos multivectoriales y obtener una nueva
versión del teorema de representación de Riesz.
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Introducción

En este trabajo presentamos las formas diferenciales, en el caso
especial de dimensión 3, utilizando el álgebra geométrica creada
por Clifford en 1878.

Sucede que el álgebra geométrica es un álgebra asociativa que
unifica las álgebras de los números reales, los complejos, los cuater-
niones de Hamilton y los octoniones de Graves, además de incluir
el álgebra exterior, como puede ser visto en [9], [8] y [7].

Esta estructura, adecuada para describir, unificar y generali-
zar conceptos usados en la matemática moderna, nos permitirá
introducir las formas diferenciales sin recurrir al álgebra tensorial,
sustituir las formas diferenciales por los campos multivectoriales y
obtener una nueva versión del teorema de representación de Riesz.

Debido a que hasta los inicios del siglo XX los requerimientos
matemáticos de la Física fueron tridimensionales, Gibbs, Helmhotz
y Heaveside separaron las partes real y vectorial de los cuaterniones
e introdujeron la conocida álgebra vectorial.

La publicación en 1905 del trabajo de Einstein sobre la relativi-
dad, así como la necesidad de nuevas expresiones y representaciones
para los fenómenos de la naturaleza, motivaron a David Hestenes
y Garret Sobczik, entre otros, a insistir en el rescate del Álgebra
Geométrica (ver [7]).
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Capítulo 1

Preliminares

En lo que sigue usaremos las siguientes notaciones:

Definición 1.1. Sean n,m ∈ N tales que 1 ≤ m ≤ n

I(m): La familia de m-multi-índices de In = {1, ..., n}
• I(m) = {I(i1 < ... < im) ⊂ In}
• I(i1 < · · · < im) = {i1, . . . , im} ≡ i1, . . . , im con 1 ≤
i1 < ... < im ≤ n.

• I(i) = {i} ≡ i si i ∈ In

I(0) = {0} ≡ 0

Definición 1.2. Sea Ω ⊂ R
n un abierto, denotemos como TΩ :=

Ω×R
n. Un campo vectorial sobre Ω es una aplicación ϕ : Ω −→

TΩ tal que el siguiente diagrama es commutativo

ϕ : Ω //

1Ω
##

TΩ

π

��

Ω

donde π : Ω × R
n −→ Ω es la proyección al primer factor que

llamaremos el fibrado tribial asociado a Ω y 1Ω es el mapa
identidade sobre Ω.
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Ejemplo 1.1. Considere el mapa (x, y, z) 7→ (x− y, x2, xz).

Definición 1.3. Una aplicación f : (Rn)k → R es llamada fun-

cional k-lineal o simplemente multilineal si es lineal en cada
una de sus entradas, es decir

f(v1, . . . , vi+αw, . . . , , vk) = f(v1, . . . , vi, . . . , , vk)+αf(v1, . . . , w, . . . , , vk)

para todo vi, w ∈ R
n, α ∈ R con i = 1, . . . , k. Denotamos el

conjunto de las aplicaciones k-lineales como T (0,k) ≡ T (0,k)(Rn).

Definición 1.4. Una aplicación f ∈ T (0,k) es llamada de alter-

nante o antisimétrica si

f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , , vk) = −f(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , , vk)

para todo i, j ∈ {1, . . . , k} (i 6= j). Denotamos el conjunto de las
aplicaciones antisimétricas o funcionales k-lineales antisimé-

tricos como Ak ≡ Ak(Rn).

Observación 1.1.

Ak ⊂ T (0,k)

(Rn)∗ = A1 = T (0,1)

{dx1, . . . , dxn} es la base dual de la base canónica {e1, . . . , en}.1.
Definición 1.5. Dado un abierto Ω ⊂ R

n, una 1-forma diferen-

cial C∞ sobre Ω es una aplicación f : Ω −→ T ∗Ω := T (0,1)(Ω) tal
que

f : Ω //

1Ω
##

T ∗Ω

ρ

��

Ω

donde ρ : T ∗Ω −→ Ω es la proyección natural o fibrado vectorial

del espacio cotangente T ∗Ω que cumple la condición ρ ◦ f = 1Ω.
Representaremos por A1 ≡ A1(Ω) el conjunto de las 1-formas

diferenciales C∞ sobre Ω.

1base de las 1-formas lineales
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Por la observación (1.1)

f(p) = f1(p)dx
1 + · · ·+ fn(p)dx

n

donde las funciones componentes fn, . . . , fn de f son C∞ en Ω.

Proposición 1.1 (Teorema de representación de Riesz (1-TRR)).
Sea E un espacio euclidiano de dimensión finita n, f : E −→ R un
funcional lineal (f ∈ E∗). Entonces existe un único vector u ∈ E
tal que

f(x) = 〈u, x〉, para todo x ∈ E.

Demostración. Sea {e1, . . . , en} la base canónica de E. Para cada
ei, elemento de la base, definimos

ui := f(ei), para todo i = 1, . . . , n.

Dado v ∈ E entonces v = a1e1+ · · · anen, donde a1, . . . , an ∈ R.
Como E es un espacio euclidiano, con producto interior 〈·, ·〉, cada
componente de v puede ser escrita como ai = 〈ei, v〉.

Por la linealidad de f y la bilinealidad de 〈·, ·〉 tenemos que

f(v) = a1f(e1) + · · ·+ anf(en)

= 〈e1, v〉u1 + · · ·+ 〈en, v〉un

= 〈u1e1 + · · ·+ unen, v〉.

Entonces queda demostrada la existencia de u := u1e1+· · ·+unen ∈
E.

Para probar la unicidad, suponga que existe un otro w ∈ R
n tal

que f(x) = 〈w, x〉 para todo x ∈ E. Entonces

〈u, x〉 = 〈w, x〉, para todo x ∈ E.

Así, w = u.

El 1-TRR nos permite establecer una correspondencia entre los
campos vectoriales y las 1-formas diferenciales.
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Corolario 1.1.1. Existe una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de los campos vectoriales y las 1-formas diferenciales.

Demostración. Sea F un campo vectorial sobre U ⊂ R
n. Para cada

x ∈ U podemos definir el funcional lineal

w(x) := 〈F (x),−〉.
Así hemos definido w ∈ A1(U). Por el 1-TRR, w(x) está determi-
nado de forma única por F (x) ∈ R

n para cada x ∈ U ; por lo tanto
la correspondencia entre campos vectoriales y 1-formas diferencias
es biyectiva. Hemos definido

{ Campos vectoriales } → {1-formas diferenciales}
F 7→ w

dónde w(x) := 〈F (x),−〉 para cada x ∈ U . Por el 1-TRR esta mapa
es biyectivo.

Definición 1.6. Dado un abierto Ω ⊂ R
n, una k-forma diferen-

cial C∞ sobre Ω es una aplicación f : Ω −→ Ak(Ω) ⊂ T (0,k)(Ω) tal
que

Ω
f
//

1Ω
""

Ak(Ω)

ρ

��

Ω

donde ρ : T (0,k)(Ω) −→ Ω es la proyección natural o fibrado vec-

torial que cumple la condición ρ ◦ f = 1Ω.
Generalizando la definición (1.5) representaremos por Ak ≡

Ak(Ω) el conjunto de las k-formas diferenciales C∞ sobre Ω.

Sean f ∈ Ak, p ∈ M

f(p) =
∑

I∈I(k)

fI(p)dx
I

donde dxI = dxi1 . . . dxik y las funciones componentes fI de f son
C∞ diferenciales en Ω, con i1, . . . , ik ∈ I ≡ I(i1 < · · · < ik) como
en la definición (1.1) .
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1.1. Álgebra geométrica euclidiana bidi-
mensional AG(2)

Considere el anillo de polinomios R[x, y] en las variables x, y.
Identificaremos las variables x, y con las variables e1, e2 respecti-
vamente, por motivos que quedarán evidentes a lo largo de este
trabajo.

Definición 1.7. El álgebra geométrica bidimensional, denotada
AG(2), será un subconjunto del anillo de polinomios R[e1, e2] junto
con una operación cerrada que es el producto de polinomios modi-
ficado por la regla

eiej + ejei = 2δij para i, j = 1, 2. (1.1)

Esta regla puede ser representada por la siguiente tabla

e1 e2
e1 1 e1e2
e2 −e1e2 1

Tabla 1.1: Definición del producto

El producto definido arriba en R[e1, e2] es llamado producto
geométrico. Estudiando un poco este producto geométrico pode-
mos reconocer algunas funciones y propiedades ya conocidas:

Observación 1.2.

1. El producto geométrico es cerrado.

2. De la tabla 1.1, la identidad e1e2 = −e2e1 nos dice que AG(2)
es no conmutativo.

3. Tenemos que la identidad e1e1 = e2e2 = 1 nos dice que e1 y
e2 son raíces cuadradas de 1.
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4. De la tabla 1.1 podemos verificar que (e1e2)(e1e2) = −1; es
decir que e1e2 es raíz cuadrada de −1.

5. Los elementos de AG(2) son polinomios de grado a lo máximo
2. Entonces si a = a1 + a2e1e2 y b = b1 + b2e1e2 son dos
elementos de AG(2), tenemos que

ab = ba = (a1b1 − a2b2) + (a1b2 + a2b1)e1e2.

De estas observaciones podemos concluir que

Proposición 1.2. C es un sub álgebra conmutativa de AG(2), vía
el isomorfismo de R-álgebras (con su imagen) que mapea i 7→ e1e2,
1 7→ 1. Además, AG(2) contiene un subconjunto que es isomorfo
como R-espacio vectorial a R

2.

Por lo cual no es difícil inferir que

Corolario 1.2.1. Existe un isomorfismo de R-espacios vectoriales
C⊕ R

2 ∼= AG(2).

De ahora en adelante, consideramos R, C y R
2 subconjuntos de

AG(2) y llamaremos 0-vector, 1-vector, 2-vector (bi-vector) a
un número real, un vector y un complejo imaginario puro, respec-
tivamente. En ese sentido, podemos trabajar con el álgebra geomé-
trica todos los conceptos conocidos del álgebra lineal y mejor aún
simplificarlos en muchos casos.

Observación 1.3.

1. El producto geométrico de dos vectores es un número comple-
jo.

Dados v = v1e1 + v2e2, w = w1e1 + w2e2 ∈ R
2 ⊂ AG(2)

vw = (v1w1 + v2w2) + (v1w2 − v2w1)i,
wv = (v1w1 + v2w2)− (v1w2 − v2w1)i.

(1.2)

Recordando que estamos identificando i ≡ e1e2.
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2. El producto de un número complejo y un vector es un vector.

Dados v = v1e1 + v2e2 ∈ R
2 y a = a1 + a2i ∈ C tenemos que

av = (a1v1 + a2v2)e1 + (a1v2 − a2v1)e2 (1.3)

Así, con este único producto en AG(2), el producto geométrico,
podemos definir los distintos operadores e identidades conocidas en
matemáticas. Por ejemplo:

1. La norma de un vector cómo: ‖v‖ :=
√
v2.

Luego podemos definir la circunferencia unitaria o el con-
junto de los vectores unitarios como

S1 = {v ∈ R
2/v2 = 1}. (1.4)

2. Al ser, el producto geométrico, no conmutativo; podemos des-
componer el producto en su parte simétrica y anti-simétrica:

vw =
vw + wv

2
︸ ︷︷ ︸

simétrica

+
vw − wv

2
︸ ︷︷ ︸

antisimétrica

. (1.5)

De 1.2 también notamos que la parte simétrica es un 0-vector
y es justamente el producto escalar de dos vectores, además la
parte antisimétrica es un bivector cuyo coeficiente es el área
del paralelogramo determinado por los dos vectores.

Así, definiremos el producto interno de vectores por

v · w :=
vw + wv

2
, (1.6)

y el producto exterior de vectores por

v ↑ w :=
vw − wv

2
. (1.7)

8



Note que de la definición del producto exterior de dos vec-
tores podemos inferir que este es anticonmutativo, es decir
v ↑ w = −w ↑ v, e como dijimos lineas arriba el coeficiente
que acompaña al bivector e1e2 representa el área del parale-
logramo determinado por estos dos vectores. Así, el producto
exterior v ↑ w determinará el área orientada o paralelo-
gramo orientado de v para w.

v

w

v ↑ w

v

w

w ↑ v

Figura 1.1: El producto exterior de dos vectores v, w determina el
área (a menos de un signo) del paralelogramo construido a partir
de estos dos vectores.

1.2. Álgebra geométrica euclidiana tridi-
mensional AG(3)

“There is still something in the system which gravels me. I

have not yet any clear views as to the extent to which we are

at liberty arbitrarily to create imaginaries, and to endow them

with supernatural properties.”

“If with your alchemy you can make three pounds of gold, why

should you stop there?”a

aHamilton y Jhon Graves (ver [5])

9



Considere el anillo de polinomios R[x, y, z]. Identificaremos las
variables x, y, z con las variables e1, e2, e3 respectivamente, por mo-
tivos que quedarán evidentes a lo largo de este trabajo.

Definición 1.8. El álgebra geométrica euclidiana tridimensional,
denotada AG(3), es un subconjunto del anillo de polinomios R[e1, e2, e3]
junto con una operación cerrada que es el producto de polinomios
modificado por la regla

eiej + ejei = 2δij para i, j = 1, 2, 3. (1.8)

Esta regla puede ser representada por la siguiente tabla

e1 e2 e3
e1 1 e1e2 e1e3
e2 −e1e2 1 e2e3
e3 −e1e3 −e2e3 1

Tabla 1.2: Definición del producto

El producto definido arriba en R[e1, e2, e3] es llamado producto
geométrico en AG(3).

Podemos observar que los elementos de AG(3) son polinomios
de grado a lo máximo 3. Descompondremos AG(3) en subconjuntos
〈AG(3)〉0, 〈AG(3)〉1, 〈AG(3)〉2 y 〈AG(3)〉3 cuyos elementos son po-
linomios homogéneos de grado 0, 1, 2, 3 de AG(3), respectivamente,
y que de ahora en adelante se les denominarán escalares, vecto-
res, bivectores y trivectores, respectivamente. A un elemento
cualquiera de AG(3) se le llamará de multivector.

10



vector bivector trivector

Figura 1.2: Representación geométrica de un vector, bivector y tri-
vector.

Dado un elemento cualquiera A de AG(3), escribiremos este
elemento como

A =
3∑

k=0

Ak,

donde Ak ∈ 〈AG(3)〉3 es la parte homogénea de grado k de A

(visto como un elemento de R[e1, e2, e3]) o su parte k-vectorial,
para k ∈ {0, 1, 2, 3}.

Así, no es difícil verificar la siguiente

Proposición 1.3.
〈AG(3)〉k es R-subespacio vectorial de AG(3) de dimensión

(
3
k

)
,

para todo k = 0, . . . 3 y

AG(3) = ⊕3
k=0 〈AG(3)〉k ,

como R-espacio vectorial.

Corolario 1.3.1. El AG(3) es más que un espacio vectorial, es
un R-álgebra no conmutativa (es un anillo, no conmutativo con
unidad, con el producto geométrico que a su vez es un R-módulo).

Observación 1.4. El producto de dos vectores es un cuaternión.
Dados dos vectores R

3

11



v = v1e1 + v2e2 + v3e3,

w = w1e1 + w2e2 + w3e3,

considerados como elementos de AG(3), podemos calcular el pro-
ducto geométrico de ellos:

vw =(v1w1 + v2w2 + v3w3)

+ (v1w2 − v2w1)e1e2

+ (v1w3 − v3w1)e1e3

+ (v2w3 − v3w2)e2e3.

(1.9)

Dado que el producto geométrico es no conmutativo, observe que

wv =(w1v1 + w2v2 + w3v3)

+ (w1v2 − w2v1)e1e2

+ (w1v3 − w3v1)e1e3

+ (w2v3 − w3v2)e2e3.

(1.10)

Por lo que podemos decir que el producto de v con w es el “con-
jugado” del producto de w con v ( vw = wv). Recordando que
de la tabla (1.2) tenemos las “ tres nuevas unidades imaginárias”
e1e2, e1e3, e3e2 que satisfacen

(e1e2)
2 = (e1e3)

2 = (e3e2)
2 = (e1e2)(e1e3)(e3e2) = −1

Como el producto geométrico de v con w es no-conmutativo
podemos descomponerlo en la suma de su parte simétrica y antisi-
métrica

vw =
vw + wv

2
︸ ︷︷ ︸

simétrica

+
vw − wv

2
︸ ︷︷ ︸

antisimétrica

,

Observe también que la parte simétrica es un 0-vector, que es
justamente el producto interior de dos vectores, y la parte antisi-
métrica es un bivector.
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Esto nos permitirá la siguiente

Definición 1.9. Dados dos vectores v, w ∈ R
3, definimos

Producto escalar:

v · u =
vw + wv

2
∈ 〈AG(n)〉0.

Producto exterior:

v ↑ u =
vw − wv

2
∈ 〈AG(n)〉2.

Proposición 1.4. El producto escalar y el producto exterior de
vectores son bilineales.

Observación 1.5. Como en el caso del AG(2), podemos verificar
que R y R

3 son subconjuntos de AG(3) y más aún

〈AG(3)〉0 = R , 〈AG(3)〉1 ∼= R
3,

〈AG(3)〉0 ⊕ 〈AG(3)〉3 ∼= C , 〈AG(3)〉0 ⊕ 〈AG(3)〉2 ∼= H,

Observación 1.6. Dado que el producto geométrico es bilinear,
podemos analizar lo que sucede con los productos de las partes k-
vectoriales de cada factor y ver la contribución de cada una de
ellas al producto total, i.e. dados Aj y Bk las partes j, k-vectoriales
de A,B, respectivamente; tenemos la siguiente propiedad para el
producto de ellos

AjBk = 〈AjBk〉|j−k| + · · ·+ 〈AjBk〉j+k,

donde 〈AjBk〉j+k = 0 si j + k > 3.

Podemos aún generalizar estos nuevas operaciones.

Definición 1.10. Sean Aj y Bk las partes j, k-vectoriales de los
multivectores A y B, respectivamente, donde i, j ∈ {1, 2, 3}. Defi-
nimos

13



1. Producto interior:

Aj ↓ Bk = 〈AjBk〉|j−k| si j, k 6= 0

y cero de otro modo.

2. Producto exterior

Aj ↑ Bk = 〈AjBk〉j+k si j + k ≤ n,

y cero de otro modo.

3. Producto escalar

Aj ·Bj = 〈AjBj〉0.

4. j-magnitud euclideana

‖Aj‖ =
√

|Aj ·Aj|.

5. Magnitud de un multivector

‖A‖2 =
3∑

j=0

‖Aj‖2

Veamos con un ejemplo estas nuevas definiciones.

Ejemplo 1.2. Sean

A = 4− 1

2
e1 + 2e2 + 3e3 + 4e1e2 − 3e1e3 + 5e2e3 + e1e2e3,

B = e2 − e3 +
π

2
e1e2 + 4e1e2e3

dos multivectores. Podemos identificar sus partes multivectoriales

A0 = 4 A1 = −1
2
e1 + 2e2 + 3e3

A2 = 4e1e2 − 3e1e3 + 5e2e3 A3 = e1e2e3
B0 = 0 B1 = e2 − e3
B2 =

π
2
e1e2 B3 = 4e1e2e3

14



Así, tenemos que

A1 ↓ B2 = −π
4
e2 − πe1 A1 ↑ B2 =

3π
2
e3e1e2

A2 ·B2 = −2π ‖A0‖2 = 16
‖A1‖2 = 52

4
‖A2‖2 = 50

‖A3‖2 = 16 ‖A‖2 = 95

Observación 1.7. Sean e1, e2, e3 los elementos de la base de la
base canónica de R

3. De la definición (referencia)

1. ei ↑ ej = eiej, para cualesquiera i 6= j ∈ {1, 2, 3}

2. ei ↑ ei = 0, para todo i ∈ {1, 2, 3}

3. ei · ei = eiei = e2i = 1, para todo i ∈ {1, 2, 3}

4. ei · ej = 0, para cualesquiera i 6= j ∈ {1, 2, 3}

Proposición 1.5. Dados k vectores v1, . . . , vk ∈ R
3, tenemos que

v1 ↑ (v2 ↑ . . . ↑ vk) = · · · = 〈v1 · · · vk〉k ∈ 〈AG(3)〉k

si k ≤ 3 y los vectores son linealmente independientes; en caso
contrario este producto es cero. Por tal motivo, podemos prescindir
del uso de paréntesis para representar el producto de k = 3 vectores
l.i., es decir

v1 ↑ v2 ↑ v3 = v1 ↑ (v2 ↑ v3) = (v1 ↑ v2) ↑ v3

Estos multivectores, serán llamados k-vectores simples o k-blades.

Demostración. Cuando k = 1 no hay nada que probar y cuando
k = 2 se deduce fácilmente de la definición (1.10), (1.9). Para k = 3
observemos que por la definición (1.10)

v1 ↑ (v2 ↑ v3) = v1 ↑ 〈v2v3〉2 = 〈v1v2v3〉3,
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usando la propiedad asociativa del producto geométrico

〈v1v2v3〉3 = 〈v1v2〉2 ↑ v3 = (v1 ↑ v2) ↑ v3.

Cuando k > 3, entonces los vectores v1, v2, . . . vk son linealmente
dependientes, i.e. existe un vector vr, para algún r ∈ {1, . . . , k},tal
que

vr =
∑

i 6=j

λivi.

Por otro lado, se deduce de la definición del producto exterior que
(1.10), cualquiera sea el orden en que tomemos los paréntesis el
resultado será el mismo, es decir

v1 ↑ (v2 ↑ . . . ↑ vk) = (v1 ↑ v2) ↑ (v3 ↑ · · · ↑ vk) = · · · = 〈v1 · · · vk〉k.

Así, gracias a la asociatividad del producto geométrico, podemos
elegir convenientemente el siguiente orden en los paréntesis

〈v1 · · · vr · · · vk〉k = v1 ↑ · · · (vr−1 ↑ vr) · · · ↑ vk. (1.11)

Como el producto exterior de vectores es anticonmutativo (1.9)
y ya observamos lineas arriba que podemos tomar cualquier orden
agrupación con los paréntesis, i.e. el producto exterior es asociativo;
podemos reordenar el producto exterior respetando los signos

v1 ↑ · · · (vr−1 ↑ vr) · · · ↑ vk = (−1)rvr ↑ (v1 · · · ↑ vr−1 ↑ · · · vk).
(1.12)

Por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos considerar que
r = 1; es decir, el vector v1 es combinación lineal de los otros
vectores. Entonces por la propiedad asociativa del producto exterior

〈v1v2 · · · vk〉k = (v1 ↑ v2) ↑ (v3 ↑ · · · ↑ vk) (1.13)

Por la proposición (1.4) el producto exterior de vectores es bilinial,
así v1 ↑ v2 =

(λ2v2+λ3v3+· · ·+λkvk) ↑ v2 = λ2✘✘
✘
✘✿0

v2 ↑ v2+λ3v3 ↑ v2+· · ·+λkvk ↑ v2
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por lo que podemos representar v1 ↑ v2 = (−1)v2 ↑ v21, donde

v21 =
∑

i∈{3,...k}

λivi.

Luego, sustituyendo en (1.13), utilizando la asociatividad y multi-
linealidad del producto exterior

〈v1v2 · · · vk〉k = (−1)v2 ↑ (v21 ↑ v3) ↑ (v4 ↑ · · · ↑ vk). (1.14)

Aplicando la multilinealidad tenemos que v21 ↑ v3 =

(λ3v3+λ4v4+· · ·+λkvk) ↑ v3 = λ3✘✘
✘
✘✿0

v3 ↑ v3+λ4v4 ↑ v3+· · ·+λkvk ↑ v3

por lo que podemos representar v21 ↑ v3 = (−1)v3 ↑ v31, donde

v31 =
∑

i∈{4,...k}

λivi.

Repitiendo el proceso anterior k − 2 veces más tendremos que

v1 ↑ v2 ↑ · · · ↑ vk = 〈v1v2 · · · vk〉k = 0

para todo k > 3.

Proposición 1.6. El producto geométrico entre un vector y un
k-blade se puede escribir como la suma de producto interior y pro-
ducto exterior

aBk = a ↓ Bk +Bk ↑ a

Demostración. Note que cuando k > 3 la proposición se satisface
trivialmente pues en este caso el producto es cero ( ver proposición
(1.5)). Resta probar cuando 1 ≤ k ≤ 3.

Cuando k = 1 el resultado se deduce de la observación (1.4).
Cuando k = 2 tenemos que B2 es combinación lineal de los

bivectores básicos eiej dónde i, j ∈ {1, 2, 3} son elementos distintos.
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Dado que a es un vector entonces el producto aB2 es combinación
lineal de elementos de la forma

es(eiej),

por lo que pueden ocurrir sólo dos posibilidades:

es ∈ {ei, ej}, en cuyo caso es(eiej) ∈ 〈AG(3)〉1;

es /∈ {ei, ej}, en cuyo caso es(eiej) ∈ 〈AG(3)〉2.
Por lo tanto

aB2 = 〈aB2〉1 + 〈aB2〉3 = a ↓ B2 + a ↑ B2.

Para k = 3, con un raciocino análogo al anterior se deduce que la
proposición se satisface, además el término de grado mayor debe
ser nulo (a ↑ B3 = 0).

Proposición 1.7. Sea a un vector y Bk un k-blade, tenemos que:

a ↓ Bk =
1

2
(aBk − (−1)kBka) = (−1)k+1

Bk ↓ a

a ↑ Bk =
1

2
(aBk + (−1)kBka) = (−1)kBk ↑ a

Demostración. Como en la proposición anterior, el resultado es vá-
lido de forma trivial cuando k > 3. Resta probar cuando 1 ≤ k ≤ 3.

Cuando k = 1 la proposición se verifica por la observación (1.4).
Cuando k = 2, por la proposición anterior tenemos que

aB2 = a ↓ B2 + a ↑ B2

B2a = B2 ↓ a+B2 ↑ a
(1.15)

Sabemos que el término B2 ↓ a = 〈B2a〉1 es combinación lineal
de elementos de la forma (eiej)es donde es ∈ {ei, ej}. Entonces
(eiej)es = (−1)es(eiej). Por lo que

B2 ↓ a = (−1)a ↓ B2.
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El término B2 ↑ a = 〈B2a〉3 es combinación lineal de elemen-
tos de la forma (eiej)es donde es /∈ {ei, ej}. Entonces (eiej)es =
(−1)2es(eiej). Por lo que

B2 ↑ a = (−1)2a ↑ B2.

Luego tenemos que

B2a = (−1)a ↓ B2 + (−1)2a ↑ B2 (1.16)

Por lo que de (1.16) y (1.15) se sigue el resultado

a ↓ B2 =
1

2
(aB2 + (−1)3B2a)

a ↑ B2 =
1

2
(aB2 + (−1)2B2a).

Para k = 3, la proposición también se verifica recordando que el
producto exterior a ↑ B3 = B3 ↑ a = 0.
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Capítulo 2

El espacio de los k-vectores
de AG(3)

En la sección anterior AG(3) fue descompuesto en subespacios
sobre R

〈AG(3)〉k = {f ∈ AG(3) / f es homogéneo de grado k}

para k = 0, 1, 2, 3, llamados espacios de los k-vectores. Recordando
que de la observación 1.5

R = 〈AG(3)〉0 y R
3 = 〈AG(3)〉1.

El espacio 〈AG(3)〉2 consiste de elementos de la forma

a1e1e2 + a2e1e3 + a3e2e3,

y recordando la observación 1.7, esto también puede ser escrito de
la siguiente forma

a1e1 ↑ e2 + a2e1 ↑ e3 + a3e2 ↑ e3.

Así, tenemos que
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Proposición 2.1. {ei ↑ ej; 1 ≤ i < j ≤ 3} es una base de 〈AG(3)〉2
como R-espacio vectorial y

dimR〈AG(3)〉2 = 3 =

(
3

2

)

.

Además, gracias a la definición (1.9) la bilinealidad del producto
exterior está garantizada. Si α, β ∈ R y u, v, w ∈ R

3 entonces
{

(αv + βu) ↑ w = α(v ↑ w) + β(u ↑ w)
v ↑ (αu+ βw) = α(v ↑ u) + β(v ↑ w)

(2.1)

además que {
u ↑ v = −v ↑ u
u ↑ u = 0

(2.2)

y si u y v son linealmente dependientes; es decir, existe α ∈ R tal que u =
αv, entonces

u ↑ v = 0. (2.3)

Para el espacio de los trivectores 〈AG(3)〉3, tenemos que sus
elementos son de la forma

a123(e1e2e3), donde a123 ∈ R.

De la proposición (1.5) tenemos que el producto exterior de
k = 3 vectores linealmente independientes es asociativo

e1 ↑ e2 ↑ e3 = 〈e1e2e3〉3 = e1e2e3,

por lo que {e1 ↑ e2 ↑ e3} es una base para 〈AG(3)〉3 y

dimR〈AG(3)〉3 = 1 =

(
3

3

)

. (2.4)

Análogamente al caso de dos vectores, para el caso de tres vectores
u, v, w ∈ R

3 tenemos que el producto exterior es multilineal; es
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decir, cada uno de los factores es lineal (dejando fijo los otros dos)

u ↑ v ↑ (w + αx) = u ↑ v ↑ w + αu ↑ v ↑ x

u ↑ (v + αx) ↑ w = u ↑ v ↑ w + αu ↑ x ↑ w

(u+ αx) ↑ v ↑ w = u ↑ v ↑ w + αx ↑ v ↑ w

(2.5)

Además tenemos que

Si u, v, w son linealmente dependientes

u ↑ v ↑ w = 0

El producto exterior es antisimétrico

u ↑ v ↑ w = −v ↑ u ↑ w = −u ↑ w ↑ v.

Por otro lado, si B ∈ 〈AG(3)〉2 entonces es de la forma:

B = a12e1 ↑ e2 + a13e1 ↑ e3 + a23e2 ↑ e3

=
∑

1≤i<j≤3

aije1 ↑ ej

También podemos expresarlo como la suma de todas las per-
mutaciones posibles de cada uno de sus términos

B = a12e1 ↑ e2 + a13e1 ↑ e3 + a23e2 ↑ e3

− a12e2 ↑ e1 − a13e3 ↑ e1 − a23e3 ↑ e2

=
1

2!

2∑

i,j=1

bijei ↑ ej

donde
bσ(i)σ(j) := Sgn(σ)aij para 1 ≤ i < j ≤ 3,
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σ ∈ P(1, 2) y P(1, 2) es el conjunto de permutaciones de 2 elemen-
tos.

Análogamente, en el caso B ∈ 〈AG(3)〉3 este es de la forma:

B = a123e1 ↑ e2 ↑ e3.

También podemos expresarlo como la suma de todas las per-
mutaciones posibles de cada uno de sus términos

B = a123e1 ↑ e2 ↑ e3 − a123e1 ↑ e3 ↑ e2 − a123e2 ↑ e1 ↑ e3

+ a123e2 ↑ e3 ↑ e1 + a123e3 ↑ e1 ↑ e2 − a123e3 ↑ e2 ↑ e1

=
1

3!

3∑

i,j,k=1

bijkei ↑ ej ↑ ek

donde

bσ(i)σ(j)σ(k) := Sgn(σ)aijk para 1 ≤ i < j < k ≤ 3,

σ ∈ P(1, 2, 3) y P(1, 2, 3) es el conjunto de permutaciones de 2
elementos.

Note además que |P| = 3!.
También observe que 〈AG(3)〉k = {0}, para cada k > 3. Así, si

tenemos v1, v2, . . . , vk vectores de R
3 com k > 3, entonces

v1 ↑ v2 ↑ · · · ↑ vk = 0,

dado que al ser k > 3 los vectores v1, v2, . . . , vk son linealmente
dependientes.

Recordemos en esta parte que, en general, para definir una
transformación lineal T sobre un espacio vectorial basta definir-
la sobre los elementos de la base. En nuestro caso, estamos sobre
los multiespacios (k-espacios) 〈AG(3)〉k, donde 1 ≤ k ≤ 3. En vis-
ta de la multilinealidad del producto exterior de vectores, bastará
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proporcionar una función g multilineal y alternante (ver definición
1.3 y definición 1.4) tal que

f(v1 ↑ v2 ↑ v3) = g(v1, v2, v3)

definida en cada uno de los generadores de 〈AG(3)〉k.
Esto nos permite enunciar la siguiente

Proposición 2.2. Existe una biyección entre

{T : 〈AG(3)〉k → V ; T es lineal}
l

{g : (R3)k → V ; g es k-lineal y alternante}
donde V es un espacio vectorial y 1 ≤ k ≤ 3.

2.1. Determinantes

Sea A una transformación lineal en R
3 sobre sí mismo. Defini-

mos un mapa g = gA sobre R
3 × R

3 × R
3 ∼= (R3)3

gA : (R3)3 −→ 〈AG(3)〉3
gA(v1, v2, v3) = Av1 ↑ Av2 ↑ Av3

Dado que g es multilineal y alternante, existe una transformación
lineal f = fA

fA : 〈AG(3)〉3 −→ 〈AG(3)〉3
satisfaciendo

fA(v1 ↑ v2 ↑ v3) = gA(v1, v2, v3)

= Av1 ↑ Av2 ↑ Av3

Pero 〈AG(3)〉3 es unidimensional (ver (2.4)), entonces la única
transformación lineal sobre este espacio es la multiplición por un
escalar. Denotamos tal escalar como |A| y tenemos

Av1 ↑ Av2 ↑ Av3 = |A|(v1 ↑ v2 ↑ v3) (2.6)
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Esto sirve para definir |A|, como el determinante de A o tam-
bién denotado como |A| := det(A). Resaltamos que esta definición
es completamente independiente de la representación matricial de
A.

Observemos lo siguiente

|AB|(v1 ↑ v2 ↑ v3) = (ABv1) ↑ (ABv2) ↑ (ABv3)
= |A|(Bv1 ↑ Bv2 ↑ Bv3)
= |A||B|(v1 ↑ v2 ↑ v3)

entonces
|AB| = |A||B| (2.7)

Podemos relacionar esto con el determinante de una matriz de la
siguiente manera. Sea {e1, e2, e3} una base de R

3 y [aij] una matriz
3× 3 de la siguiente forma

[aij] =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 .

Definamos
v1 = a11e1 + a12e2 + a13e3,
v2 = a21e1 + a22e2 + a23e3,
v3 = a31e1 + a32e2 + a33e3,

(2.8)

dado que el producto exterior es asociativo (proposición 1.5) y
de la observación 1.4 tenemos que

v1 ↑ v2 ↑ v3 =(v1 ↑ v2) ↑ v3

= ((a11a22 − a12a21)e1e2 + (a11a23 − a13a21)e1e3 + (a12a23 − a13a22)e2e3) ↑ v3

luego, aplicando la definición del producto exterior de multivecto-
res (definición 1.10), tenemos que v1 ↑ v2 ↑ v3 =

(a33(a11a22 − a12a21)− a32(a11a23 − a13a21) + a31(a12a23 − a13a22)) e1e2e3,
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de donde podemos observar que el coeficiente del trivector es el
determinante de la matriz, es decir

v1 ↑ v2 ↑ v3 =
∣
∣[aij]

∣
∣e1 ↑ e2 ↑ e3. (2.9)

En particular, si obtenemos la representación matricial de una
transformación lineal A con respecto a la base {e1, e2, e3} dada por

Ae1 = a11e1 + a12e2 + a13e3
Ae2 = a21e1 + a22e2 + a23e3
Ae3 = a31e1 + a32e2 + a33e3

entonces
Ae1 ↑ Ae2 ↑ Ae3 = |[aij]|e1 ↑ e2 ↑ e3

|A| = |[aij]|
que está de acuerdo a la ecuación (2.6).

2.2. Producto exterior

En la parte introductória a este capítulo definimos una opera-
ción producto exterior que trabaja entre nuestros espacios 〈AG(3)〉k,
con 1 ≤ k ≤ 3 (definición 1.10) llamada multiplicación exterior y
denotado por ↑. Con esta operación, si multiplicamos un p−vector
v y un q−vector w obtendremos un (p+ q)-vector v ↑ w (el cual es
0, por definición, si p+ q > 3):

· ↑ · : (〈AG(n)〉p)× (〈AG(n)〉q) −→ (〈AG(n)〉p+q)
(Bp,Bq) 7→ Bp ↑ Bq = 〈BpBq〉p+q

Además tenemos las propiedades básicas del producto exterior.

Proposición 2.3. Sean B,C,D p, q, r-vectores respectivamente

i) B ↑ C es bilineal.
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ii) B ↑ (C ↑ D) = (B ↑ C) ↑ D, la ley asociativa.

iii) B ↑ C = (−1)pqC ↑ B

Demostración. (i) y (ii) siguen de la definición. (iii) nos dice
que dos multivectores de grado impar anticonmutan, de otra forma
los vectores conmutan. Los siguientes casos ilustran por qué sucede
esto:

(v1 ↑ v2 ↑ v3) ↑ u = −(v1 ↑ v2 ↑ u ↑ v3)
= (−1)2(v1 ↑ u ↑ v2 ↑ v3)
= (−1)3(u ↑ v1 ↑ v2 ↑ v3)

(v1 ↑ v2 ↑ v3) ↑ (u1 ↑ u2) = (−1)3u1 ↑ (v1 ↑ v2 ↑ v3) ↑ u2

= (−1)3(−1)3(u1 ↑ u2) ↑ (v1 ↑ v2 ↑ v3)
= (−1)3·2(u1 ↑ u2) ↑ (v1 ↑ v2 ↑ v3)

y por la multilinealidad del producto exterior se puede deducir en
general para (iii). �

Como se vio en la sección anterior, podemos utilizar las propie-
dades del producto exterior para obtener la expansión de Laplace
del determinante de una matriz por menores complementarios.

Como vimos en (2.9), el determinante de la matriz

[aij] =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 .

es dado por el producto exterior de los vectores fila de la matriz
(ver 2.8), es decir

v1 ↑ v2 ↑ v3 =
∣
∣[aij]

∣
∣e1 ↑ e2 ↑ e3.

Para obtener la expresión de este determinante, utilizamos la
propiedad asociativa del producto exterior, con lo cual obtuvimos
que

∣
∣[aij]

∣
∣ =

a33(a11a22 − a12a21)− a32(a11a23 − a13a21) + a31(a12a23 − a13a22).
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Esta es la expresión para el determinante por menores complemen-
tares tomando como pivote la tercera línea.

El hecho que el determinante sea independiente de la elección de
la línea pivote se deduce de la asociatividad del producto exterior,
ya que

v1 ↑ v2 ↑ v3 = (v1 ↑ v2) ↑ v3 = v1 ↑ (v2 ↑ v3) = −v2 ↑ (v1 ↑ v3).

como fue probado en la proposición 1.5. Por lo tanto, podemos
obtener una expresión algébrica, utilizando los productos interior
y exterior definidos en AG(3) (ver definición 1.10)

∣
∣[aij]

∣
∣ = (v1 ↑ v2 ↑ v3) · (e1 ↑ e2 ↑ e3). (2.10)
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Capítulo 3

Aplicaciones Multivectoriales

Definición 3.1. (Aplicación multivectorial)
Dado un abierto Ω ⊆ R

n. La función con valores multivectoria-
les

f : Ω → AG(n)

x 7→ f(x) =
n∑

m=0

∑

I∈I(m)

fI(x)eI
(3.1)

dónde las fI son funciones a valores reales, con I ∈ I(m) y m ∈
{0, 1, . . . , n}, son llamadas funciones componentes de f . La fun-
ción f será continua si sus funciones componentes son continuas
y f será C∞ en Ω si todas sus funciones componentes son C∞ en
Ω.

Ejemplo 3.1. En el caso que Ω ⊂ R
3 definimos la función de

valores multivectoriales para todo x ∈ Ω como

f(x) =f0(x) + f1(x)e1 + f2(x)e2 + f3(x)e3

+ f12(x)e1e2 + f13(x)e1e3 + f23(x)e2e3

+ f123(x)e1e2e3,

donde las funciones f0, f1, f2, f3, f12, f13, f23, f123 ∈ C∞(Ω).
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Definición 3.2. (Fibrado Trivial)
Sea Ω ⊆ R

n un subconjunto abierto, definimos

π : Ω× AG(n) −→ Ω
(p,A) 7→ p

la proyección al primer factor; π será llamado fibrado geométrico
trivial asociado a Ω.

Definición 3.3. (Campos Multivectoriales)
Sea Ω ⊆ R

n un subconjunto abierto. Las aplicaciones continuas
S : Ω −→ Ω × AG(n) que junto a π el fibrado geométrico trivial
asociado a Ω, hacen conmutar el siguiente diagrama

Ω S
//

1Ω
%%

Ω× AG(n)

π

��

Ω

es decir π ◦ S = 1Ω, son llamadas campos multivectoriales
(CMV) asociados a Ω. Se acostumbra escribir S(p) = (p, S̃(p))
donde S̃ : Ω −→ AG(n) es una función continua multivectorial.

Con las adaptaciones del caso podemos definir

Definición 3.4. Sea Ω ⊂ R
3 un subconjunto abierto

Definimos los j-fibrados geométricos triviales

π : Ω× 〈AG(n)〉j −→ Ω

como la proyección al primer factor o 〈AG(n)〉j-fibrado trivial
asociado a Ω.

Definimos el j-campo vectorial (j-CV)

S : Ω −→ Ω× 〈AG(n)〉j
como el 〈AG(n)〉j-campo vectorial asociado a Ω.

Γ∞
j (Ω) denotará la correspondiente familia de los j-CV C∞.
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Capítulo 4

2-Teorema de Representación
de Riesz

Queremos mostrar que es posible generalizar el 1-TRR y esta-
blecer una relación biyectiva entre formas diferenciales y campos
multivectoriales en general.

Proposición 4.1. Teorema de representación de Riesz
para funcionales bilineales antisimétricos (2-TRR)

ϕ : R3 × R
3 −→ R es un funcional 2-lineal (bilineal) antisimé-

trico (ver 1.3) si y sólo si existe M ∈ 〈AG(3)〉2 tal que

ϕ(v1, v2) = M · (v1 ↑ v2).

Demostración.
Supongamos que ϕ es un funcional 2-lineal antisimétrico. En-

tonces por el teorema (2.2), existe un funcional lineal T tal que

ϕ(v1, v2) = T (v1 ↑ v2)

Escribiendo v1 ↑ v2 como combinación lineal de elementos de la
base

v1 ↑ v2 = a12e1e2 + a13e1e3 + a23e2e3
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por lo que
(v1 ↑ v2) · eij = aij

para cada 1 ≤ i < j ≤ 3 (ver 1.1).Entonces tenemos

T (v1 ↑ v2) =
∑

1≤i<j≤3

aijT (eij)

=
∑

1≤i<j≤3

((v1 ↑ v2) · eij)T (eij)

=
∑

1≤i<j≤3

(v1 ↑ v2) · (T (eij)eij)

= (v1 ↑ v2) ·
∑

1≤i<j≤3

(T (eij)eij)

De donde obtenemos el resultado deseado

ϕ(v1, v2) = M · (v1 ↑ v2)

donde M =
∑

1≤i<j≤3(ϕ(eij)eij).
La recíproca es evidente por la multilinealidad del producto

exterior (ver 2.5). �

Corolario 4.1.1. Existe una biyección entre Γ∞
2 (Ω) y A2(Ω).

Demostración. Sea w ∈ A2(Ω). Para cada x ∈ Ω tenemos w(x) ∈
A2(Ω).

Por el 2-TRR: existe Mw(x) ∈ 〈AG(3)〉2 tal que

w(x)(v1, v2) = Mw(x) · (v1 ↑ v2)

por lo que podemos definir

Fw : Ω ⊂ R
3 → Ω× 〈AG(3)〉2

x 7→ (x,Mw(x))

donde Fω ∈ Γ∞
2 (Ω).
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Recíprocamente, sea F ∈ Γ∞
2 (Ω). Para cada x ∈ Ω tenemos

F (x) = (x,Mx) ∈ Ω× 〈AG(3)〉2.
Así, el 2-campo vectorial F induce un mapa

F̃ : Ω → 〈AG(3)〉2

donde para cada x ∈ Ω tenemos F̃ (x) := Mx ∈ 〈AG(3)〉2.
Por el 2-TRR tenemos que wF : Ω ⊂ R

3 → A2(Ω) definido

wF (x)(v1, v2) = F̃ (x) · (v1 ↑ v2)

es un funcional 2-lineal antisimétrico. �

Con ambos resultados, el teorema (4.1) y el corolario (4.1.1)
podemos establecer la siguiente relación básica entre k-formas vec-
toriales y k-campos multivectoriales:

dxi ↔ ei
dxi1dxi2 ↔ ei1 ↑ ei2

... ↔ ...
dxi1 . . . dxi2 ↔ ei1 ↑ . . . ↑ ei2

(4.1)

4.1. Ejemplo-Aplicación

Podemos utilizar el álgebra geométrica para “redefinir” las in-
tegrales de superficie

∫∫

S
FdS, donde dS es un escalar, de campos

vectoriales sobre superfícies; así como para redefinir las integrales
de flujo

∫∫

S
FdS, donde dS será un bivector.

Sea F un campo vectorial sobre S ⊂ R
n, parametrizada por

ϕ : A ⊂ R
2 → S.

∂1ϕ(u, v0) y ∂2ϕ(u0, v) son los vectores velocidad de las u-curva
y v-curva (respectivamente) sobre S que son imagenes, vía ϕ, de
los segmentos rectilíneo v = v0 y u = u0, respectivamente.

En la recta v = v0, cuando u se incrementa una cantidad ∆u
el punto ϕ(u0, v0) se desplaza a lo largo de la u-curva en S, una
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distancia aproximadamente igual a |∂1ϕ(u, v0)|∆u; análogamente
manteniendo u fija el punto ϕ(u0, v0) se desplaza a lo largo de la
v-curva en S una distancia aproximada de |∂2ϕ(u0, v)|∆v, cuando
v se incrementa en ∆v. el rectángulo en A generado, que tiene área
∆u∆v = ∆A, se convierte en una región de S que aproximaremos
por el paralelogramo generado por los vectores ∂1ϕ∆u y ∂2ϕ∆v,
dicho paralelogramo tiene por área (ver figura (4.1)

|∂1ϕ∆u ↑ ∂2ϕ∆v| = |∂1ϕ ↑ ∂2ϕ|∆u∆v

v

u

dA

(u0, v0)

∆v
∆u

(u0, v)

(u, v0)

S

R
n

dS

ϕ(u0, v0)

∆v
∆u

ϕ(u0, v)

ϕ(u, v0)

ϕ

Figura 4.1:

Por la parametrización ϕ(A) = S tenemos que F (x, y) = F (ϕ(u, v)),
y sumando el producto de estos nuevos elementos tenemos

∑

F (ϕ(u, v))|∂1ϕ(u, v) ↑ ∂2ϕ(u, v)|∆A

Por lo que podemos definir
∫∫

S

FdS := ĺım
|∆A|→0

∑

F (ϕ(u, v))|∂1ϕ(u, v) ↑ ∂2ϕ(u, v)|∆A (4.2)
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note que el miembro derecho es la suma de Riemann, entonces:
∫∫

S

FdS =

∫∫

A

F (ϕ(u, v))|∂1ϕ(u, v) ↑ ∂2ϕ(u, v)|dA

�

Sea F un campo vectorial sobre S ⊂ R
n una superfície orienta-

da, parametrizada por ϕ : A ⊂ R
2 → S.

Podemos definir el bivector infinitesimal dS como

dS = BdS

donde B es un bivector unitario en el plano tangente a S orientado
con la superficie S. Entonces

dS = BdS =
∂1ϕ ↑ ∂2ϕ

|∂1ϕ ↑ ∂2ϕ|
|∂1ϕ ↑ ∂2ϕ|dA

= (∂1ϕ ↑ ∂2ϕ)dA

con lo que definimos la integral de flujo de F sobre la superfície
orientada S

∫∫

S

FdS =

∫∫

A

F (ϕ)(∂1ϕ ↑ ∂2ϕ)dA

�
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