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Resumen

Iniciamos abordando el anélisis de una Teor{a Cuédntica de Campos (1+1) con simetria
conforme (CFT) [1] en un sistema de referencia no inercial con aceleracién constante.
Bajo esta premisa, se muestra que el valor esperado del niimero de particulas, definido
a partir de los operadores de creacién y aniquilacién del campo, en el sistema acelera-
do (espacio-tiempo Rindler derecho e izquierdo), y el vacio cudntico de la geometria
de fondo (espacio-tiempo Minkowski), obedece la distribucién de Bose-Einstein, con
temperatura proporcional al médulo de la aceleracion, antes mencionada. Asimismo,
estos resultados se confirman mediante la aplicaciéon de la Rotacién de Wick sobre la

métrica Rindler.

Luego, se determina la Matriz de Densidad para la teoria, cuyas trazas parciales
definen los estados térmicos en las regiones derecha e izquierda, a partir de la cual mos-
tramos que el vacio de la teorfa es un estado entrelazado (Einstein-Podolsky-Rosen:
EPR) de las bases del campo en las regiones estudiadas, conocido como Thermofield
Double State (T'FD) (Revisar [2][3][4]), el cual es desarrollado en detalle, a fin de
evitar cualquier ambigiiedad en su aplicacién. Esta parte acaba mostrando que la
Integral de Camino Euclidiana, que prepara el estado TF D para su evolucién, esta
definida en una variedad de topologia: 3/2 ® S*.

Posteriormente, se realiza un andlisis gravitacional, donde se interpreta la fisica de
los tensores de Riemann y Weylen d = 241 para T, = 0, cuando: A =0y A = —1/12
(Anti-de Sitter - AdS3). A continuacién, se presenta la solucién BT'Z (2 + 1) [5][6],
la cual posee Agujero Negro y es asintéticamente AdSs, y se calcula su accién eucli-
diana, sobre la cual se ha impuesto la periodicidad de los campos gravitacionales en
el tiempo imaginario 7 ~ 7+ (3, para encontrar la Funcién de Particién y obtener sus

parametros termodinamicos: entropia, temperatura y energia.

ix



X Resumen

Después, se desarrolla la geometria extendida y se construye el diagrama de
Penrose-Carter, en donde se observan dos regiones, asintéticamente AdSs, causalmen-

te desconectadas, unidas mediante un agujero de gusano (Puente de Einstein-Rosen:
ER).

Finalmente, del estudio de la teoria de campos y en amparo de la correspondencia
AdS/CFT [7][8][9], se observa que las CFT's entrelazadas, que componen el estado
TFD, son duales a las AdSs que conforman las regiones asintéticas de BTZ. Por
consiguiente, la estructura topoldgica de la variedad sobre la cual se define la Integral
de Camino Euclidiana que preparada el estado TF' D, concuerda con la mitad del
borde de BT'Z en notacién euclidiana, donde la longitud propia del tiempo imaginario
es B/2 (semicircunferencia). De esta manera, queda manifiesta la dualidad entre el
estado TF'D y la geometria extendida BT Z, mostrando asi la relacién subyacente al

Entrelazamiento Cudntico y los Agujeros de Gusano: ER = EPR.



Introduccion

Los sobresalientes trabajos de Hawking y Bekenstein, en los 70’s [10] [11] [12] [13],
mostraron que los agujeros negros, desprendidos de la Teoria General de la Rela-
tividad, poseen termodinamica. Precisamente, se evidencié que la entropia de estos
objetos es proporcional al drea de su horizonte de sucesos. De esta forma, la informa-
cién contenida en un cierto volumen se determinard a partir de su frontera. Mas tarde,
Leonard Susskind (1994) generalizaria esta idea en lo que conocemos como ‘Principio

Hologréfico’ [14], inspirado en los trabajos de ‘t Hooft [15] y Bekenstein [16].

Afios més tarde, Juan Maldacena (1998) llevé a cabo la primera realizacién, en
términos de teorias de campos cuanticos y gravedad, del Principio Holografico: La
correspondencia AdS/CFT [7] (Ademés, revisar [8][9]). Esta fundamenta la dualidad
entre una teoria gravitacional en el espacio-tiempo AdS, y una teoria cudntica de
campos, con simetria conforme CFT [1], donde esta tltima posee una dimensién es-

pacial menos, y cuya topologia se corresponde con el borde de la anterior.

En la actualidad se busca comprender la naturaleza del espacio-tiempo, a partir
de relaciones entre geometria y teoria de campos. Esta tesis encamina sus esfuerzos
en dicho objetivo, presentando al final la relacion que subyace al ‘Entrelazamiento

Cudntico’ y los ‘Agujeros de Gusano’.

Objetivos

e General: Aplicar la correspondencia AdS/CFT, con el fin de elevar la com-
presion de la naturaleza del espacio-tiempo, a partir de relaciones geométricas

duales a teorias de campos.

e Especifico: Mostrar, en base a la correspondencia AdS/CFT, la dualidad entre

el entrelazamiento cudntico y los agujeros de gusano: ER = EPR.






Capitulo 1

Del plano a las cunas:

Espacio-tiempo de Rindler

En este capitulo realizaremos la construccién detallada de la transformacién de
coordenadas entre el sistema inercial (¢,x) y aquel bajo aceleracién constante (7,£),

denominado Rindler (Revisar [17]). Ambos sobre el mismo fondo: Minkowski.

1.1. Observador acelerado en fondo plano

Sea x# = (2% 2') = (t;z)! la posicién? de un sistema acelerado, visto desde un

sistema inercial en un fondo plano, Minkowski (1 + 1), con métrica diagonal:

Nuv — (_151) (1.1)

Si bien, la velocidad espacial de un sistema no inercial es variable, se pueden efec-

tuar las transformaciones de Lorentz para cada instante.

Considerando la siguiente velocidad espacial para cada valor de t: v = v(t) = v =

~(t). Entonces, la velocidad sera:

dz® dx!
b= (uut) = [ —— = 1.2
w = ) = () (1.2
Donde:

t
T = - 1.3
5 (1.3)
v o= (-0 (1.4)

IEn toda la tesis usaremos unidades naturales: G =k =c=h = 1.
2Al referirnos a la posicién, velocidad, aceleracién, etc., estaremos haciendo referencia a vectores
espacio-temporales. Por otro lado, al referirnos a magnitudes espaciales, lo especificaremos.

3



Del plano a las cuiias:
4 Espacio-tiempo de Rindler

Luego, se obtiene:

u' = (y;yv) (1.5)

Su longitud sera:

Nuuru” = v, = —1 (1.6)

Tomando la derivada de la expresién anterior, se tiene:

a'u, =0 (1.7)

Donde a* = (a% al) es la aceleracién.

Considerando que el sistema no inercial se desplaza con aceleracién espacial cons-
tante g > 0. Entonces, para el observador situado en el origen de dicho sistema,

tendremos:

v = 0 (1.8
v =1 (1.9)
Luego, en su perspectiva:
@ = (0:9) (1.10)
dg
-~ =0 1.11
o (1.11)

Asimismo, en virtud de las transformaciones de Lorentz en cada instante, podemos

aplicar la invariancia de la longitud de la aceleracion:

a'a, = a’ag + a'a; = ¢ (1.12)

Expresando (1.6), (1.7) y (1.12) en términos contravariantes:

_(u0)2 + (u1)2 = -1 (1.13)
—a%u® + a*u' 0 (1.14)
—(@®)?*+ (a")? = ¢° (1.15)



1.1 Observador acelerado en fondo plano 5

De estas tres expresiones, obtenemos:

1 0
a = gu
0 ) (1.16)
a’ = gu
Derivando respecto de 7 y aplicando las mismas igualdades:
d?u°
= g2u°
o (1.17)
d*u 2,1
arz I
Donde, parat =0 — 7 = 0, se tiene v = 0. Esto implica:
u(r=0)=(1;0) (1.18)
a(r = 0) = (0;9) (1.19)

Solucionando la ecuacién diferencial para u’ y u!, y aplicando las condiciones en

t = 0, obtenemos:

1

u = sinh (g7)

_(‘33:1
T o

1.20
e )
T or

u = cosh (g7)

Integrando:

1
x = — cosh (g7)
‘i (1.21)
t = —sinh (g7)
g

(1.21) es el mapeo dado por un observador en el origen del sistema inercial (¢, z)
respecto de la posicion de otro situado en el origen del sistema bajo aceleracién cons-

tante g, donde 7 es el tiempo propio de este tltimo. Adem4s:

1
-1 = 7 (1.22)
t
- = tanh (g7) (1.23)



Del plano a las cuiias:
6 Espacio-tiempo de Rindler

Asimismo, de (1.21), como era de esperarse:

ds® = —dt* + dz* = —dr? (1.24)

Donde 7 es el tnico valor del elemento de linea del sistema no inercial. Adem4s,
en dicho sistema la métrica es independiente de 7. En consecuencia, 0, es un vector
Killing:

ot ox

0- g(x0; +t0,) (1.26)

El cual, mientras genera traslaciones temporales en Rindler, en Minkowski, Boosts.

Dicho vector Killing puede escribirse en componentes contravariantes:

b= (b%0") = (g3 gt) (1.27)

Por otro lado, la transformacién (1.21) sélo concierne a la regién |¢| < x, denomi-
nada ‘cufia derecha’ (regién I en la Figura 1.1), la cual es una porcién de la geometria
de fondo: Minkowski.

Para definir la transformacién adecuada para la ‘cutia izquierda’ (regién IV en la
Figura 1.1) se debe analizar el comportamiento del vector Killing b* en las regiones
LI IIT y IV.

Figura 1.1: Regiones del espacio-tiempo Rindler



1.1 Observador acelerado en fondo plano 7

Las regiones (espacio-temporales) mostradas en la Figura 1.1 estdn determinadas

por las siguientes desigualdades:

1.28
1.29
1.30
1.31

I @ —z<t<z
II . z<tn-—-ax<t
11 . t<axnNt< —x

/—\/—\A/—\
—_ — =

IV . z<t<—=x

Luego, la longitud de b* sera:

Wb, = —g°2® + ¢*t* = g(t + z)(t — z) (1.32)

De (1.28), (1.29), (1.30) y (1.31), b*, tal como se presenta en (1.32), serd en cada

region:

I : b, <0 — Tipo— tiempo
11 : b"'b, >0 — Tipo — espacio
I : b"b, > 0 — Tipo — espacio
IV b"b, <0 — Tipo — tiempo

La longitud de v* (1.32) es nula en las fronteras x = =+¢. Por lo tanto, dichas
fronteras son los horizontes Killing.

De lo visto, hasta el momento, inferimos que la transformacién de z = x(7) para

la regién IV (cuiia izquierda) definida por (1.31), donde = < 0, serd:

1
x = —gcosh (g97) (1.37)

No obstante, para definir la transformacién ¢ = ¢(7), en la misma regién (IV), se

debe analizar si 7 se dirige hacia el pasado o futuro de ¢, a partir de b*.
Para ello, usamos el vector unitario temporal:

9, — t" = (1;0) (1.38)



Del plano a las cuiias:
8 Espacio-tiempo de Rindler

Luego:

» b* sera dirigida al futuro de ¢ si b#¢, < 0.

= b serd dirigida al pasado de ¢ si b*t, > 0.

De la definicién de b (1.27) y t* (1.38), para IV (z < 0) se tiene:

bt = (gx; gt) - (=1;0) = —gz > 0 (1.39)

Por lo tanto, en IV, 7 evoluciona en direccién opuesta a t. De esta manera, la

transformacién z = z(7) y t = t(7) en dicha regién (IV: |¢| < —x), seré:

1
x = ——cosh (g7)
91 (1.40)
t = ——sinh (g7)
g

De la misma forma, para I (z > 0), tenemos que b*t,, < 0. Por lo tanto, 7 y ¢ evolu-

cionan en la misma direccidn, lo cual resulta obvio a partir de la transformacién (1.21).

Por otro lado, de (1.24), apreciamos que las transformaciones (1.21) y (1.40), quie-
nes definen el mapeo al sistema propio del observador acelerado, mantienen invariantes
las geodésicas nulas, i.e., podemos insertar conos de luz para analizar la estructura

causal de las regiones bajo estudio (Figura 1.2).

AN
N/
N

/

Figura 1.2: Estructura causal del espacio-tiempo Rindler y evolucién de 7 en las cufias derecha
e izquierda.



1.1 Observador acelerado en fondo plano 9

De la Figura 1.2 se observa:

= Las regiones II y III son causalmente equivalentes a los agujeros negro y blanco,

respectivamente.

= Las fronteras x = =+t son causalmente equivalentes a los son horizontes de

sSucesos.

= Las regiones I y IV estan causalmente desconectadas.

Luego, mientras que en las regiones I y IV, b* es tipo-tiempo, en II y III, tipo-
espacio. Por tal motivo, en estas ultimas, la signatura de 7, en la métrica, cambia de
— a + al ingresar al interior de las regiones I y III. Adem4s, en la regién IV, 7 evo-
luciona hacia el pasado de t, tal como sucede en el andlisis de la geometria extendida
de Schwarzschild.
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1.2. De Minkowski (¢,x) a Rindler (7,¢)

De la seccién anterior, (1.21) y (1.40) tnicamente brindan el mapeo para la posi-
cién de un observador situado en el origen del sistema no inercial. No obstante, esto
no permite analizar completamente su perspectiva, solo proporciona informacién del
tiempo propio 7. Por tal motivo, es importante introducir las coordenadas espacio-

temporales para el sistema de referencia bajo aceleracién constante g.

Para ello, las transformaciones hiperbdlicas (1.21) se expresan en términos expo-

nenciales®:

ed” +e 9T

v o= Lt (1.41)
T _ e

to= L (1.42)

T o= t+a (1.43)
T = t—uz (1.44)
Luego:
;o= 2t (1.45)
2
v—u
= 1.46
s = (1.46)
De (1.41)-(1.46), se identifica:
eI’
o= — 1.47
; (1.47)
e 97
u o= - 1.48
; (1.48)

Despejando 7 en (1.47) y (1.48), y sumando dichos resultados:

s ()

Las coordenadas nulas para el sistema de referencia bajo aceleracién constante g,

3El tratamiento es andlogo para (1.40). Por lo tanto, se extrapolaran los resultados del anslisis
en curso.
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seran:

v = 7+4¢ (1.50)
u o= T-¢ (1.51)

Donde £ es la coordenada espacial que se ha asignado al sistema de referencia
no inercial. De esta forma, este marco de referencia adquiere un sistema coordenado

completo (7;&).

Luego:

v+u

= 1.52
r= 2 (152
v—u
= 1.53
e = U (1.53)
De (1.49) y (1.52), identificamos:
0 Lo (1.54)
T o= -e .
g
T = Lo (1.55)
P .
De (1.45), (1.50) v (1.51):
1 1
t = —ed— —e (1.56)
29 29
¢ = Lot _ L a9 (1.57)
29 29
Se obtiene:
egg egT — efg‘r
=" (T 1.
g ( 2 ) (159
De (1.46), (1.50) y (1.51):
1 1
— 9V o gu 1.
x 2ge + 296 (1.59)

e = Lesrreo 1 a0 (1.60)
9
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Del plano a las cuiias:
Espacio-tiempo de Rindler

Se obtiene:

(1.61)

edT + e 97
2

Dadas las formas exponenciales de las funciones hiperbdlicas, de (1.58) y (1.61),

tenemos:
r =
t =
De (1.62):
22 _ 42

e98
— cosh (g7) (1.62)
g
e9¢
o sinh (g7) (1.63)
e29¢
= tanh(g7) (1.65)

El mapeo (1.62) entre las coordenadas del sistema de referencia inercial (¢,z) y

el no inercial (7, ) estd definido en la regién I, donde habita el observador acelerado
(Cuna derecha: [t| < z), de la Figura 1.3, obtenida de (1.64) y (1.65).

Figura 1.3: Cuiia derecha del espacio-tiempo Rindler con g constante. Las lineas rectas son
aquellas a 7 constante, mientras las hipérbolas, a £ constante.
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Luego, de (1.62) se obtiene el elemento de linea del espacio-tiempo Rindler (7, ¢&):

ds® = €295 (—dr? + d¢?) (1.66)

Como podemos ver en la métrica, al igual que en la seccién anterior, esta es inde-
pendiente de 7; por tal motivo, y en vista a las transformaciones (1.62), se obtiene el

mismo vector Killing (1.27): b* = (gx; gt).

Ademss, de la longitud de b* y su producto con el vector unitario temporal t* =
(1;0):

b* es un tipo-tiempo, dirigido hacia el futuro de ¢ en la regién I.

b* es un tipo-tiempo, dirigido hacia el pasado de t en la regién IV.

= b* es un tipo-espacio en las regiones I y III.

b* es tipo-luz (nulo) en las superficies = 4t (horizontes Killing).

Para la cuna izquierda del espacio-tiempo Rindler, definida en la regién IV, donde

habita el observador acelerado, (|t| < —x, Figura 1.4):

Figura 1.4: Cuiia izquierda del espacio-tiempo Rindler con g constante. Las lineas rectas son
aquellas a 7 constante, mientras las hipérbolas, a £ constante.

La transformacién sera:

98

x = —?cosh(gT) (1.67)
edé

t = ——sinh(g7) (1.68)
g

Esta transformacién, obviamente, genera el elemento de linea (1.66) y cumple las
relaciones (1.64) y (1.65).
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1.3. Observaciones Finales

Las regiones I y IV, dadas por |¢| < £z, denominadas cufias derecha (+) e izquier-
da (—) del espacio-tiempo Rindler, causalmente desconectadas, definen las zonas de
acceso para los observadores bajo aceleracién constante sobre el fondo de Minkowski
(I1+1).

Ademis, la percepcién del sistema no inercial se interpreta a partir de la geometria

del espacio-tiempo Rindler (7,£), el cual es conforme a Minkowski (1.66):

G = €%, (1.69)

Por lo tanto, se mantienen invariantes las geodésicas nulas (Apéndice B). De esta
forma, es posible introducir los conos de luz, igual que en la Figura 1.2, e interpretar

la estructura causal determinada por la métrica:

ds® = €298 (—dr? + de?) (1.70)

Tenemos:

= Las regiones II y III son causalmente equivalentes a los agujeros negro y blanco,

respectivamente.

= Las fronteras x = =+t son causalmente equivalentes a los son horizontes de

Sucesos.

= Las regiones I y IV estdn causalmente desconectadas.

Finalmente, de todo lo expuesto, estamos en condiciones de establecer la teoria de

campos sobre las geometrias estudiadas. Lo cual serda materia del siguiente capitulo.



Capitulo 2

De la perspectiva no inercial

para un fondo plano:
Efecto Unruh

En este capitulo analizaremos la perspectiva fisica del observador no inercial res-
pecto del vacio en la geometria de fondo. Ademas, mediante la aplicacién de métodos
Euclidianos desarrollaremos en detalle la construccién del Thermofield Double State

y encontraremos el vinculo entre geometria y termodindmica.

2.1. A la Lorentz

2.1.1. Campo escalar real

La accién del campo escalar real sobre un fondo 1+1 con métrica g, (Revisar
[18]) es:

I= /dtdx\/?gc = /dtdx@(—;g“”8#¢8u¢ - ;m2¢2> (2.1)

La ecuacion de movimiento obtenida se denomina Klein-Gordon:

(=02 + 82 —m?)p — (O—m?)p=0 (2.2)

15
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Realizando el proceso conocido como segunda cuantizacién, el operador de campo

escalar cudntico!, expresado en modos de fourier, sera:

$(at) = / T aet e + af (b)) (2.3)

oo VATwWy

Los operadores a'(k) y a(k), de creacién y aniquilacién, respectivamente, satisfa-

cen:

Separando la expresién para el operador de campo en k > 0y k < 0:

[ dk i, .
o) = [ (e +al (e

1 /0 i (a(k)e™ ™ 4 af (k)e~™*"=u)  (2.6)

oo VATwy

Cambiando k& — —k en el segundo término, podemos expresar el operador de

campo cudntico de la siguiente forma:

°  dk ) )
(;5(%”) :/ — (a(k)ez(—wt-i-kx) +af(k)e—z(—wt+kac)
0 V k

+bkei(—wt—kx) +bT(k)e—i(—wt—kx)) (2_7)

Donde b(k) = a(—k).

2.1.2. Simetria conforme: m =0

Dada la transformacién conforme? [1]:

G = g, — G =Q g (2.8)

V=i=0/=g (2.9)

Notamos que la accién (2.1), debido al término de masa, no es invariante bajo

dicha transformacion.

1Por simplicidad, no usaremos sombrero en los operadores, asumiendo que el lector conoce la
nomenclatura: ¢ = ¢ y a(k) = a(k).
2En 1+ 1, la dimensién de escala del campo escalar no masivo es cero: A = 0.
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Por lo tanto, haciendo m = 0 en (2.1):

I= /dtdx\/—igﬁz /dtdmﬁ(—;g“’ﬁ”d)ayqb), (2.10)

Nos aseguramos de obtener una accién invariante bajo transformaciones confor-

mes?, i.e., una CFT:

I= / dtdz/—gg"" 9,0, ¢ — / dtdzQ?/—gQ % g" 9,0, ¢ = I (2.11)

Como sabemos, la métrica del espacio-tiempo Rindler g,,,, es conforme a Minkowski

Nuv:

ds* = €%9%(—dr? + de?) (2.12)

Por lo tanto, en Minkowski (¢,«) y Rindler (7,&) se tendrd la misma ecuacién de

movimiento:

Oo(t, z) = Og(7,§) =0 (2.13)

2.1.3. Modos de fourier y producto interno

Debido a la invariancia conforme, nuestro operador de campo cuantico en Min-

kowski y Rindler (cuiia derecha o izquierda) * sera:

P(t,r) = /OOo dw(a(w)fu + a’ (W) £ + b(w) g + b (w)gs) (2.14)
(1) = /O ” dw(c(w)he + (WA + d(w)je + dT (w)5) (2.15)

En ambas expresiones, los operadores de creacién y aniquilacién,

{aw,ai,bw,bL,Cw,CI},dw,dI} (216)

Satisfacen las relaciones de commutacién (2.4) y (2.5).

3El tensor de energfa-momento para el campo escalar real sin masa en 141 tiene traza nula.
Evidentemente, estamos ante una teoria invariante de escala.

4En ambas cufias se tiene el mismo elemento de linea que define el factor conforme a Minkowski.
Por tal motivo, en cada una de dichas regiones existe un operador de campo acorde con (2.15).



De la perspectiva no inercial para un fondo plano:
18 Efecto Unruh

Ademéds, los modos de fourier, tal como se mostré en (2.7), seran:

efiw(tfx)

fo=—F— (2.17)

4w
efiw(ter)
Jo = —F/— (2. 18)

By = —— (2.19)

oo = —— (2.20)

Los modos f,, son identificados como aquellos que van hacia a la derecha, mientras
que los modos g, lo hacen hacia a la izquierda (lo mismo para h,, y jw, respectiva-
mente). Ademads, cada uno de ellos representa una base completa para el operador de

campo Klein-Gordon.

Se define el producto interno de Klein-Gordon:

(st i= =i [ day/=glha@iti) ~ (Oh)1) (2.21)

Por ejemplo, para el modo (2.17) en frecuencias w y w’:

) J efiw(tfx) 9 6iw'(t7:v) b efiw(tfz) eiw'(tfr)
(oo fur) = 71/ v Varw ot Varw! a 6t< Varw > Varw!
eit(w'—w) e—iz(cu'—w)

=—— (W +w / dp————
2vVw'w ( ) 2w
Obtenemos:

(fur fur) = 0(w' —w) (2.22)

Procediendo de forma similar, encontramos los siguientes productos:

(fosfor) = d(w—u) (2.23)
(fofo) = —dw—u') (2.24)
(forfwr) =0 (2.25)
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(9o 9ur) = O(w—u) (2.26)
(95,95) = —O(w—w) (2.27)
<g:;7gw'> = <gwag::’>:O (2'28)

Ademids, notamos que los modos hacia la derecha e izquierda se encuentra desaco-

plados:

(fu, 9ur) = (f, 92) = 0 (2.29)

Para los modos de fourier en Rindler {h;j}, los resultados son andlogos.

Dada la forma del producto interno (2.21), su complejo conjugado cumplird la

siguiente propiedad:
<kw7pw’>* = _<k:;7p:;’> = <pw’a kw> (230)

2.1.4. Transformaciones de Bogoliubov

Las coordenadas nulas {@, 0; u,v} para Minkowski (¢, 2) y Rindler (7, &), serdn:

i=t—ux (2.31)
D=t+x (2.32)
u=1-¢ (2.33)
v="T+E (2.34)

De esta forma, la transformacién de coordenadas:

_ Ox”
T QxW

Nos permite encontrar las ecuaciones de movimiento (2.13) en coordenadas Nulas.

O d, (2.35)

Por ejemplo, para Minkowski:

ou o0v
Oy = %8— + @61—) =—0s+ 0y (237)

ox " Oz
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Haciendo lo mismo para Rindler, obtenemos las siguientes ecuaciones de movi-

miento en coordenadas nulas:

OOy = 0 (2.39)

Luego, para Minkowski y Rindler, respectivamente, los operadores de campo de

seran:

Dada la ecuacién de movimiento (2.38) (lo mismo para Rindler (2.39)), notamos
que los operadores correspondientes a los modos hacia la derecha ¢(@) e izquierda

¢(?) se encuentran desacoplados, tal como se infiere de (2.29).

Donde los modos de fourier correspondientes a cada uno de dichos operadores
desacoplado, acorde con (2.17) y (2.18), serdn:

fw = \/m (2'42)
go=— (2.43)
Expresando ¢(@) y ¢(0) en dichas bases:
o0 = [ dula)f, +at()12) (2.44)
00) = [ duwb)g + ()) (2.45)
0

Sumando ambas expresiones, para reproducir (2.40), obtenemos el resultado espe-
rado (2.14). De forma analoga para Rindler, acorde con (2.19) y (2.20):

he = (2.46)

i~
q
&

4]
L
€
<

(2.47)

[N
3
&
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Se obtienen los operadores desacoplados:

Pu) = /OOO dw(c(w)hy + c! (w)hE) (2.48)

o(v) = / " deo(d(w)jo +dH@)70) (2.49)

Donde, la suma de estos tltimos reproducen el resultado esperado (2.15).

Comparamos las expresiones correspondiente a los modos viajando a la derecha
en Minkowski y Rindler®, {¢(u), ¢(u)}, (el andlisis para {¢(v), ¢(v)} es andlogo):

/ T dwla()fu +al @) f2) = / A (e + @) (250)
0 0

Podemos expresar los modos de Rindler en funcién de aquellos en Minkowski

mediante las transformaciones de Bogoliubov (Revisar [18]):

hor = / dQcw afo+ B 0fd) (2.51)
0

Podemos obtener los coeficientes de Bogoliubov oy, y B.q usando el producto

interno de Klein-Gordon:

(har f) = / 0w 0(far fu) + Bur 0 (Fiss fu)

= / dQa qd(Q—w) (2.52)
0
Obtenemos:
<hw’ ) fw> = Quw (253)

De forma similar:

<hw'7 f:;> = 7ﬂw’ w (254)

5Los modos fu y gw estdn presentes en todo el espacio-tiempo; ya que, estdn definidos para el
campo en Minkowski. Ademds, dadas las transformaciones de coordenadas (1.62) y (1.67), el espacio
de Hilbert de la teorfa (Minkowski), donde yacen las bases del operador de campo ¢(t,z), serd el
producto tensorial de los espacios de Hilbert de las teorias en cada cufia (Rindler D e I); ya que, en
cada una tenemos un operador de campo ¢(1,&):

H=HP oH!
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De los dos productos usados para determinar los coeficientes de Bogoliubov y la

propiedad (2.30), tenemos:

<fw7hw’>
<fWa h::’>

De esta forma, obtenemos los modos
Rindler:

fo = / dQ(at ha — Bauhl)
0

en Minkowski en funcién de aquellos en

(2.57)

También podemos obtener los operadores de creacién y aniquilacién de Rindler en

funcién de aquellos en Minkowski (y vicerversa) gracias a los coeficientes de Bogoliu-

bov. Para ello, insertamos (2.57) en la expresién (2.50):

/0 T dwlal)fo + at@)f)

/dw
0

a(w)/o dQag  ha — Bawhs)

tat(w) / danuhh — 65 ,he)
0

Reordenamos y comparamos término a término con el lado derecho de (2.50):

~ [ " duw(adyalw) - Byval (@))he
/ d 0
0

+/ dw(agwaT(c«)) — Bawa(w))hg 0
0

Tenemos:

Q) = /Ooodw(ag‘)wa

(@) = Birat (@)

oo

dQ(c(Q)hg + ¢ (Q)hy)

(2.58)
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Andlogamente, insertando (2.51) en (2.50), se tiene:

o) = [ dSan el + 55 (@) (2.59)

Finalmente, insertando (2.57) en (2.51):

00 aw/Q/ dw(al, ghw — Buwahl)

B :/ dQ 000 (2.60)
0 +Buw 0 dw(ayahy, — B ohw)

0

Agrupando términos y comparando con el lado izquierdo, obtenemos las siguientes

propiedades para los coeficientes de Bogoliubov:

/ dQaw 00lq = Buoabla) = d(w-uw') (2.61)
0

Oyt Qﬁw Q = ﬂw/ Q0 Q (262)

2.1.5. Efecto Unruh

Si bien podemos expresar el operador de campo ¢ en las bases (t,z) y (7,§), ain
no hemos dicho nada acerca de la diferencia en la percepcién de los fenémenos fisicos
entre ambos sistemas; ya que, mientras Minkowski es un sistema inercial, Rindler, no.
Maés atn, la geometria de Rindler contiene una estructura causal similar a la de un

agujero negro eterno.

Por tal motivo, con el fin de describir la variacién de perspectiva entre dichos
sistemas de referencia, evaluaremos el valor esperado del nimero de particulas con
energia w en la cuna derecha de Rindler para los modos viajando a la derecha, en el

vacio de la teoria sobre la geometria de fondo (Minkowski):

(0| NR(W)[0ar) = (Onre! (w)e(w)|0nr) (2.63)

Insertando (2.58) en la expresién anterior:

(00| N ()08 = (O] / T a9 (0pal () - Bugra())

/0 1905 0a(Q) — B 0a" (@) [0r)  (264)

SEl procedimiento para la cufia izquierda es andlogo, de igual forma con los modos hacia la
izquierda, por tal motivo sélo extrapolaremos los resultados obtenidos en esta seccién.
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Usando la accién de los operadores de aniquilacién y creacién para el campo escalar

en Minkowski, a(Q) y af(£2), sobre el estado de vacio:

a(@)[0y) = 0 (2.65)
a’(Q) 0ar) 1102 (), (2.66)

Llegamos a la siguiente expresion:

(001 N (w)[0n) = / 740 o (2.67)

Donde la integracién se realiza sobre todo el espectro de energia {2 en Minkowski.
Por tal motivo, es de esperarse que dicha integral sea divergente, tal como veremos

mas adelante.

Por otro lado, si calculamos el valor del nimero de particulas con energia w en

Minkowski Ny (w) respecto del vacio del mismo sistema:

(02| Nag|0ar) = (Oar]a’ (w)a(w)|0ar) = 0 (2.68)

Encontramos que las expresiones (2.67) y (2.68) varfan debido a Squ, el cual,
como podemos ver en (2.51), es responsable de combinar modos de norma positiva fo
y negativa f¢. Por lo tanto, cuando fq, = 0, los modos de Rindler /, se pueden ver
como una combinacién lineal de aquellos en Minkowski, ambos con norma positiva o

negativa:

hw/ = /OOO dQ(aw/ QfQ) (2.69)

. = / 0ot o f5) (2.70)
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Por lo expresado anteriormente, resulta importante conocer el valor de B, v sus
implicancias fisicas. Para ello, usaremos en la expresién (2.50) las formas explicitas
de f, y hy dadas en (2.42) y (2.46):

0 e—iwﬁ eiwﬂ
d +al } =
/0 “ {a(w) Varw al(w) 4w

i(u) = — (2.72)

Entonces, ambos lados de la expresién (2.71) son funciones de u. Luego, con la
finalidad de obtener, la misma frecuencia angular €2 en ambas expresiones, aplicamos

la transformacién de fourier:

ee] du . ee] e—iwﬁ eiwﬁ
_ _ptiiu d +T :|:
/_oo o “{”(“)\/m )

es} du o /OO , /efiw'u ; , eiw'u
—t Y dw' |c(w +c'(w 2.73
| e | [( S (W) (2.73)

Reordenando el lado derecho de la expresién anterior:

> duw N [0 du / *© du /
@B iu(Q—-w’) too W i (Q+w’) 2.74
0 M{C(w)/ e +c(w)1wzﬂe ] (2.74)

— 00

De la definicion de la delta de Dirac:

Q- = / ;Z—uei“(ﬂf‘”/) (2.75)
T

— 00

Despejando en (2.73), obtenemos:

c(Q) = /Ooodw [(/Z ;l:\/feim““))a(wn
(/Z ;l::\/fei(ﬂuﬂ’“))ﬂ(w)] (2.76)
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Comparando término a término con (2.58):

o0

() = A dw(ag,a(w) — B a0t (@)

Los coeficientes de Bogoliubov serédn:

[ [ du .
* — se P i(Qu—wa)
Qw w /,oo o

B;} - _ Q/OC dﬁei(ﬁu+wﬁ)

w J_ o 2m

Resolviendo las integrales:

Qmr

/°° U i Qu-wa) _ f(&)’%p _i
27 2mg \w g

/°° A ouwm _ € (9)%(_”2)
oo 2T 2mg \w g
De (2.78)-(2.81), tenemos:
* 1.4 *
aq, = —€9 ﬁﬂw

Usando (2.82) en la propiedad de los coeficientes de Bogoluibov (2.61):

5(9_9/) = / dw (CEQ/UJOKEW - 59’&)6;2“1)
0

(@' +Q)n

= /0 dw (6 9 BQ’WBS*]UJ - /BQ,W/BE-SUJ>

Despejando:

1

Q"+
g

5(Q-Q) = / dw Bey B
1 0

e

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

Haciendo ' = , notamos, tal como se mencioné anteriormente, que la integral

diverge debido a la integracién sobre todo el espectro de energia w en Minowski. No

obstante, la cantidad que acompartia a §(0):

(2.86)
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Se interpreta como la densidad del valor esperado del niimero de particulas en la
cufia derecha’. La cual es, precisamente, el valor esperado del nimero de particulas

con energia () para la distribucién de Bose-Einstein:

_ (2.87)

et —1

Por lo tanto, el observador en la cuna derecha de Rindler percibe el vacio de la
geometria de fondo (Minkowski) como un colectivo candnico de particulas bosénicas
con Spin = 0 (debido al campo escalar ¢) con masa nula, cuya temperatura es pro-

porcional a la aceleracién de dicho sistema:

h,
r_9 _ M
2m 27mckg

(2.88)

Este resultado se denominada Efecto Unruh [19].

"Dicho resultado serd comprobado en la subseccién 2.2.5 mediante el uso del formalismo de la
matriz de densidad aplicada a la cuna derecha
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2.2. A la Euclides

2.2.1. Integral de camino Euclidiana

La amplitud de transicién debido al operador de evolucién e %t
(d(zgity = 1)|$(woito = 0)) = (dsle™""|go) (2.89)
Se puede expresar mediante la integral de camino:
e d(t)=dr .
(Prle™ o) = / Dee’ (2.90)
$(t=0)=¢o

Donde los limites de integracién corresponden a los estados inicial y final, e I es
la accién de la teorfa I = [ dtdz .

Si definimos los estados inicial y final sobre foliaciones espaciales (tg =0y ty =t)
con topologia ¥ = S'. Al propagar el estado inicial en el tiempo, la topologia del

espacio-tiempo sera:

Rl@Y~=R!® St (2.91)

Por lo tanto, la amplitud (2.90) se representara de la siguiente forma:

Df)

(brle o) <> t (2.92)

|$0)

Por otro lado, la integral de camino también se puede desarrollar en signatura

Euclidiana. Para ello se realiza la rotacién de Wick (Apéndice C):

tp =it (2.93)

La propagacion del estado inicial se dard en el tiempo Euclidiano:

(d5le” "] 0) (2.94)
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Introduciendo (2.93) en il, para el campo escalar real ¢, tenemos:

o 1/06\> 1, o 1
il = z/dtdx [ () —=(Vo)" — m2¢2]
2\ Ot 2 2
2
= —/thdx [; <8ati> + %(V¢)2 + ;mQQSQ] (2.95)

Definimos la accién Euclidiana:

2
Ip = /thd:c [; (;i) + %(V(b)z + ;m2¢2] (2.96)
Notamos:
il = —Ig=—Htg (2.97)
Donde:
2
i fauly(o2) e s s 299

(3] (2.99)

Il
—
U
~
&

De esta forma, al realizar la rotacién de Wick (2.93) sobre la amplitud (2.90),

obtenemos (Revisar [20]):
(te)=0;

(sl 100} = /¢(t —0)=¢ Dge* (2.100)

De igual manera, podemos definir los estados |¢) con topologia ¥ = S* sobre las

foliaciones tg =0y tg:

R @Y =R, ®S' (2.101)
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Luego, la amplitud (2.100) se representard de la siguiente forma:

D7)

(dsle™M=lgg) <> tg (2.102)

[aX))

Por otro lado, al propagar el estado |¢) desde tg = —T hasta tg =t = 0:

[W(t=0))=e T Yty = -T)) (2.103)

Establecemos la integral de camino Euclidiana con el limite de integracién superior

indefinido:
P(tp=0)

ol =0) = T w(tr = 1)) = | Dye1s (2.104)
Y(tp=—T)=¢

De igual manera, si la foliacién tg = 0 posee la topologia X, el estado (2.103) se

representara de la siguiente forma:

[(t=0)) =e T |p(tg = -T)) <>

De esta forma, al no establecer el limite superior de la integral de camino, defini-

mos el estado |¢(¢t = 0)) sobre la foliacién con topologia X.

Evidentemente, la integral de camino Euclidiana preparard el estado |¢) (desde
tp = —T hasta t = tg = 0) (2.103) para su evolucién en el tiempo Lorentziano
t (Minkowski), a partir de t = tg = 0. Por ende, el estado [¢(t)) serd obtenido

realizando la evolucién temporal en dos etapas:

[(t)) = e e T y(tp = —T))] (2.106)
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Y se representa:

(1)) = e [em T p(te = ~T))] <> T (2.107)

2.2.2. Estado de vacio

Para obtener el estado de vacio de la teorfa |0), propagamos el estado |¢) desde
g=-T hastatg =t=0:

6(te = 0)) = e T |p(tp = ~T)) (2.108)

Expresando |¢(tg = —T')) en la base del hamiltoniano H:

olin = ~T) = 2 n) (ot = ~T) = N oulte = -T) ) (2109

De (2.109) en (2.108), tenemos:

6t =0)) = Ze*HTm(tE =-T)n) (2.110)
= Ze EnTy (tp = —T) |n) (2.111)

Tomando el limite T — oo (tg — —00):

lim |¢(tg =0)) = lim Ze EnT g (tg = —T)|n) (2.112)

tg——o0 T~>oo

En la exponencial negativa, el autovalor F,, crece con n. Entonces, para un T lo
suficientemente grande el inico término que contribuird en la sumatoria sera el estado

base:

lm |¢(tp =0)) ~ e Folpy(ty = —T)]0) (2.113)

tp——00
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Ademds, de:
b(te =0)) = e T |g(tp = ~T)) (2.114)
Yoonlte=0)n) = Y e o, (ts = -T)n) (2.115)
Para n = 0:
do(te = 0)[0) = e T (tp = ~T)|0) (2.116)

Entonces, en (2.113):

m [6(tg = 0)) = ¢o(tp = 0)|0) (2.117)

Luego:
0 o« lim_[6(tz = 0) (.11
o lim e 1T |p(ty = —T)) (2.119)

Dado el operador de evolucién temporal (Euclidiano) y el valor de ¢y en el estado

inicial (tg — —00), tendremos que |0) serd definido en tg =t = 0:

0(t=0)) o / pe Dge~ 17 (2.120)
— ; .

(tE—)—OO):O

Donde, en el limite inferior hemos usado (2.118), tal que:

bty — —o0) =0 (2.121)

2.2.3. Funcién de Particién

La funcién de particién Z(3) se define:

Z2(B) =Y e =% (nle™|¢n) (2.122)

n

Donde § es la inversa de la temperatura: 8 = T71.
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Notamos que, a diferencia de la integral de camino Euclidiana (2.90), en este caso
el estado final serd el mismo que el inicial. De esta forma, es evidente la periodicidad
de los estado |¢,,) en G:

te ~tp+ B = |on(t)) = |dn(te + B)) (2.123)

Por lo tanto, es facil notar que la funcién de particién Z(8), en términos de la

integral de camino Euclidiana, sera:

Z(B) =Y ($nle™ " |on) :]i Dge = (2.124)

Donde:

8= fth (2.125)

Y se presentara:

)

Z2(8) =) (dale™™lon) <> 5 (2.126)

n

|On)

2.2.4. Singularidad coénica y temperatura asociada

Aplicando al rotacién de Wick en la métrica de Rindler, obtenemos el elemento

de linea de Rindler en signatura Euclidiana:

ds? = €295 (dr} + de?) (2.127)

El cual, mediante el cambio de variable visto en el Apéndice C, es el elemento de

linea para las coordenadas polares (6, p) del plano Euclidiano:

ds% = p*df* + dp? (2.128)

Donde, a fin de evitar la singularidad cénica en el origen del plano polar, debemos

imponer la periodicidad en 6:

0~0+2r (2.129)
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Dicha condicién de suavidad hace manifiesta la periodicidad de 75:

2
T~ TR+ (2.130)
g

La cual es precisamente la cantidad S (inversa de la temperatura) que vimos en

al subseccién concerniente a la Funcién de Particiéon 2.2.3.

Por lo tanto, la condicién de suavidad impuesta sobre el plano polar, fija el valor de
la periodicidad § en el tiempo Euclidiano. La cual, establece el valor de la temperatura

para el colectivo canénico de la teoria:

T=5"1= % (2.131)

2.2.5. Matriz de densidad

La matriz de densidad pura (Apéndice D) para el estado de vacio en Minkowski

sera.:

PM ‘= |OM> <0]V[| (2.132)

Sabemos:

H=HoH! (2.133)

Por lo tanto, la base del operador de campo en Minkowski, en términos de aquellos

en las cunas derecha e izquierda de Rindler sera:

lpm) = |¢p) @ © [ér) (2.134)

Donde O es el operador antiunitario (Apéndice E) CPT. Tal que:

e (' : No tiene efecto alguno, ya que el campo es escalar.

e P : Dadas las transformaciones (1.62) (cunia derecha) y (1.67) (cufia izquierda),
la accién del operador coloca ambas cunias en concordancia espacial respecto de

la coordenada x de Minkowski.

e T : El tiempo en la cuna izquierda evoluciona en direcciéon opuesta al de la

derecha, el cual va acorde a Minkowski.

Luego, la matriz de densidad para la cuna derecha se obtiene tomando la traza

del lado izquierdo en la matriz total de la teoria (2.132):

PD = tI‘[ [PM] (2135)
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No obstante, sabiendo de antemano que la percepcién del observador Rindler co-

rresponde a un colectivo candnico a temperatura:

g

T:ﬁ—lzg

(2.136)

La matriz de densidad en la cufia derecha (andlogo a la cufia izquierda) tendrd

una forma conocida:

1 _BE, e_QTWHR
PD = Z(B) Ze P Inp) (np| = “Z(3) (2.137)

n

Donde, H® es el Hamiltoniano de Rindler en la cufia derecha con base |np) y

autovalor F,,.

Por lo tanto, el valor esperado del nimero de particulas con energia 2 en la cuna

derecha sera:

(Vo) = tx [Nppo) = 5 > tnol No " np) (2.138)

Sabiendo:
H®np) = E,|np)=nQnp) (2.139)
Ngrlnp) = nlnp) (2.140)

Tenemos:

Z 716727””&2
(Np) = = (2.141)

27
§ : e_TnQ
n

Sumando sobre todo el espectro de energia, i.e., desde n =0 a n = co.

(Np) = —m— (2.142)

e s —1

De esta forma, el valor esperado del nimero de particulas en la cuna derecha
es exactamente aquel correspondiente a la distribuciéon de Bose-Einstein obtenido en
(2.86).
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2.2.6. Thermofield Double State
Minkowski como producto tensorial de Rindler

De (2.134), el estado del operador de campo en Minkowski serd expresado en

términos de las bases del mismo en cada cuna:

|¢ar) = |¢p) ® O |¢1) (2.143)

Donde el operador antiunitario © (conjugacién C'PT') actia sobre el estado de
Rindler en la cuna izquierda a fin de que los estados del operador de campo en Rindler

{l¢p),|¢1)} posean la misma paridad y direccién de propagacion temporal (Lorentz).

De igual manera, para los autoestados del operador Hamiltoniano en Minkowski

tenemos:

In) o< [np) ® © |ng) (2.144)

De esta forma, la amplitud:

(Prr]0 (¢ = 0)) (2.145)

Serd escrita en términos de los productos tensoriales (2.143) y (2.144).

Secciéon Euclidea en coordenadas polares

La métrica de Rindler en signatura Euclidiana se puede escribir como el elemento

de linea del plano polar (6, p) (Apéndice C):

ds% = dp* + p?db? (2.146)

Luego, la transformacién de coordenadas entre Minkowski y Rindler, ambos en

signatura Euclidiana, serd un simple cambio a coordenadas polares (6, p):

tg psin (6) (2.147)
x = pcos(h) (2.148)
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Donde, hemos abolido los signos + presentes en las transformaciones Lorentzianas
(1.62)-(1.67) para las cufias derecha e izquierda, definidas en las regiones |t| < tz; ya
que, las transformaciones en signatura Euclidiana (2.147)-(2.148) se definen en todo

el espacio (tg, ).

Asimismo, el vector Killing asociado al elemento de linea (2.146) serd el generador

de rotaciones en el plano (tg,x):

B9 = 20y, — 10y (2.149)

Tal que, al realizar el calculo para determinar la direccién de propagacién de 6
respecto de tg, obtenemos que esta se dara en sentido antihorario. Por ende, las dis-
cordancias en la direccién temporal y paridad, vistas para la seccién Lorentziana de
las cunas derecha e izquierda, seran interpretadas, en su contraparte Euclidiana, como

una diferencia angular.

Finalmente, mientras el operador Hamiltoniano H genera traslaciones en tg, en
coordenadas polares (H = Hp) dicho operador generard traslaciones en 6, i.e., rota-

ciones de angulo 6 en el plano (tg,z). Entonces:

Hy=HE (2.150)

Amplitud de transicién

La amplitud de transicién para el estado del operador de campo ¢ y el vacio |0},

ambos definidos en Minkowski, para ¢t = 0, sera:

(atloar(t=0)) o Jim (Gaa] =T 9(t = ~T)) (2151)
d(te=0)=dm

x / Dge~1® (2.152)
P(tg——00)=0

Tal que, en coordenadas polares (2.147)-(2.148), los limites de integracién tgp =

—o0 y tg = 0, corresponderan a § = —mw y 8 = 0. Luego:

p(0=-m) = ¢r (2.153)
P(0=0) = ¢p (2.154)
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De esta manera, el Hamiltoniano H* propagara el estado |¢r) hacia |¢p), ent = 0,

a través de la seccién Euclidea, mediante una rotacién antihoraria de = (Figura 2.1).

Por lo tanto:

¢(0=0)=¢p

Oulo(t=0) [ Dge1 (2.155)
P(0=—m)=01

o (dple ™" ) (2.156)

Figura 2.1: Propagacién de los estados del operador de campo en Rindler.

—rHE

Accién del operador e sobre |ny)

Para poder determinar la amplitud (2.156), primero procederemos a mostrar la

validez de la siguiente definicion:

e~mH" Ing) :=e ™ np) (2.157)

Sabemos:

6h) = e ™" |op) (2.158)
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Insertando los operadores unidad para las bases del operador Hamiltoniano co-

rrespondiente a cada cufia en (2.158):

> o) (npléh) S e ng) (ng|or) (2.159)
SToPlnpy = Y e ™6l ng) (2.160)

Entonces, usando (2.157), (2.153) y (2.154) en (2.160), tenemos la siguiente ex-

presion:
S (0= 0 lnp) = 3 e 6, (0 = ) [np) (2.161)

La cual es consistente con aquella encontrada para la propagacién en tg (2.115):

Zqﬁn tg =0)In) = ZeiTE"QS (tg =-T)|n) (2.162)

Thermofield Double State

Insertamos el operador unidad:

1= "|ns) (ns] (2.163)

En (2.156):
(a0 (t=0)) o (éple” ™" |or) (2.164)
o< (ople”™ S nr) (nrlor) (2.165)

Usando (2.157) y lo obtenido en el Apéndice E:

(¢m|0a(t = 0)) Ze " (¢plnp) [(¢r| OT][O [n1)] (2.166)

De (2.143) y (2.144), tenemos:

(arl0n (t = 0)) < (¢p| @ (¢1|OT|> e ™ np) @ © ny) (2.167)

n
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Sabemos que |0) es un estado puro, .i.e., (0/0)=1. Por lo tanto, a partir de dicha

condicién de normalizacién, tenemos:

|0 (2 Z

n

) ® O |nr) (2.168)

Donde g = 2.

El estado (2.168) es denominado Thermofield Double State TF D (Revisar [2][3][4]).

Consistencia del TFD

La matriz de densidad para la cufia derecha se obtendrd de (2.135):

— 5 (Bm+E,,)

pD—Z n1|@ ZZ |mD,m1> <mD,mI| @|’FA[> (2.169)

Donde:

Imp,mr) = |mp) ® © |my) (2.170)
(mp,my| = (mp| ® (mj| ©F (2.171)

De esta manera, pp sera:

=%

n

|nD nD| (2172)

Notamos que pp es una matriz de densidad mixta (p% # pp), elaborada a partir

de los estados puros |np) en la cuna derecha (lo mismo para la cuna izquierda).

Ademsds, es importante mencionar que las teorias en las cunas son invariantes

conforme (CFT) a temperatura:

T=p"'=_— (2.173)
2w

Por lo tanto, el vacio de Minkowski |057(¢ = 0)) dado por el Thermofield Double
State (2.168) es un estado entrelazado (pp y pr son mixtas) de las CFTs {|np), |ns)}

a temperatura 371
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Donde, la temperatura del colectivo canénico descrito por pp (2.173) es aquella

asociada al defecto cénico del plano polar (6, p):

1
b~ f+2m =T = (2.174)

™

No obstante, la percepcién del observador Rindler es obtenida a partir de la rela-

cién entre 75 y 0 (Apéndice C):

gdtg = df (2.175)

Por lo tanto, la temperatura percibida por el observador Rindler sera:

T="> (2.176)
2

En concordancia con lo obtenido en la subseccién 2.1.5.
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2.3. Observaciones Finales

Mientras el observador inercial percibe el vacio de la teoria sobre la geometria de
fondo como el estado de cero particulas; el no inercial, percibe un colectivo canénico

de particulas de Spin 0 y temperatura:

T=2 (2.177)

Ademas, a partir de la rotacién de Wick, las relaciones termodindmicas surgen al
imponer periodicidad en la continuacién Euclidea de la coordenada temporal. De esta

manera, abolimos la singularidad cénica en dicha estructura espacial.

Finalmente, el estado de vacio de la teorfa, |0ps), es un estado entrelazado de las ba-
ses del operador Hamiltoniano en cada cuna. Dicho estado, denominado Thermofield
Double State, es de suma importancia; ya que, como veremos en el siguiente capitulo,
surgird de forma natural para la geometria global de BT Z mediante aplicacién de la
correspondencia AdS/CFT.



Capitulo 3

Dualidad Agujero-de-
Gusano/Entralazamiento-

cuantico

En este capitulo desarrollaremos el detalle de la gravedad en (2+ 1) con curvatura
constante negativa. Ademads, mediante identificaciones en la topologia lograremos ob-
tener la solucién de agujero negro denominada BT Z. Asimismo, a partir de lo visto en
el capitulo anterior, y la correspondencia AdS/CFT, hallaremos el dual holografico

para el agujero negro eterno.

3.1. ;Gravedad o no gravedad en 2417

El tensor de Riemann para un espacio-tiempo de métrica g,,,, y dimensién (d+1) >

3 pude descomponerse de la siguiente manera:

1
R;w/)a = CMI//)(T + 7(g,upRua + gvaRup - gupRp,a - guaRvp)

d—1
1
- — 1
d(d _ I)R(gupguo— gupguo) (3 )

Donde Cy, 5 es el tensor de Weyl. Tal que, para el vacio T, =0 = R,, = R = 0:

R/,Ll/po' = Cp,l/pa (32)

El tensor C,,, 5, serd el portador de los grados de libertad concernientes a las per-

turbaciones (ondas gravitacionales) que se propagan en el vacio.

43
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Ademas, posee las mismas simetrias del tensor de Riemann:

Cul/po = Cptwv (3-3)
C,uvpcr = _Cu,upa (34)
= —Chvop (3.5)
Cp,[l/po’] = 0 (36)
Y tiene traza nula:
Chus =0 (3.7)

3.1.1. 2+1con R,, =0

Para el vacio con constante cosmoldgica nula:

Ry, =0 (3.8)

El tensor de Riemann (3.1) en (2 + 1) sera:

Ruupo = C;u/po (39)

No obstante, en la dimensién mencionada, (2 + 1), al menos dos de los indices
del tensor de Weyl seran iguales. En caso de tener mas de dos indices iguales, de las

simetrias (3.3)-(3.6), dicho tensor serd nulo:

Caaab = _Caaba = Uabaa = _Cbaaa =0 (310)
Caaaa =0 (3.11)

Por otro lado, para 2 indices iguales, tenemos lo siguientes casos:

{Caabca Caacb, Cbcaa7 chacu Cabac» Cacab} (312)

De las simetrias (3.3)-(3.7), el tnico elemento posiblemente distinto de cero es:

Cabac = Cacab (313)
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Ademas, de (3.7):

Cgac = gaacabac =0 (314)

Tenemos:

" Cooc + 9" Crpic + g**Capae = 0 (3.15)

Para b # ¢, de las simetrias (3.3)-(3.7) y sabiendo que los elementos de la métrica

{ g%, gt 922} son distintos de cero, todos los términos en Cypq. serdn nulos.

Por otro lado, para b = ¢, tenemos:

9" Cro10 = —g"*Ca020 (3.16)
92021 = —¢"Coinn (3.17)
9%Co202 = —g"'Ciona (3.18)

No obstante, de (3.3)-(3.7), tenemos las siguientes igualdades:

11,22
9" Cro10 = —9**Cap20 = ggTCmu =—g"C1o10 (3.19)

Finalmente, en (2 4+ 1) el tensor de Weyl es nulo, y por consiguiente, también el

tensor de Riemann:

R;u/po = Cuupa =0 (320)

Por lo tanto, no hay grados de libertad gravitacionales y la curvatura es nula.



46 Dualidad Agujero-de-Gusano/Entralazamiento-cuantico

3.1.2. 2+1 con R,, =2Ag,,

De la subseccién anterior C),,,, = 0, entonces (3.1) sera:

R
R;wpo = E[Qupgua - gl/pgua] (3'21)

Por lo tanto, en (24 1) no hay propagacién de grados de libertad concernientes a
perturbaciones en el vacio, y el tensor de Riemann corresponde a aquel dado para un

espacio-tiempo de maxima simetria':

R
= T AN vo — Yv o 22
RquJ (d+ 1)(d) [gupg g PgM } (3 )

LAquel que posee la méaxima cantidad de vectores killing. Para un espacio-tiempo de (d + 1)-
dimensiones:

Ld+1)(d+2)

Ademds, un espacio-tiempo embebido serd de méxima simetria si posee todas aquellas concernien-
tes al espacio-tiempo base. Por ejemplo: S? respecto de R3.
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3.2. Agujero negro de BTZ

3.2.1. Espacio-tiempo AdS

El espacio-tiempo Anti-de Sitter (AdS), en (d + 1) dimensiones, es una solucién
de la ecuacién de Einstein-Hilbert para el vacio (T}, = 0) con constante cosmoldgica

negativa (A < 0):

1
R, — igm,R =—Agu (3.23)

Para ver ello, primero construiremos AdS a partir de embeber una hiper-superficie

en un espacio-tiempo plano con una componente temporal adicional:

ds® = —(dz®)? — (dz")? + (d2®)? + ... + (dz®T)? (3.24)

AdS(q41) se define sobre la hiper-superficie a L constante:

— (29?2 — (@2 + @)+ .+ (22 = L2 (3.25)

Evidentemente, este es un espacio-tiempo homogéneo, i.e., dada su construccion,
resulta invariante bajo el mismo grupo de simetria del espacio-tiempo donde fue em-
bebido: SO(2,d).

La métrica de AdS se obtiene mediante el siguiente mapeo:

2 = Lcoshpcost (3.26)
z' = Lcoshpsint (3.27)
' = Lsinhpw’ (3.28)
Donde:
1 =ws+wi+ ... +wiy, (3.29)

De esta forma, el elemento de linea seré:

ds* = L?(— cosh® pdt? + dp® + sinh® pdQ3_)) (3.30)

De (3.26) y (3.27) notamos que la coordenada ¢ define bucles temporales debido
a su periodicidad de 27w. La manera adecuada de solucionar esto es recurriendo al
recubrimiento universal, i.e., ‘desenrollando’ el espacio-tiempo; tal que, la coordenada

temporal, en lugar de ir de —7 a 7, ird de —oo a +oo.
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Ademas, haciendo los cambios de variables:

r = Lsinhp (3.31)

t = iL (3.32)

Tenemos la siguiente forma para la métrica del espacio-tiempo AdS:

2 2 -1
ds? = — <£2 + 1) dt? + (};2 + 1) dr? +1?dQ7_, (3.33)

En (2 + 1), el elemento de linea de AdS seré:

2 2 -1
ds® = — (22 + 1) de® + (ZQ + 1) dr? + r2d¢? (3.34)

Ademais, debido a que dicho espacio-tiempo es homogéneo, su tensor de curvatura
serd aquel de maxima simetria (3.22). Por lo tanto, el tensor de Riemann para la

métrica? (3.34) serd:

R
R,u,l/pa = E[gp,pgua - gupgua] (335)

Para determinar el valor del escalar de Ricci, igualamos los tensores de Ricci
obtenidos a partir de la métrica de AdSs (3.34) y la ecuacién de Einstein-Hilbert

(3.23), respectivamente:

2
Ry, = —Zgwj =2Ag, (3.36)
Encontramos:
1
6
R = 7 (3.38)

Por ende, el tensor de Riemann y el escalar de Kretschmann seran:

1

Rp,upa = _ﬁ[gp,pguo' - gllpgu,o’] (339)
12

K = 5 (3.40)

Finalmente, tal como se menciono al principio de esta subseccidn, el espacio-tiempo

2Para AdS(4+1), este resultado y los siguientes se obtendrdn ficilmente a partir de la ecuacién
de Einstein-Hilbert (3.23), donde se hard evidente la dependencia de la dimensién espacial d.
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AdS en (2 4 1), descrito por la métrica (3.34), es una solucién de la ecuacién de
Einstein-Hilbert (3.23) en el vacio (T, = 0) con constante cosmolégica negativa
(3.37). Ademds, dicha métrica describe un espacio-tiempo con curvatura constante
negativa (3.38).

3.2.2. De AdS a BTZ

Tal como se ha visto en la subseccién anterior, el espacio-tiempo AdS3 es invariante
bajo el grupo SO(2,2) (grupo de simetria del espacio-tiempo base, plano, donde se ha
embebido la hiper-superficie sobre la cual definimos AdS3). Por lo tanto, los vectores

de Killing asociados a dicho grupo seran:

Juw = 2,0, — 2,0, (3.41)

Tal que, los indices {u, v} estdn asociados a las coordenadas {xo,xl,xQ, x3} del

espacio-tiempo base.

Podemos construir un nuevo espacio-tiempo a partir de variaciones en la topologia

de AdSs. Para ello, usaremos el siguiente vector Killing:

r r_
= %Jw — 7 Jos (3.42)

Dado por la combinacion lineal de:

Jio = I281+1162 (343)
Jos = $38()+(E063 (344)

Obtenidos para el espacio-tiempo base (3.41). De esta manera, la forma del vector

Killing en componentes contravariantes sera:

= <fx3?n;,xzr—+ 2t 71,07";) (3.45)

La construccién mencionada se realizard mediante la identificacién de puntos en el
espacio-tiempo AdSs debido a la aplicacién del vector Killing (3.42). De esta manera,

tenemos:

ah ~ et (3.46)

Donde n, es el valor del pardmetro asociado al vector Killing &, el cual define la

periodicidad mostrada arriba.
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Ademis, es necesario imponer que dicho vector Killing sea tipo-espacio:

6= (@ - 6+ @) 20 D

De esta forma evitamos la existencia de bucles temporales. Luego, de (3.25) en la

norma del vector Killing, tenemos:

2

(3 —r2)
£y = (@) = (&)%) + 2 >0 (3.48)

Del cual, se obtiene la siguiente desigualdad:

r2 [? 1)2

5 <

2\2
r2 — 2 ) < ( )

La cual, nos permite clasificar la regién (3.49) en tres subregiones:

Regién I : L2 < (21)? — (2?)2

Desarrollando:
L? < (2h)? —(2%)? (3.50)
r2 —r2 r2 —r2
2 P L N i Sl 3 )((x1)2 —(@)?) + 72 (3.51)
Tenemos:
ri <M, < oo (3.52)

En esta regién insertamos el siguiente mapeo de {xo,xl,mQ,x?’} a {t,r,¢} para

7">7"+Z

3.53
3.54
3.55
3.56

2O = Ay (r)sinh ¢y (¢, @)
' = JA_(r)cosh¢_(t,¢)
22 = JA_(r)sinh¢_(t,¢)
* = /A, (r)cosho,(t,¢)

~—~ o~ —~
~ — ~— ~—

Donde, la base vectorial de ¢:

0y = =0, (3.57)

En comparacién con (3.45), sera:

By = " (3.58)
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Regién II : 0 < (2!)? — (22)? < L2
Procediendo igual que en la regién I, tenemos:

T3 < Erg, <1t (3.59)

En esta regién insertamos el siguiente mapeo de {xo,xl,mz,x3} a {t,r, ¢} para

T >Tr>Trot

¥ = —\/—A_(r)sinh ¢ (t,¢) (3.60)
o = A_(r)cosho_(t, ¢) (3.61)
? = A_(r)sinh ¢_(¢, ¢) (3.62)
3 = —\/—A,(r)cosho,(t,¢) (3.63)

Donde, obtenemos:
O = & (3.64)

Region I11 : — 2, < (s1)2 — (22)2 < 0
T —r2
De forma anéloga, tenemos:

0<grg, <r? (3.65)

En esta regién insertamos el siguiente mapeo de {z°,z',2% 23} a {t,r, ¢} para
r—>r>0:

¥ = —\/—A, (r)sinh ¢, (t,¢) (3.66)
A —A_(r)cosho_(t, 9) (3.67)
— —A_(r)sinh ¢_(¢t, ¢) (3.68)
® = —\/—A,(r)cosho,(t,¢) (3.69)

Igualmente, se obtiene:

Dy = & (3.70)
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En las tres regiones mencionadas tenemos los mapeos de {xo, xb a?, :vs} a{t,r, ¢}

bajo diferentes condiciones en la coordenada radial r. Donde:

ae) = (5=5%) (3.71)
A_(r) = L2 (:; f;) (3.72)
out0) = (T -or) (373)
o-to) = 7(-F +or) (3.74)

De esta manera, en las tres regiones el elemento de linea, determinado por (3.24),

sera:

2 _ 2 7,2 —27.2 2 o rgr- 2
ds? = —N(r)*dt* + N(r)"2dr? + r <d¢> o dt) (3.75)

Donde:

N(r)? = [(rz i) TQ‘)] (3.76)

I,272

0< r <oo (3.77)
—0< t <o (3.78)
o< ¢ <o (3.79)

Evidentemente, para los valores de r dados por ry y r_, la funcién N (r)? ser4 nula:

N(ry)>=N(@r_)>=0 (3.80)

Por otro lado, de (3.75) notamos que Jy es un vector Killing asociado a dicha

métrica.
Ademaés, sabemos:

9y = &~ (3.81)
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Por consiguiente, la siguiente identificacién en la coordenada ¢:

¢~ ¢+2m (3.82)

Serd, precisamente, aquella mencionada en (3.46) para el vector de Killing &, donde

n = 2m:

ah ~ 2 (3.83)

Por lo tanto, el elemento de linea (3.75), construido a partir de la identificacién
(3.83) en el espacio-tiempo AdS3, serd aquel correspondiente al agujero negro rotante,

con momento angular J:

2 2 2 2 -1
2 T J 9 r J 9
dS <L2+4T2M>dt +(LQ+47‘2M) dT’

J 2
+r? <d¢ - Wdt) (3.84)

Donde:

2 2
M = T*;r— (3.85)
Uyt
J = % (3.86)
M J\° :

Dicho elemento de linea es denominado BT Z [5][6], el cual es solucién de la ecua-

cién de Einstein-Hilbert con constante cosmoldgica negativa.

Para el propésito de este trabajo consideraremos el elemento de linea (3.84) con
J=0:

2 2 -1
ds? = — (22 - M> dt? + <22 - M) dr? + r2d¢? (3.88)

El cual tiene horizonte de eventos en r = Lv/ M.
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Ademsds, como se menciond anteriormente, es solucién de la ecuacién de Einstein

(3.23); tal que, al igual que en AdSs, la métrica (3.88) define un espacio-tiempo con:

1
A= -5 (3.89)
2 6
Ruu - _fgw/ — R = _E (390)
12
K = 3 (3.91)

Evidentemente, dada su construccion, BT Z es localmente AdSs, i.e., un espacio-
tiempo de curvatura constante negativa; Por ende, en r = 0, de la forma del escalar
de Kretschmann (3.91), no habrd singularidad.

Ademds, sabemos que en (2+1) no existe propagacién de grados de libertad debido

a perturbaciones gravitacionales (tensor de Weyl nulo). No obstante, como veremos,

la métrica BT Z posee termodindmica.

3.2.3. Limite cerca del horizonte

Tomando el limite cerca del horizonte:

r—r(e) = L\/M(l +€%) (3.92)

Con €2 « 1.

Luego:

r(e)> ~ L?°M +2L°Mé? (3.93)

El elemento de linea (3.88), sera:

ds® =~ —2Mé*dt* + 2L%de? + r(e)?d¢? (3.94)
Haciendo:
p = V2Le (3.95)
tv M
w = — (3.96)
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Y tomando un valor arbitrario del dngulo polar ¢ = ¢g para la observaciéon cerca

del horizonte, tendremos:

ds? ~ —p2dw?® + dp? (3.97)

La cual, bajo el cambio de coordenadas:

T = psinhw (3.98)
X = pcoshw (3.99)

Toma la forma final de métrica plana:

ds* ~ —dT? + dX? (3.100)

Lo cual resulta logico, sabiendo que BTZ es localmente AdSs, el cual a su vez es
conforme a Minkowski (Apéndice F). De esta manera, se hace evidente que la regién
cercana al horizonte es suave y, por lo tanto, no habra singularidad alguna en dicha

region.

3.2.4. Temperatura de Hawking

Usando la rotacién de Wick (Apéndice C):

0 =iw (3.101)

Sobre la métrica (3.97), obtenemos:

ds* =~ p*do* + dp? (3.102)

Imponiendo la periodicidad en 6, de forma tal que el plano polar (6, p) no posea

singularidad cénica en el origen:

0~ 0+ 2m (3.103)

Encontramos el valor de la periodicidad 8 para el tiempo en signatura Euclidiana
tg = it asociado a la métrica (3.88). De esta forma, comparando ¢tz (de (3.96)) y 6,

tenemos:

tevM 2n L
=0 p=—
L VM

(3.104)
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Por lo tanto, la temperatura de Hawking 8~! para el agujero negro descrito por

la métrica (3.88), sera:

VM

= 3.105
2L ( )

Ty

La cual, obviamente, concuerda con la expresiéon conocida para la temperatura de

Hawking:

K
Ty = — 3.106
H= 9r ( )

Donde, la gravedad superficial k, para la métrica (3.88), es:

K= %g (3.107)

3.2.5. Integral de camino gravitacional

Tal como hemos visto en el capitulo anterior, la funcién de particién se define como
la integral de camino Euclidiana, en la cual, el campo de la teoria tiene periodicidad

en el tiempo Euclidiano tg, dado por:

tp~tp+ 8 (3.108)

Por lo tanto, la funcién de particién Z() asociada a las relaciones termodindmi-
cas de los agujeros negros, se definird como la integral de camino gravitacional, en
signatura Euclidiana, donde el campo de la teoria, la variedad Euclidea g,,,,, posea la
periodicidad descrita en (3.108).

De esta forma, tenemos:

Z(B) = /Dge_SE (3.109)

Donde, a fin de la aplicacién de la correspondencia AdS/CFT, usaremos la apro-
ximacién semicldsica de punto de silla (saddle-point) al rededor de la solucién cldsica

para la accién Euclidea [20]:

Z(B) = e le (3.110)
Donde, Ig es la accién Euclidea clasica [21][22]:

1

Ig = —
E 167G

/ PoyGR—20) — —— [ @aviK
M

881G OM
1

- d’zvVhKy (3.111
87TG oM If 0 ( )
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El primer término es la accién de Einstein-Hilbert, el segundo, el término de borde
necesario para que el principio de acciéon permanezca bien definido, y el dltimo, el
contra-término necesario para eliminar divergencias en el borde r — oo, para que, Ig

sea finita, a fin de obtener las siguientes variables termodindmicas:

S = (Bos—1)Ip (3.112)
E = 8slp (3.113)

Por lo tanto, calcularemos cada término de la accién Euclidea Ig (3.111) para

BTZ, con métrica en dicha signatura:
2 r? 2 r’ - 2 27,2
ds* = ﬁ_M dty + ﬁ_M dr* +r-dg (3.114)
Donde tg ~ tg + (.

Einstein-Hilbert

Sabiendo:
R = 6A (3.115)
1
A = Iz (3.116)
Vg =7 (3.117)
Tenemos:
1 ﬁ 21 T0
Ip_ = — A1
E—H 47TGL2/0 th/O d(b/m— rdr (3 8)
B 2 2

- oo (r2 —12) (3.119)

Donde la integracién en r se realizé desde el horizonte r hasta el borde r = rg;
debido a que, para el elemento de linea de BT Z en signatura Euclidiana (3.114) se
tiene la periodicidad de tg en 5. Ademds, para valores arbitrarios de r, la longitud

propia de § dependerd de g¢p¢,:

B=pB(r) = / mdm (3.120)

Tal que, para el plano (tg, ), el origen queda determinado por el valor de r que

hace S(r) = 0. Evidentemente, dicho valor serd r = r.
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Por lo tanto, para la accién en signatura Euclidiana:

Ty <71 <00 (3.121)

Término de borde

La traza de la métrica en el borde r = ry, en signatura Euclidiana, sera:

2
T
Vh=rg L—OZ - M (3.122)

Por otro lado, el vector unitario normal a la hipersuperficie:

S=r—rg=0 (3.123)
Sera:
nv
wo= 905 (3.124)
Vg 0,50, 8
8 g™ 0,8
= 0L T 3.125
Vi70,50,5 (3.125)
51/
= r 3.126
Grr ( )
Tenemos:
v v T'g
n' =60\ 15— M (3.127)

Con lo cual ya estamos listos para calcular la traza del tensor de curvatura extrinse-
ca K = viupy).

K = g,K" =V, n" (3.128)
Luego:
K =T n" +0m" +T,n" + T n" (3.129)
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Tenemos:

K- "o L V2 (3.130)
2% - M To

Por lo tanto, el término de borde seré:

1 B

I dt / 7 déroy/ Uy 10 +
B = —~3_ A~ E 0 7o
87TG 0 0 L2 L2 /%SZ_M To

Ig = 5( 27"3) (3.131)

Contra-término

Como podemos notar de Ip_g + I5:

2
T
Ig_y+1p= 7@22 (3.132)

En el borde, rp — oo, dicha suma serd divergente. Por tal motivo, se fijara el valor

de Ky en (3.111) de tal manera que se obtenga un valor finito para Ig.

Tenemos:

e [ o[
1 r— dt d — — MK 3.133
cr 87rG/0 E/O ¢ro Iz 0 ( )

ﬁK()TO 7"8
I — —-—-M 3.134
o S (3134)
Ahora, la accién Ig, sera:
Ig = Ig_g+Ig+licr (3.135)

Bry _ BKoro [rg

4GIL2 4GV L2 (3.136)




60 Dualidad Agujero-de-Gusano/Entralazamiento-cuantico

Realizando la expansién en ry — 0o, tenemos:

Brg BKo[r¢ LM 1
Ip——ro_PRojre  BM (1 1
R TeT - Tl AR O (3.187)

Donde (9(%) ~ 0. Luego:

prd BKord  BKoLM
— — 1
4GL? 4GL + 8G (3.138)

IE%

Evidentemente, a fin de eliminar la divergencia en ry — 0o, tenemos:

1
Ko=—7 (3.139)
Por lo tanto, de (3.139) y (3.104), la accién Euclidea para BT Z, seré:
w2 L?
Ip~— 3.140
pr -l (3.140)

De esta manera, podemos obtener la entropia S asociada a dicho agujero negro:

S = (B9s—1)Ig (3.141)
onvVML
S = —c (3.142)

La cual encaja, precisamente, con la ley de drea de Hawking-Bekenstein [11]

A

S:E

(3.143)

Donde, para el caso de BT Z, el area A sera la longitud de la circunferencia de
radio ry = vV ML:

A=2rVML (3.144)
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Finalmente, para F, tenemos:

E = 8slp (3.145)
M
= (3.146)

Debido a la forma de la expresién para E, algunos autores fijan G = %.

3.2.6. Geometria asintotica

Un espacio-tiempo en (d + 1) dimensiones (M, g,,,) serd considerado asintética-
mente AdS [23], si existe una variedad M con borde OM y métrica serd Guv- Siempre

que:

1. g satisface la ecuacién de Einstein-Hilbert (3.23) con A < 0, y el tensor de

energia-momento 7}, sea tal que Q2’dT#,, permanezca suave sobre OM.

2. Guv = 22, Donde Q es definida positiva y suave en el interior de la variedad
M.

3. El borde &M tendr topologia S4~! @ R.
4. Q ser4 nulo sobre &M, mientras V .£) permanecerd finito en dicha regién.

5. El tensor de Weyl para g, sera suave en M y nulo en M.

Para BTZ (d = 2), la condicién 1 queda satisfecha. Como sabemos, la métrica
9 (3.88) es solucién de la ecuacién de Einstein-Hilbert (3.23). Ademds, T, = 0.
Luego, para satisfacer la condicién 2 definimos:

1
Q= - .14
- (3147)

Tal que, el elemento de linea g,,,,, con t =t/L, sera:

dn>?

ds? = —(1 - ML*Q?*)dt* + —M——
S ( ) +%—Q2M+

d¢? (3.148)

Por ende, Q estard definida positiva y suave al interior de M.
En el borde @ =0 (r — 00):

ds* = —dt* + do? (3.149)

Por lo tanto, la topologia de M serd R @ S'. Lo cual satisface la condicién 3.
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La condicién 4 quedara satisfecha, directamente, al inspeccionar el elemento de

linea de la métrica §,,, dado en (3.148):

0 = 0 (3.150)

Vol =1 (3.151)

oM

Finalmente, la condicién 5 se satisface trivialmente. Como sabemos, en (2 + 1) el
tensor de Weyl es nulo (3.20).

En conclusion, BT Z es asintéticamente AdSs.

3.2.7. Estructura global: Diagrama de Penrose-Carter
Sea el elemento de linea de BT Z:

2 2 -1
ds? = — (22 - M) dt? + <£2 —~ M) dr® + rdg? (3.152)

Para determinar la estructura causal global construiremos el diagrama de Penrose-

Carter.

Para ello, tomaremos el elemento de linea correspondiente a rayos de luz radiales

para ¢ = ¢p:

(3.153)

Con la finalidad de definir coordenada nulas, definimos la variable r:

r'*/idr *Lz In
T ﬁ_M72r+

- 1+L
L2

T+

r
1— —
T+

—In

] (3.154)

Tal que, de (3.154) en (3.153), obtenemos:

t=tr, (3.155)
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Definimos las coordenadas nulas asociadas a (¢, 7.):

u = t—r, (3.156)
v o= t+7, (3.157)

Luego, la métrica (3.152) en coordenadas nulas {u, v}, seré:

ds* = —N(r)*dudv (3.158)

Donde hemos omitido el elemento de linea de la circunferencia S' = d¢?. Ademaés:

2

N(r)? = =M (3.159)

Ahora, asociamos las coordenadas nulas {u,v} con las coordenadas {U,V'}, me-

diante:

U = —e 2" (3.160)
T (3.161)

Dicha transformacién nos recuerda aquella realizada entre las coordenadas nulas
de Minkowski y Rindler en el capitulo 1 ((1.54)-(1.55)). Evidentemente, la relacién

entre las coordenadas {u,v} y {U,V} serd andloga a las mencionadas anteriormente.

Luego, el elemento de linea toma la siguiente forma:

L4 274 Ty
ds® = —T—QN(T)Qe_ 2 dUdV (3.162)
+

Para hacer ‘finito el infinito’, definimos:

U = tand (3.163)
V = tanv (3.164)

De esta manera los valores +00 en U y V, corresponderd a +% en u y o. El
elemento de linea correspondiente, sera:

L4 2r ra
ds® = — = N(r)%e” 17 sec? iisec® idiidd (3.165)

L=



64 Dualidad Agujero-de-Gusano/Entralazamiento-cuantico

Sabemos del apéndice B que la transformacién conforme de la métrica conserva la
2 2

estructura causal. Por lo tanto, para Q2 = sec? @ sec? ¥:
ds* = 0*d3? (3.166)
Tenemos:
A 20y ry
ds* = —=-N(r)’e” 17 dadd (3.167)
LS

Definimos las variables asociadas a las coordenadas nulas {a, v}:

N
I

<
+
I3

(3.168)
(3.169)

I
I
<
|
<3

De esta forma, el elemento de linea obtenido para las coordenadas (T, R), seré:

L4 27‘+r*
N(r)’e” 17 [—dT? + dR? (3.170)

ds* = —
4r3

Finalmente, arribamos a la métrica (3.170), la cual tiene dos ventajas fundamen-
tales: ser conforme a Minkowski y tener rangos finitos. Gracias a la primera, tenemos
preservada la estructura causal de un fondo plano, con lo cual serd sencilla la intro-
duccién de conos de luz, mientras la segunda, hace ‘finito el infinito’, debido a los

mapeos vistos anteriormente.

A fin de elaborar el diagrama de Penrose-Carter, verificamos los mapeos de r = 0,

r=ryyr— oo en el plano (T, R):

27 Ty

UV = —e 2 (3.171)
De (3.163), (3.164) y (3.154):
tan i tan & = [r”} (3.172)
r4+ry

En coordenadas (T, R):

T-R T+R r—r,
_— = | — .1
tan ( 5 ) tan ( 5 > [r n mj (3.173)
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Para r = 0:
tan (T_R> tan <M> 15T =+" (3.174)
2 2 2
Parar =ry:
tan (T;R) tan (T;—R) =0—->T==%R (3.175)
Para r — oo:
Usamos:
lim — [T — ”} =1 (3.176)
r—00 4Ty
Luego:
tan (T;R> tan (T_;R) =—-1—-R= ig (3.177)

Ademdés, para los infinitos pasado y futuro tipo-tiempo:
it Parat —oo: (T,R) = (5,5).

i~ Parat — —oo: (T, R) = (=5, %).

Por otro lado, para el infinito futuro tipo-luz I'™ (v — o0), tenemos que T =

—R + 7, mientras, para el infinito pasado tipo-luz I~ (v — —00), T'= R — w. Ambas

regiones estan fuera de la regién delimitada por el infinito espacial » — oo. Por lo

tanto, para BT Z no se tendran las regiones I y I~, lo cual reflejard una caracteristi-

ca esencial de este espacio-tiempo: Los rayos de luz van al infinito y retornan en un

tiempo finito
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De I't, I7, (3.174), (3.175) y (3.177), y sus reflejos al lado izquierdo del grafico a

continuacion, tenemos:

it r=20 it
HT HT
T = 00 X T = 00
H~ H~
1 r=0 1

Figura 3.1: Diagrama de Penrose-Carter para el espacio-tiempo BT Z.

Finalmente, a la luz de todos los resultados obtenidos hasta el momento, podemos
decir que BT Z es una solucién de la ecuacion de Einstein-Hilbert, la cual posee agujero
negro. No obstante, es local, y asintéticamente, AdSs. Por lo tanto, localmente tiene
curvatura constante negativa, con lo cual r = 7 es una singularidad de coordenadas,
mas no fisica. Ademds, de la forma del escalar de Kretschmann (3.91), es evidente
la ausencia de singularidades fisicas. De esta forma, concluimos que la naturaleza

termodinamica de BT Z yace en su estructura causal.
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3.3. Dual holografico de BTZ

De la correspondencia AdS/CFT [7][8][9] sabemos que un espacio-tiempo anti-de
Sitter AdS en d 4+ 1 dimensiones, con topologia M, es dual a una teoria cudntica de
campos con simetria conforme C'F'T, la cual tendrd una dimensién espacial menos, y

topologia OM.

Ademds, BT Z es asintéticamente (r — 0o0) AdSs. Del diagrama de Penrose-Carter
para BTZ, tenemos:

11 I

Figura 3.2: Regiones asintéticas r — co de BT Z.

Evidentemente, las regiones I y I se encuentran causalmente desconectadas.

Por otro lado, del elemento de linea de BT Z en signatura Euclidiana:

2 2 -1
ds? = <£2 _ M> dt%, + (; - M> dr? + r2d¢? (3.178)

Para r — oo:

2
ds? = %dt’g + r2dg? (3.179)

Notamos que la topologia asintética es Sg @ S*.



68 Dualidad Agujero-de-Gusano/Entralazamiento-cuantico

Por lo tanto, la integral de camino Euclidiana que preparara el estado de la teoria
en el borde para su evolucién en el tiempo Lorentziano (¢t = 0) tendrd la siguiente
topologia:

p

59 st (3.180)

De esta manera, el intervalo de tiempo Euclidiano g hara contacto con las regiones

asintéticas de BTZ en t = 0 mediante dos circunferencias S*.

2
Figura 3.3: Geometria Euclidiana y Lorentziana de BT'Z unida en ¢t = 0.

Por consiguiente, la integral de camino Euclidiana para la teoria cuantica de cam-
pos dual a BT Z, la cual preparara el estado cuantico de dicha teoria para su evolucion
en t = 0, tendrd la topologia mencionada en (3.180). Por tal motivo, las cincunferen-
cias S1, del lado izquierdo y derecho en la Figura 3.3, corresponderan a la topologia
espacial de las CFT's, causalmente deconectadas, duales a las regiones asintéticas de
BTZ.

CFT; CFTp

B
2

Figura 3.4: Topologia de la integral de camino Euclidiana para la teoria cuéntica de campos
dual a BTZ.
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Precisamente, la integral de camino descrita corresponde a aquella que establece

el estado de vacio de la teoria cudntica como el Thermofield Double State T F D:

(@0t = 0)) o (dple™ 31 |6r) (3.181)

Dicho estado se desarroll6 en el capitulo anterior (2.168) y es descrito en términos
del entrelazamiento cuantico de los estados de energia en cada una de las CFT's con

topologia espacial S!.

Tenemos:

[np) ® ©|nr) (3.182)

ou=o»=§jjg%;

Donde, |np) y |nr) son los estados del operador Hamiltoniano para las CFT's
derecha e izquierda, respectivamente, y © es el operador antiunitario CPT; ya que,

en la regién I el tiempo se propaga en sentido contrario a I (Apéndice G) .

Por lo tanto, la teoria dual a la geometria extendida de BT Z sera aquella con
estado de vacio dado por el estado TFD (3.182).

De esta forma, la conexidn cldsica entre las regiones asintéticas de I y IT (Figura
3.2), dada por un agujero de gusano (ER)?, corresponderd hologréficamente a la
conexion cuantica entre las CF'T's duales a AdS7 y AdSp, dada por el entrelazamiento
cudntico (EPR)%.

3Puente de Einstein-Rosen [24].
4Par Einstein-Podolsky-Rosen [25].
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3.4. ER=EPR

En la seccién anterior obtuvimos la teoria de campos dual a BT Z, donde el estado
de vacio corresponde al Thermofield Double State (3.182).

Por otro lado, si sobre AdS3 situamos un par de CFT's {¢;,¢p} entrelazadas a
temperatura finita 37!, donde una de ellas se sitia en la regién derecha, y la otra, en
la izquierda, infinitamente distanciadas. De tal forma que, para IN pares de particulas

(entrelazadas) correspondiente a dichos campos®, tendremos:

N N

o d= o0 .

¢r . ®D

Figura 3.5: N pares de particulas entrelazadas sobre sobre AdSs3.

Cuando el cimulo de particulas correspondiente a cada campo alcance la masa
(energfa) critica (N — 00), tendremos dos agujeros negros con interaccién desprecia-
ble debido a su separacién (d — o0). Ademds, las regiones exteriores a cada uno sera
BTZ [26].

Bajo esta premisa, los campos {¢r, ¢p } se encontrardn causalmente desconectados.
Por ende, el operador de campo escalar real sin masa ¢ correspondiente a la teoria

cuantica total:

|9) = |é1) ® [¢D) (3.183)

Tendra como estado base el TFD.

Por lo tanto, en vista de lo desarrollado en la seccién anterior, a nivel clasico el
entrelazamiento entre {¢;, ¢pp} implicara la existencia de un agujero de gusano entre

los agujeros negros derecho e izquierdo (Figura 3.6).

5Formardn 2 cumulos, cada uno de ellos representard un colectivo canénico a temperatura, finita

gt
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Evidentemente, ninguna senal emitida desde la regiéon externa del horizonte dere-
cho hacia su interior afectara la region externa del horizonte izquierdo, y viceversa.

Por ende, no habra violacién de causalidad en esta construccion.

BH; BHp

Figura 3.6: Agujero de Gusano conectando el interior de los agujeros negros derecho e iz-
quierdo.

De esta manera, hemos obtenido una realizacién particular de la conjetura de
Maldaena-Susskind [27], en este caso, para el espacio-tiempo BT Z°. Finalmente, ten-

dremos:

ER = EPR (3.184)

6Los resultados obtenidos en BT'Z pueden generalizarse para d > 2, i.e., Schwarzschild— AdSq41






Conclusiones

En el primer capitulo elaboramos de forma consistente la transformacién de coor-
denadas entre un sistema inercial y otro bajo aceleracién constante, ambos situados
en el fondo de Minkowski (1 + 1). Tal que, para el no inercial, obtuvimos una estruc-

tura causal similar a la de un agujero negro eterno.

En el segundo capitulo mostramos en detalle la percepcién fisica del observador
no inercial en Minkowski (Efecto Unruh) y la construccién de los estados del operador
de campo sobre dicha geometria, el cual es obtenido a partir del producto tensorial
de los estados en las cunas de Rindler. Ademas, brindamos la secuencia légica de
la elaboracién del Thermofield Double State, la cual resulta de suma importancia,

debido a que, suele hacerse de manera superficial o errada en la literatura estandar.

En el tercer capitulo desarrollamos el andlisis de la gravedad en (2+1), para A =0
y A < 0 (curvatura constante negativa), donde la tltima corresponde a AdSs. Tal que,
al realizar la identificacién en dicha topologia mediante un vector Killing tipo-espacio,
con periodicidad de 27, obtuvimos la solucién de agujero negro denominada BT Z, el
cual posee todas las caracteristicas vistas en (d 4+ 1) para d > 2, salvo la existencia
de singularidad fisica en r = 0. Ademds, se calculd en detalle la integral de camino
Euclidea (términos de Einstein-Hilbert, Borde (GHY) y Contratérmino) y se llevé a
cabo la construccion del diagrama de Penrose-Carter. Luego, aplicando la correspon-
dencia AdS/CFT, y a partir de los resultados obtenidos en el capitulo 2, obtuvimos el
TFEFD como dual holografico de BT'Z. Finalmente, mostramos una realizacién parti-

cular de la conjetura Maldacena-Susskind para espacio-tiempos asintéticamente AdS.

En conclusién:
A la luz de la correspondencia AdS/CFT, los agujeros de gusano son

duales al entrelazamiento cudntico. Es decir:

ER=FEPR
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Apéndice A

Coordenadas nulas

Para un espacio-tiempo del tipo (¢, ), con elemento de linea Minkowski o confor-
me a este, las superficies nulas (conjunto de trayectorias para entes sin masa) estdn

definidas por:

xxt=0 (A1)

Etiquetandolas:
v(t;x) =t+x (A.2)
u(t;x) =t —=x (A.3)

Los covectores normales a estas se obtienen, como es usual, tomando sus gradien-

tes.

Parav =1+ z:

_ 0 90\ _
Ou =0y = (6#%) (A-4)
T, = (1;1) (A.5)
Para u =1 — 2
_ 0 0\ _
Ou =y, = (at; Gx) (A.6)
u, = (1;-1) (A7)
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Luego:

7, =0 (A.8)
', =0 (A.9)

Como podemos ver, lo vectores normales a superficies nulas son tipo-luz o nulos.

Por ello, ¥ y u se denominardn coordenadas nulas.



Apéndice B

Transformacion Conforme

Sea el elemento de linea arbitrario, dado por la métrica g,,,:

ds* = g, dxtdz” (B.1)

Se define al elemento de linea conforme a (B.1) como aquel dado por la métrica

Juv, la cual resulta de realizar la transformacién conforme:

G = P9, (B.2)

Donde Q(z)? se denomina factor conforme y es una funcién positiva y suave de

las coordenadas. Luego:

d3? = g datda” = Q%g,, dotdz” (B.3)
ds* = Q?%ds? (B.4)

De la definicién anterior, si hacemos que g,, = 7, (métrica de Minkowski), para
la transformacién conforme (B.2), g, = 221, se obtienen las siguientes propiedades:
Propiedad 1: La longitud no se conserva

ArA, = g AMAY = Q(x)Qnm,A“A” = Q(x)QA“A,L (B.5)
De este resultado se nota la importancia de que la funcién (z)? sea positiva, de
esta forma sélo varia la longitud de los vectores, mas no su tipo:
= Tipo-tiempo: A*A, <0 — A*A, <O0.
= Tipo-espacio: A*A, >0 — ArA, > 0.

= Nulo: A*A, =0— Ar+A, =0.
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Propiedad 2: El angulo entre dos vectores se conserva:

Para un vector tipo-tiempo, la naturaleza pseudo-Riemanniana de Minkowski per-

mite establecer la siguiente estructura:

a# = ([Jz[|sinh 3, [|lz]| cosh 3) (B.6)

Donde ||z|| = /zFz,.

Luego, para los 4-vectores A" y B*, tal que:

A¥ = (]| Al| sinh (a4 0), || A| cosh (a + 6)) (B.7)
B" = (|| B|| sinh (@), || B| cosh () (B.8)

Del producto, se obtiene:

_ GuwAtBY
osh ) = A (B9)

Para la transformacién conforme (g, = Q(z)?g,.):

_ JwAtBY Q(z)?g,, A" B”

b )= Z0E0 ~ @Al (B10)
De la expresién anterior se obtiene:
cosh (f) = cosh (0) (B.11)
Propiedad 3: Se conservan las geodésicas nulas:
Sea el simbolo de Christoffel para la métrica g,
5, = 23 G+ B — Gposs) (3.12)
Donde, la ecuacion geodésica sera:
A L 0 (B.13)

do? Ao do
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Definimos g" conforme a la métrica arbitraria g, i.e., g, = Q(z)2g,,. Luego:

re, =T, +6007'0,Q+00079,0 — g, 0 19°Q (B.14)

Reemplazando en (B.13):

Pz o, dotdz dPa o dzt dz”
d? Ao do de? B A do
dx® dx¥ dx* dx¥
20719,0 —_ = —_ Q1o = B.1
A0 T Iy Y =0 (B1D)

Realizando la parametrizacién afin entre @ y w, en g, v guv, respectivamente:

di = Q% dw (B.16)
Obtenemos:
Az - dz* dzv _y [d?ae o dxt dz¥ 1 dz® dx¥
P O e e O e LI AL e
dQ—2 dx® dz* dz¥
02 — — g ———0710%Q| =0 (B.17
+ dw dw I dw dw ( )

Donde, evidentemente:

dz® dz¥ 5 dQ72 dz®

207'9,0—— Q — = B.1
0 dw dw * dw dw 0 (B.18)
Con lo cual, (B.17) resulta:
Pz o, dotde O [dPa® o dat dx”
di? A do duw? M odw dw
dzt dz”
—Gu————0719°Q| =0 (B.1
I3 dw (B.19)

Como podemos apreciar, inicamente para geodésicas tipo-luz (nulas):

dzt dx”

g’“’m% =0 (B.20)
Tendremos:
A2z ~ dx* dz¥ A2z dx* dx”
o = Ot == 4T = 0 (B21
di? M odd do dw? o dw dw ( )
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Por lo tanto, en vista que §2 es definida positiva y suave, tendremos que si z*, con
pardmetro w es una geodésica tipo-luz (nula) en §,,, también lo serd en g,,, con w.

De esta forma, el mapeo conforme hereda la estructura causal.



Apéndice C

Tiempo Imaginario y Espacio

Euclidiano

Aplicando la rotacién de Wick:

T i=1iT (C.1)

En el elemento de linea del espacio-tiempo Rindler (1.66), obtenemos su versién

en signatura Euclidiana:

dsy, = e*9%drp, + *94d¢? (C.2)

Realizando el siguiente cambio de variable:

e295de? = dp? (C.3)
Obtenemos:
e29¢
gT =y’ (C.4)

El elemento de linea (C.2) seré:

ds® = p?g?drs + dp? (C.5)

Evidentemente, la transformacién al plano polar (6, p) quedard consolidada me-

diante:

g*dr? = do* (C.6)
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Tal que:

gr =146 (C.7)

Con lo cual, tendremos el siguiente elemento de linea:

ds* = p*df* + dp? (C.8)

De esta forma, el mapeo entre Minkowski en signatura Euclidiana (tg, x), obtenido

al aplicar la rotacién de Wick tg = it, y el plano polar (0, p), seré:

T = pcost
(C.9)
tgp = psiné



Apéndice D

Estados puros, mixtos y

entrelazados

D.1. Matriz de densidad pura

Se define la matriz de densidad pura asociada a |¢)):

p =) (Y]

Tal que |¢) es un estado puro:

(Wly) =1

Y satisface las siguientes propiedades:

trp® =

D.2. Matriz de densidad mixta

Definimos la matriz de densidad mixta asociada a los estados puros [¢;):

p=>>_pilhi) (Wil

i

La cual satisface las siguientes propiedades:

Pt # p

2

trp® < 1
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D.3. Matriz de densidad reducida

D.3.1. Estados producto

Consideremos el estado [1)4p) definido en el espacio de Hilbert!:

H=Hs®HB (D.S)

Tal que, [ 4p) se expresa como el producto tensorial de los estados puros definidos

en Hay Hp:

[YaB) = [$a) @ |¢B) (D.9)

Luego, la matriz de densidad:

paB = |YaB) (¥aB] (D.10)

Sera, evidentemente, pura; ya que:

(Yaplbap) =1 (D.11)

Ademés, podemos obtener la matriz de densidad para cada subsistema (matriz
de densidad reducida), tomando la traza de aquel que deseamos excluir de p. Por

ejemplo, para pa (andlogo para ppg), tendremos:

pa =trgpap (D.12)

Entonces:
pa = (¥Blpasl¥s) (D.13)
= |Ya) (Wal (D.14)

Queda claro que p4 y pp serdn matrices puras.

1Se puede generalizar al producto tensorial de n espacios de Hilbert, no obstante, debido al interés
del trabajo, usaremos n = 2.
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D.3.2. Estados entrelazados

Como sabemos, un estado entrelazado [1)4p) no puede descomponerse como un

producto tensorial de estados:

[Yap) # [Ya) @ [¥B) (D.15)

Por ejemplo, para el siguiente estado entrelazado:

S

|wAB> = \/§

[104) ® [15) + [14) ©® [05)] (D.16)

Elaborado con las bases de los estados |¢4) v [¥5).

Notamos que |t ap) es puro:

(YaB|vap) =1 (D.17)

Ademss, la matriz de densidad reducida para los elementos del subsistema A, sera:

pa = 5[104) (Oal + [1a) (14]] (D.18)

N =

Tal que:

P 7# pa (D.19)

Por lo tanto, p4 es una matriz de densidad mixta (lo mismo para pp).

Finalmente, de lo visto en las subsecciones D.3.1 y D.3.2, diremos:

e [Y4p) es un estado entrelazado de los estados {|04),|14),|08),|1B)}, si la

matriz de densidad reducida p4 es mixta.

e |h4p) no es un estado entrelazado (es un estado producto | ap) = [a)®|YE)),

si la matriz de densidad reducida p4 es pura.






Apéndice E

Operadores antilineales y

antiunitarios

E.1. Operador antilineal

Revisar [28]

Se define la accién del operador antilineal © sobre |¢) y (¢

O|¢) = 9(2 a; ¢z>) = Za?(@ |bi))

(9|© = (Z a; <¢i|)@ = Zai<<¢i| 0)

De ambas expresiones:

((¢1©) [) (e (©¥))]

Donde ¢ € C.

Ademas, el adjunto de O se define de forma usual:

@) = (¢| O
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Es muy importante tener en cuenta sobre quien se estd aplicando el operador

antilineal. Por ejemplo, para los operadores ©1 y O:

(9] (©102) [¥) = ((¢|©102)[1) (E.6)
= (6| (0102])) (E.7)
= [((ol©1)(O2]9))]" (E.8)

E.2. Operador antiunitario

Un operador antiunitario © sera aquel que sea antilineal y unitario:

of =01 (E.9)
Finalmente:

[¥) = ©l¢) (E.10)

Wl = (glOf (E.11)

A = o46f (E.12)

Donde A es un operador lineal.



Apéndice F

AdS conforme a Minkowski

En el elemento de linea de AdSs:
ds? = L* (- cosh? pdi? + dp* + sinh? pd¢2) (F.1)

Hacemos p = In 2r:

167* 4 8r2 4+ 1dth n dr?2  16r* —8r?2 +1

2
1672 2 1672 dé (F.2)

ds® = L2

Donde hemos usado las expresiones exponenciales para las funciones hiperbdlicas.

Tomando el limite r — oo:

d 2
ds? = L2 | —r2d? + 7"% + r2dg? (F.3)
Haciendo r = %:
2 L? 2 2 2

Finalmente, ‘desenrollando’ las identificaciones en ¢ y  (3.30):

¢ ~ ¢+2m (F.5)
t ~ t+2r7
Tal que, tenemos:
—0< t <o (F.7)

—0< ¢ <

89



920 AdS conforme a Minkowski

Haciendo ¢ = v, a fin de evitar confusién:

L2
ds? = = [—dt® + dy* + dz?] (F.9)

El elemento de linea (F.9) se denomina ‘Parche de Poincaré’, el cual, evidentemen-
te, sélo cubre una regién del espacio AdSs. Ademads, podemos notar que es conforme

a Minkowski.



Apéndice G

Orientacion temporal en la

geometria extendida de BT Z

De (3.160) v (3.161):

U = —e 0 (G.1)
vV = e%(t+T*) (G2)
Definimos:
U = t-7 (G.3)
V o= t+7 (G.4)
De (G.1)-(G.4) , obtenemos:
- . T4 %T
t = :|:51nh(L2t)e (G.5)
7 = =cosh (r——;t)eﬁr* (G.6)

Donde =+ define la transformacion en las regiones derecha e izquierda (andlogo a

lo visto entre Minkowski y Rindler).
Por otro lado, el elemento de linea (3.158) es:

ds* = N(r)*(—dt* + dr?) (G.7)

Donde, 0; es un vector Killing. Tal que:



92 Orientacion temporal en la geometria extendida de BT Z

Calculando, tenemos:
T+ L ~
O = 75 (70; + 10y) (G.9)
En componentes contravariantes:

b = (%r %t) (G.10)

De esta manera, al definir el vector unitario temporal:

t*H = (1,0) (G.11)
Tenemos:
~ T -
b, = —Lizr (G.12)

Donde, para la regién izquierda 7 < 0, por lo tanto:

bt, > 0 (G.13)

Lo cual significa que en la region izquierda, el tiempo va en sentido contrario a
la derecha. Ademas, dada la transformacién conforme entre {U,V} y {a,9} (3.162)-
(3.165), en el diagrama de Penrose-Carter (Figura 3.2), en la regién IT t evoluciona

en sentido contrario a T', mientras que en I, lo hace en el mismo sentido.



Apéndice H

Representacion cilindrica de

AdS

Si en el elemento de linea de AdSs3:

1

2 2 -
ds* = — <Z2 + 1) dt* + (22 + 1) dr? + r?dg? (H.1)
Hacemos:
r = Ltan6 (H.2)
t = Lt (H.3)

Obtenemos el siguiente elemento de linea:

2
ds® =

g LA’ + 0% + sin® 0dg?”] (H.4)

El cual es conforme a:

ds* = —dt? + df? + sin® 0d¢* (H.5)

De (H.2), tenemos que el borde de AdS3 (r — o0) corresponde a 6 = 7 /2. Luego,

la topologia del borde sera:

R®S! (H.6)

93



Representacidn cilindrica de AdS

Finalmente, AdS3 serd un cilindro sélido:

Figura H.1: Representacién cilindrica de AdSs.
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